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AYERTISSEMENT DE LA SEPTIEME EDITION 


La präsente edition comporte des remaniemenls assez 
importants. 

J’avais depuis longtemps, a la suite d’une indicatioii qm k 
m’avait etd fournie par le regrette Lesgourgues, projcte de | 
foiidre en une seule la theorie des angles polyedres et cclle | 
des polygones spheriques; et un utile exemple m etait fourni, v 
ä cet egard, par un de mes tres estimes collögues de l’Univer- ^ . 
site de Buenos-Aires. La modification correspondante a eie ; 
falle precedemment pourda Geometrie plane, oü eile etait 

plus simple. J’ai pu, cette fois, la r6aliser dans l’espace : eile ,, 
offre, entre autres avantages, celui, important au point^ de 

vue'pedagogique, d^une figuration plus facile et plus claire. 

D’autre part, sur le conseil d’un des membres de rEnsci- 
■ griement dont les avis me sont le plus precieux, j’ai consa- 

cre un expose dogmatique (Note L) aüx proprictcs anallag- 
matiques des cercles de l’espace, qui n’etaient representccs 
dans les, editions precedentes que par des exercices. Aux 
rdsultats que nous avions fait connaltre dans notre premieri- 
edition, et 4 ceux, si remarquables, qui y avaient etc ajoutes i 
surtout par M. Andre Bloch, sont venus s’ajouter, dcpuis,, 
les recherches de MM. Robert, Delens, Gambier. Sans entrci 

dans le detaiLcomplet de ces importants travaux, j’ai pu en 

etablir les conelusions les plus saillantes et les plus simples. 

Outre diverses corrections apport6es, particulierement a 
la Geometrie projective— j’esp^re avoir simplifie l’exposß 
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du theoreme fondamental concernant les figures planes 
homographiques —, j’ai du reprendre la demonstration 
(Note K) du theoreme de Gaucliy sur les polyedres convexes : 
une objection nouvelle etait, en effet, signalee par M. Louis 
Gerard; c’est egalement en m’aidant des indications qui 
m’ont ete aimablement fournies par ce geometre que j’ai pu 
y echapper dans la redaction actuelle. 

Le corps enseignant entend aujourd’hui, ä tres juste 
titre, abandonner la locution de « symetrie par rapport ä 
une droite » qui masque la difference essentielle entre ce 
cas et celui de la symetrie par rapport ä une droite ou ä un 
plan. Parmi les divers termes proposes pour la remplacer, 
j’ai du preferer celui de « transposition », et cela pour une 
raison d’ordre purement grammatical: il permet de parier 
du transpose d’un point ou de la transposee d’une figure, et 
les autres denominations suggeröes, ä ma connaissance, ne 
poss^dentpas la m6me souplesse. 

Gomme dans les editions precedentes, j’ai apportd une cer- 
taine attention aux exercices. Les principales am61iorations 
rdalisees ä cet egard concernent la Geometrie spherique (Exer¬ 
cices n*’® 485 et 486) et la Geometrie projective. Signaions 
le beau theoreme qui fait l’objet de l’exercice n“ 1294 : il est 
dü ä un jeune geometre que tout annonce digne du grand 
nom qu’il porte. Deux tres elegants problemes (Exercices 
n“® 1204 et 1205) ont 6te empruntes ä mes collegues et amis 
MM. G. Iliovici [VEnseignement scientißque) et E. Kasner 
(American Mathematical Monthly). Enfln, c’est ä M. Marchand^ 
de Lausanne (VEnseignement matliematique^ XXIX® annee, 
1950, p. 291), qu’est due la dömonstration tres simple 
(ex. 1522) qui permet d’etablir le theoreme de Morley sans 
aucuu appareil trigonometrique. 

J. Hadamard. 
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LIVEE V 


LE PLAN ET LÄ LIGNE DROHE 


CHAPITRE PREMIER 

INTERSECTION DES DROiTES ET DES PLANS 

319. Nous savons (PI, 8 ) (^) qu'on appelle plak wne nirface teile, 
que toute droite joignant deux points de cette surfüce y est conlenue 
tput entiere. 

UnG tellG siirfacG est indeflnie; toutefois, afin de pouvoir la figuier 
sur le dessin, on nen represente qu’une portion limitee, le plus 
souyent une portion rectangulaire : c est ce qui est lait dans les 
figures 233 et suivantes. 

D^apres la definition precedenle, une droite peut occuper, par 
rapport ä un plan, trois positions differentes : 

1° Elle peut avoir avec lui deux points communs, et, par conse- 
quent, y etre contenue tout entiere; 

2“ Elle peut avoir avec lui un seul point comniun : on dit alors 

qu’elle coMpe le plan; 

3° Enfin le plan et la droite peuvent n’avoir aucun point commun : 
on dit alors qu’ils sont paralleles entre eux. 

On admet que tout plan divise l’espace en deux regions, situees 
respectivement des deux cötes de ce plan. On ne peut passer de 

. (!) L’abröviatioa PI., pröoödaQt un numöro de parägraph«, signifla qu’il s’agifc d’un 
ronvoi k la Gdoraötrie plane. 

i 
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l’une de ces regions ä l’autre sans traverser le plan. En particulier, 
tonte droite qui joint deuxpoints situes de part et d’autre d’iin plaU; 
coupe ce plan. 

Inversement, on admet que tonte droite qui coupe un plan est 
divisee par le point commun en deux demi-droites, situees de part 
et d’autre de ce plan. 

De la definition du plan resulte encore : 

Tonte ßgure egale ä un plan est un plan. 

Inversement, on admet que deux pians quelconques peuvent dtre 
amenes a coincider, et cela de maniere qu’une denii-droite quel- 
conque donnee dupremier vienne (avec coincidence des origines) sur 
une demi-droite quelconque donnee du second. 

320. Nous avons admis (PL, 3) Taxiome suivant: 

Axiome. Par trois points quelconques de l'esjDCtce, il passe un 
plan. 

Nous le completerons par le theordme reciproque r 


Theoreme. tt'ois points non en ligne droite, il ne passe quhin 
seul plan. " 

Soient trois points A, B, G, non en ligne droite, par lesquels sont 



iM 

FiG. 232. 


supposds passer des deux pians 
P, P'. 

Je dis que ees pians P, P' 
coi'ncident, 

Remarquons d’abord que ces 
deux pians ont en, commun, en 
vertu de la definition, les droites 
AB, AG, BC. 

Soit maintenanf M un point 
quelconque du plan P. Par ce 


fnirp j poim [ßg. 232), nous püu\ 

droiteArrp"r I» droite AB en D ei 

• Le plan P'contient les points D et E et nar cor 

le poin t M 

ik- . ' que tout point du plan P'aDDuriipni -s d 

theoreme est demontre. appailientd P 
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On exprime rensemble de Taxiome et du theoreme precedents en 
disant qne Irois points non en ligne droile determinent un plan. 

Une droile AB et im point exterieur G determinent unplan.: car la 
condition de contenir la droite AB et le point C, ou celle de contenir 
les trois points A, B, C, reviennent exactement l’une ä lautre. 

De meme, deux droites AB, AG qui se coupent, determinent un plan, 
celui qui est determine par les trois points A, B, G; deux droites 
paralleles detenninent un plan, car, par defmition (PL, 38), il existe 
un plan qui les renferme toutes deux, et, d’un autre cöte, ce plan 
est unique, comme contenant Tune d’elles et un point de Lautre 
(alinea precedent). 

D’apres cela, on peiit designer un plan, soit par une seule lettfe, 
soll par les lettres correspondant ä trois points non en ligne droite, 
— ou ä une droite et a un point, — ou ä deux droites (secantes du 
paralleles) de ce plan. 

Remarque. — On voit que par une droite donnee D, passeni une 
inßnite de plans, puisque par cette droite et un point quelcönqiie de 
Lespace on en peut mener un; par D et un point non situe dans le 
Premier plan, un second, etc. 

321. Remarque. — Si une figure, n'itant pas composee d'un seul 
point, est teile, que la di'oite qui joint deux de ses points y est 
contenue lout eniUre 

ou eile est une ligne droite ; 

ou eile est un plan; 

ou eile eontient tous les points de l'espace. 

En efTet, la figure en question eontient, par hypothese, au moins 
deux points A, B et, par suite, la 
droite AB. Si eile ne eontient que cette 
droite, la proposition est demontree. 

Sinon, soit G un point de la figure 
exterieur ä AB : il suffit de repeter la 
demonstration du tlieoreme du numero 
prdeedent pour constater que tout point 
du plan ABG fait partie de la figiire. Si 
celle-ci ne eontient aucun autre point, 
la proposition est demontree. Sinon, soit D un point de la figure, 
exterieur au plan ABC 233). La figure consideree eontient, 
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tout point E situe, par rapport au plan ABC, du aöte oü n’est 
pas le pöinl D. Gar la droite DE coupe necessairement le plan en 
un point I et, par consequent appartient tout enti^re ä la figure, 
puisqu’elle peut etre consideree comme joignant deux points D, I 
qui en font partie. 

Mais, pour la m6me raison, la figure contient aussi tout poipt F 
situe du cöte du plan ABC oü n’est pas le point E, c’est-ä-dire du 
cöte oü est le point D. 

Elle contient donc tout point de l’espace. 

C, Q. F. D. 

322. L’axiome de geometrie plane (PL, 40) : 

Par un point. pris Jiors d'une droite, on ne peut mener qu'une 
parallele ä cette droite, 

subsiste en geometrie de l’espace. Car une parallele menee par un 
point G h une droite AB est situee dans le plan ABC et on peut 
appliquer, dans ce plan, l’axiome precite. 

Nous pouiTons donc encore parier de la 
parallele mende ä une droite par un point 
exterieur. 

De meme, par un point C, extdrieur d une 
droite AB, on peut abaisser sur ceite. droite une 
perpendiculaire et une senk, cette perpendi- 
fig. 234 . culaire devant appartenir au plan ABC, dans 

lequel le thdoreme est demontre (PL, 18). 

Au contraire, par un point pris sur une droite, on peut mener 
une infinite de perpendiculaires d cette droite, ä savoir une dans 
chacun des plans (320, Rem.) qui passen! par la droite {fig. 234). 

II en resulte que deux droil.es peuvent 6tre 
perpendiculaires ä une meme troisieme sans 
etre paralleles entre elles. 

323, Le plan ABC peut eire considere comme 
engendre par une droite qui se meut en passant 
constamment par le point G et s’appuyant sur 
la droite AB. Gar une teile droite reste toujours 
dans le plan en question et on peut, d’autre part, 
la faire passer par un point quelconque de ce 

plan, aLexception des points situes sur la parallele a AB menee par G. 



Fig. 23B. 
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De möme, une droite xy, qui se meut en restant parallele ä sa 
Position primitive AG (y?5'.23S) et en s’appuyant sur une droite 
fixe AB, engendre le plan ABC, ou encore, le Heu geometrique d'une 
dvoite qui sß fueut en veslßnt 2 ^uvüllele d sa position primitive et 
fCappuyant constamment sur une droite fixe (la position primitive et 
la droite fixe etant supposees secantes) est un plan. En effet, d’apres 
la definition des lieux geometriques (PL, 33), cet enonce exprime le 
double l'ait suivant ; 1" la droite mobile xy appartient constamment 
au plan ABC; 2“ par tout point de ce plan il passe une droite xy 
parallöle ä AC et rencontrant AB. 

324-, Theoreme. — Deuxplam disiincts, qui ont un point commun, ^ 
en oni une infinite., tous situes en ligne droite. 

Soient les deux plans P, Q {fig. 236), qui ont en commun le point 
A Sans cependant cotncider. Le plan Q divise fespace en deux 
rdgions que nous appellerons, pour abröger, le dessus et le dessous 
de ce plan. 

Par le point A, dans le plan P, 
menons une droite quelconque MAM'. 

II se peut que cette droite appar- 
tienne tout enti^ire au plan Q, auquel 
cas il est demontre que les deux plans 
ont une droite commune. 

S’il n’en est pas ainsi, nous savons 
que le point A divise notre droite en 
deux portions situees, Tune en dessus, l’autre en dessous du 
plan Q. Supposons, ponr fixer les idees, que le point M soit 
au-dessus du plan Q, le point M' au-dessous. 

Operons de möme avec une seconde droite NAN' du plan P et, si 
celle-ci n’appartientpas au plan Q, supposons que Nsoiten dessus, 
N'en dessous de ce plan. 

Joignons MN'. Cette droite, passant par deux points situes de pari 
et d’autre de Q, traverse forcöment ce plan en un point B, qui n est 
pas le point A (sans quoi les points M, A, N' seraient en hgne 
droite). Les deux plans donnes, ayant en commun les deux points 
A, B, renferment tous deux la droite AB tout entiere. 

Ils ne sauraient d’ailleurs avoir de point commun en dehors de 
AB, Sans quoi (320) ils ne seraient pas distincts. 
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D’apres cela, deux plans distincts peiivent : 

Soit se couper — et alors leur intersection est une ligne droite, 

Soit n’avoir aucun point commun. On dit, dans ce dernier cas, 
qu’ils sont paralleles. 

Si deux plans se coupent, ladroite commune divise chacun d’eux 
en deux regions [demi-plans] situees de edles differents par rapporl 
ä l’autre. 

325. Apres avoir etudie (319 bis) les situations respectives d’une 
droite et d’im plan el (n" precedent) celles de deux plans, il nous 
reste ä enumerer les situations respectives de deux droites. 11 est 
clair qu’il n’y a ä cet egard, en supposant les droites distincLes, que 
trois possibilites : 

1° Les deux droites se coupent; 

2° Elles sont paralleles ; 

3° Elles ne sont pas dansun meme plan, 

On doit remarquer que, si les deux droites sont menees au 
hasard, c’est en general le troisieme cas qui se presentera. Sans 
essayer depreciser d’une fagon absolue le sens de cette affirmation, 
(ce qui se fait il l’aide de notions dtrangeres k la göoindtrie didmentaire), 
on se rendra comple de son exactitude de la fagon suivante : 
Donnons-nous arbitrairement la premiere droite AB et un point C 
de la seconde. Si nous menons celle-ci au hasard par le point C, en 
general eile ne sera pas conteniie dans le plan ABC, de Sorte que 
les deux droites ne seront pas dans un mdme plan. 

mbjs. Nous voyons en particulier que, pour kablir le paralle- 
isme de deux droites, il ne suffira pas, comme en geometrie plane, 
le i emontrer qu’elles hont aucun point commim. 11 est indispen- 

Siue e prouver, en outre, qu’elles appartiennent ä un meine 
plan. 

326. Intersection de trois plans. 

Nous pouvons encore Jire qu’aux 319 et 325, nous 
avons trouve quels peuvent htre les points communs ä une droite et 

mim/ä d’etudier les pomits com- 

wiwni a w’ois p/an« P, Q. K. , ^ 

Pour cela, soit B, la droite d’intersection des plans Q, R, si ces 
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plans se cöupetit. Les points communs ä Q et R n’etanl autres que 
les points de Dj, le probleme revient ä considerer Tiritersection de 

et de P. 

On peut de meme, en appelant Dg la droite d’intersectioa de R, P, 
et Dg celle de P, Q (si ces plans se coupent), resoudre le probleme 
eü etudiant Fintersection de Dg avee Q, oii celle de Dg avec R. 

Partons de la premiere methode. Nous aurons d’abord ä en-visager 
le cas oü: 

1) Les plans Q, R se coupent (suivant la droite D^) et la droite Dj 

coupe le plan P. 

On voit immediatement que : 

1. — Les trois plans donnes ont impoint commun unique S (le point 
de rencontre de Dj avec P) d,ans eette hypoihese 1). 

Si la.double hypotbbse faite en 1) n’est pas veriüee, 'on ne peut 
avoir que les cas suivants : 

■ II. ~ Les trois plans n'ont aueun point commun, si 

2) Q et R se coupant suivant la droite D^, celle-ci est parallele ä P ; 
ou si 

3) Q et R sont paralleles; 
ou si 

4) Q et R cotncident, mais sont paralleles k P. 

Xn. __ Les trois plans ont en commun tous les points d’une droite, si 

5) Q et R se coupant suivant une droite D^, celle-ci est contenue 

dans P; 
ou si 

6) Les plans Q et R coincident et coupent P. 

IV. — Les trois plans ont tous leurs points communs, si 

7) Ils coincident deux ä deux. 

Les sept hypotheses preeedentes sont bien les seules possibles 
puisque, si la droite D^ existe, eile ne peut avoir, vis-ä-vis de P,^ que 
Tune des trois situäti'ons indiquees au n“ 319 4is (hypotheses i), 2), 
5)) et que si eile n’existe pas, les plans Q, R ne peuvent etre que 
paralleles (hypothese 3)) ou confondus (hypotheses 4), 6), 7)). 
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On a donc aussi ies reciproques des enonces precödents : si, par 
exemple, Ies trois plans n pnt aucun point commun , on est neces- 
sairement dans l'une ou dans I’autre des hypotheses 2), 3), 4). 

De plus, on peut faire jouer ä et ä Q ]e röle que nous avons 
faitjouer ä Dj et ä P, et on doit necessairement arriver ainsi äla 
meme solution. Si donc, en operant comme nous i’avons indique 
plus haut, on est, par exemple, dans une des hypotheses 2) ou 3), 
ou 4), on est egalement dans l’une de ces trois hypotiieses lorsgu’on 
permute P avec Q, avec D^. ' 

326 fns. Enfin, 1 intersection des trois plans revient encore ä 
mtersection de deux quelconques des droites D^, D„ (en sup- 
posant qu’elles existent) : tout point commun aiix trois plans est 
evidemment commun ä D, et ä et inversement 

Si donc Ies denx droites D„ D, existent et se coupent, on a un 
point commun iinigue. 

Si elles sont paralleles, on n’a aucun point commun. 

Si elles sont confondues, on en a une infinite. 

(cas 1), ce point est commun aux trois droites D D. D ' 

drm-tero't points communs et si les 

elkLont’tm'i qiie dans le cas III) 

eues sont toutes trois confondues. '' 


exercices. 

elles serencoSh^°"''’^^ droites sont telles que deux quelconques d'enti 
nonluoiVtaZ'Xtptop)“''*™“' deux droites donnees 


G) Voir la note ä la fin des problemes du V« Hvre. 
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II existe iine infinite de droites rencontrant trois droites donndes, dont deux quel- 
onques ne sont pas dans un mSme plan. 

Que deviennent les röponses aux deux queslions pröcddentes lorsque deux des 
roites donndes sont dans un mdme plan ? 

425. Si deux triangles ABC, A'B'G', non situds dans un m6me plan, sont tels que 
iS cötes BG, B'C' se coupent, qu’il en soit de mfeme de CA, C'A', ainsi que de AB, 

: 

1" Les trois droites AA', BB', CG' passent par un mßme point, ou sont paralleles 
eux 4 deux; 

2“ Les trois points d’intersection de BG avec B'C', de GA avec C'A', de AB avec 
sont en iigne droite. 

426. Etant donn^s un plan P et trois points A, B, C (non en ligne droite) extd- 
eurs ä ce plan, trouver : 

1" Un point tel que les droites qui le joignent aux points A, B, C coupent le plan P 
ax sommets d’un triangle homothetique ä un triangle donnd; 

2* Un point tel que les droites qui le joignent aux points A, B, C coupent le plan P 
jx sommets d'un triangle egal k un triangle donnd (’). 

426 bis, Etant donnds deux triangles ABC, A'B'C' et un plan P, troirver dans ce 
irnier plan un triangle aßy, tel que les droites Aa, Bß, Cy concourent en un mdme 
)int, et qu’il en soit de mdme de A'a, B'ß, C'y {*). 

427. Etendre au cas d'un polygone gnuche (c’est-ä-dire d'une ligne brisde fermde 
ont les c6tds ne sont pas situds dans un mdme plan) et d’un point quelconque de 
jspace, le thdoreme qui fait l’objet del’exercice 8 bis (PI., liv. I). 


(11 Voir la note placdo ä la fin des problemes du V“ livre. 
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327. Droites paralleles. 

Theoreme. — Quand deux droites soni paralleles. 'la paral¬ 

lele (322) meneeparim point quelconque {^) M de l'espace ä comcide 
aree la pai'allele menee par le meme point ä 
Les droites Dj, sont, par hypöthese, dans un möme plan R. Si 
le point M est aussi dans ce plan, notre proposition est connue par 
la geometrieplane (Pl.,40),puisque alors les paralleles ä D, sont 
aussi paralleles ä D^. 

Dans le cas contraira, soit P le plan de M et de Dp, Q, le plan de 
M et de D,. Ces deux plans (distinets, puisque M n’est pas dans un 
ineme plan avec Dj et D^} se coupent suivant une droite Dy. 

Dl et D, etant paralleles, les trois plans P, Q, R n’ont (326 bis) 
aucun point commun. 

Donc (mßme nurnero), Dg est la parallMe menee par M ä D,, et 

aussi k parallele menee par MäD,. 

Remarque. -- On voit en möme temps que sideux droites D., D, 
smt paralleles, l'intersection de deux plans dont Vun passe pa^ D,ei 

i Mtre par D^esi parallele äD^ et aD^. 

dc-re ifs“ du num.ro pr.c.dent nous 

f Mime troüihne 

' Pnudklesentreelles(oucomcident), 

av!.c D auresTirm ‘ n -f ™ ^ 

s Qm est la parallele menee par M ä Dy, 

~ ’■ Önonce avai! ete etabli en geometiie 

n. On remplace souvent, comme en geometrie nlane p 

iion drmtes /mml/iles par celle rf» rf. •, .“‘'“y * exprcs- 

naniere de parier est iustiNdo p Meme direction. Cetle 

parier est justihee par le theoreme precedent. 


J I-'» poiat M est toaiefni«? simnr.crn • 

‘ »niamr« r.j .r. ‘ PP° ä Dj et ä Hg, ä moins 


rcnarp» ci-dessoas (iin du n» 328 ). 


iju’on ne tienne compte 
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Comme en geometrie plane, egaiement, nous sommes conduits ä 
■considerer deux droites confondue.s comme iin cas particulier de 
deiix droites paralleles : on simplifie ainsi un certain nombre 
d’enonces (c’est ce qui arrive evidemment, par exemple, poiir le theo- 
reme precedeiit). 


. 329. Droite et plan parallMes. 

Theoreme. — Quand un plan P est paralUle ä une droite D, tout 
plan mene par D et secani ä P, coupe P sui- 
vant une droite Di parallele ä D (fig. 237). 

Car la droite d’intersection Dj est, par sa 
■constriiction meme, dans un möme plan 
ayecD, et eile ne rencontre pas D, puisque 
cette derniere n’a aucun point commun 
-ayec P. 



Theoreme. — Un plan P est necessairement parallele- ä une droite 
D, dmoins qu'ü ne la contienney s'il coniient une droite paralUle 
ä D. 

Car, ou bien le plan de D et de Dj colncide avec P, auquel cas Dj 
lest contenu dans P; ou bien ces deux plans ne se coupent que sui- 
vaiit Dj, et alors D ne pourrait rencontrer le plan P {ßg. 237) qu’en un 
point de Di, ce qui est impossible, puisque D et Di sont paralleles. 

Ce second theoreme peut ötre regarde comme la reciproque du 
premier.. Par leur reunion, on voit que la condition necessaire et süf¬ 
fisante pour qu'un plan soit parallele ä une droite ou la contienne est 
qu'ü contienne au moins une paralUle ä cette droite (la condition 
•etant necessaire en vertu du premier theoreme et süffisante en vertu 
■du second). ^ 

On deduit immediatement de la: 


Theoreme. — Si deux droites sont paralleles, tout plan qui est 
paralUle ä l'une ou la coniient, est paralUle ä Vautre ou la contient. 

. Gar un plan qui contient une parallele a la premiöre contient par 
cela mdme une parallele ä la seconde. 

■ Remaeque. — Ici encore, l’enonce prend une forme plus simple 
si Ton con\dent de considerer les droites contenues dans un plan 
■comme cas particulier des droites paralleles ä ce plan. 
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' corollairel.- Si une iroiteJ> estparamieä X/;, 

wi point du plan P, on mene une parallele a , P 
contenue tout enliere dans P. n „ 

Car eile ne pourrait, sans cela, qu’etre parallele a P, or, e e a u 
paint commun avec P. 

Corollaire II. - Si dmx plans qui « ccmpmt sonl parallHes i me 
mhne droUe D, lern intenectim est paralldle ä eeite drmte. 

En affet, chacun de ces plane contient 
condusion enoncee resuUe donc du numero 327 (Remar<iue). 

Corollaire III. - Qmni ieux droites eont paralUles tout plMu 
qui coupe Vune. coupe l'autre, car sM etait paralle 
droites, ou s’il la contenait, il serait parallele a lautie 

contiendrait. 

330. Plans paralleles. 

Un plan qui eü pamlUle a «m autre est parallele d tcutes les drtnks 
de cet autre.- car, s’il avait un point commun avec une de 
droites, ce point commun appartieudrait a,ux deux , 

Rdciproquement, un plan qui est parallele ä tmtes es ■ 
second plan {disHnct du premier) est parallele a celm-ci .- car J 
arait un point commun, par celui-ci passeraieul des drmles du 

second plan, coupant le premier. 

Mais il y a plus, et l’on peut dnoncer-le theor^me suirant: 

Theoreme.- Un plan qui est paralUle ä deux droites concourante^ 
d'un second plan, dhtinct du premier, est parallele ä celm-ei. 

Car si ces denx plans se coupaient, leur intersection devrait (329) 
6tre parallele ä chacune des deux droites dont il est qiiestion dans 
l’enonce : ce qui ne se pent. 

330 bis. Theoreme. — Par un point exUrieur ä un plan donne, %L 
passe un plan parallHe au premier, et un seul Ce plan est le heu gdo^ 
metrique des droites paralUles auplan donne, menees par le point donne . 

1° Par le point k, extörieur au plan P {fig. 239), il passe un plan, 
parallele ä P. Pour l’obtenir, on menera par le point A des paral- 
laes kx, kx' h deux droites D, D' du plan P, non paralleles entre 
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elles, L 0 pigLn kxx' est parallele au plan P (theoreme precedent); 

2° To-ut plan parallele ä P mene par le point k colncide avec celui 
c|ue n,oxig -venons d’obtenir. Car il doit etre parallele ä D et ä D' et, 
par consequent (329), contenir leurs 
paralleißQ Aa?, kx'; 

La, dLemonstrationprecedenteproiive 
qiie le plan Q parallele ä P mene par A 
renfßrtne toute parallele menee par A ä 
uiie di*oite de P (autrement dit, toute 
parallele m enee par A au plan P). 

Inversement, nous savons que toute 
droite <ie Q est parallele ä P, et, par 
consecpxient, tout point M de Q appar- 
lient fei nne droite (la droite AM) parallele ä P et menee par A. 

Lg pla,n. Q possöde donc la double propriete caracteristique du lieu 
geometriqne indique dans Fenonce. 

331. De la condition necessaire et süffisante du parallelisme (330), 
ainsi qne d.e la condition analogue trouvee par le parallelisme d’une 
droite et d’un plan (329), resultent les propositions analogues au 
dernier lliöoröme du n® 329 ; 

1“ ü/n e droite J), parallele ä un plan P, l'est aussi ä tout planQ 
pcirallf} Ig ciu premier [ä moins qu'elte ne soit contenue dans Q); car ce 
second. plan est parallele aux paralleles ä D contenues dans P; 

2® Z)g?^sc pJans P,Q, paralleles äunmeme troisieme sontpa7'alleles 

enb'Q ezt£c (d moins qu'ils ne coincident), Car le plan P est parallele 
aux di'oites de R et, par suite, ä leurs paralleles contenues dans Q. 

Ces enonces appellent evidemment une remarque analogue ä 
celles des n°" 328 et 329 ; ils se simplifieraient si on admettait : 

1® Da Convention indiquee dans la Remarque du n® 329 ; 

Da Convention analogue consistant ä considerer deux plans 
confondns comme un cas particulier de deux plans paralleles. 

Tlieoi*eme, — Quand deux plans sont paralleles : 

l® 2^0 Ute droite qui coupe Vun coupe Vautre; 

2“ 2^out plan qui coupe l'un^ coupe Vautre, et les deux intersections 
sont paralleles. 
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1° Les deux plans P, Q etant paralleles, toute clroite qui coupe P 
coupe Q. Gar si eile etait parallele ä Q (oii contenue dans Q) eile 

serait parallele ä P, ou. contenue 



Fiq. 240. 


dans P, ce qui n’est pas ; 

2“ Tout plan qui coupe P coupe Q 
[fig. 240). Car s’il etait parallele ä Q 
(ou confondu avec lui), il serait paral¬ 
lele ä, P ou confondu avec lui, ce qui 
n'est pas ; 

3° Les deux droites A, B, intersec- 
tions des deux plans paralleles P, Q 


par un troisieme quelconque, sont paralleles entre elles : ceci 
n’est que 1 Application du premier theoreme du n® 329 ä la droite A, 
parallele au plan Q. 


332. D’apres le theoreme du n° 328, le second enonce du n“ 323 
peut ötre remplace par le suivant : Le Heu geometrique d'une droiie 
quisß meut en s'appuyant. sur une droite fixe D et restant parallele ä 
une autre droite fixe D', non parallele ä la premiere (mais sans qu’il 
soit necessaire, celte fois, que les droites D, D' se coupent) est un plan. 

II est clair qii’on peut mener par D un plan parallele ä D' et un 
seul (le lieu geometrique que nous Aenons d’obtenir) que Fon 
determinera par la droite D et, une parallele ä D' menee par un 
point de D, 

Plus generalement, par un ptoint de Vespace, on peut mener un plan 
parallele ä la fois ä D et « D', et on n'en peut mener qu''un, celui qui 
est determine par les paralleles ä D et ä D' menees par le point 
considere. ■ 

Par deux droites^ non situees dans un mime plan , on peut faire 
pass'er deux plans paralleles entre eux, et on ne lepeut que d'une seule 
maniere. On devra, ä cet effet, faire passer, par chaque droite, un 
plan parallele ä l’autre; et, d’autre part, les plans ainsi obtenus 
seront paralleles entre eux, puisque cliacun d’eux sera parallele ä 
deux droites concourantes de l’autre. 


333. Theoreme. — Deux angles qui ont leurs cötes paralliles 
sont egaux ou suqjplementaires. 

11 suffit evidemment (PL, 43) de montrer que deux angles 
qui ont leurs cötes paralleles et de menie sens sont egaux. 
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Soient les deux angles BAG, {fig. 241), tels que AB, A'B' 

Boient paralleles et de rnöme sens, ainsi quo 
AG, A'CG Je dis que ces deux angles sont 
egaux. 

Pour le demontrer, prenons, sur les cötes 
de ces angles, les longueurs AB = A'B', AG 
= A'GG Joignons AA', BB',GG'. Le quadrila- 
töre A B k' B', ayant deux cötes egaux et 
paralleles, est (PL, 46) un Parallelogramme, 
de Sorte que AA' est egal et parallele ä BBL 

On demontrerait'de meme que kk! est egal et parallele ä GGL 

Donc aussi BB' et GG' sont egaux et (328) paralleles, de sorte que 
BB'GC' est uu Parallelogramme et que BG = B'GL Les triangles 
ABG,A'B'G' sont alors egaux, comme ayant les trois cötes egaiix 

/s /\ 

cliaciin A chacun et, par consequent, aussi les angles A, A'. 

0. Q. F. D. 

334. Ang'lc de deiix droites qiaelcoiiqiies. 

Definition. — On nomme ancjle de deux demi-droites D, situdes 
ou non dans un meme plan [ßg. 242), l’angle que forment entre elles¬ 
les parall Öles ä D, D', menees par un 
pointquelconque 0 de l’espace. 

Pour que cette definition ait un 
sens, il faut que la valeur de l’angle 
en question soit’independante du 
choix du point 0. Or, c’est ce qui 
resulte du theoreme precedent: car fig. 212 . 

si, par deux points differents 0,0', 

on mene des paralleles ä D, D', on a ainsi forme deux angles qui 
ont leurs cötes paralleles et de möme sens. 

Lorsque les deux droites D, D' se coupent, l’angle deduit de 
iiotre nouxelle definition est d’ailleurs evidemment identique 
4 l’angle de D et de D', au sens que nous avons donne jusqu’ici ä 
cc mot. 

On dit que deux droites, situees ou non dans un meme plan, sont 
pcrpendiculaires si leur angle, defini comme il vient d’ötre ditj est 
droit. 
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Remarque. — L’angle de deux droites ne change övidemment 
pas si Fon remplace chacune d’elles par ime de ses paralleles. En 
particulier, si deux droites sont perpendiculaires, toute parallele ä 
l’une est perpendicnlaire ä toute parallele ä Fautre. 

335. Theoreme. — Les portions de paralleles comprises entre deux 
plans paralleles, ou entre une droite et unplan paralleles, sont egales. 

Soient les portions de paralleles AB, A'B', comprises entre les 
plans paralleles P, Q {fig. 243), ou entre la droite KM et le plan Q 




parallele ä cette droite {fig. 244). Pour demontrer que ces deux 
portions de droites sont egales, il suffit de joindre BB' et de 
remarquer que cette droite est parallele ä AA' (331, 3“ ou 329) : les 

Segments AB, A'B' sont dös lors 
ögaux 'comme cötes opposes d’un 
Parallelogramme. 

- 1—336. Theoreme. — Trois plans 

\ * \ \ \ paralleles interceptent, sur des secanles 

D D^V 'W quelconques, des segments propor- 

^-V— L- tionnels. 

\ \ \ Soient les plans paralleles P, Q, R 

V~T {fig. 245) : je dis que, si ces plans 

_ -- gQnt coupes par une premiere droite 

\ I _ \\ \ quelconque en A, B, C et par uno 

seconde droite quelconque en k!, B", 

C', le rapport yt; est egal au rapport 


En Premier lieu, si les deux droites considerees sont dans uii 
meme plan (par exemple, les droites D, D', de la fig. 245), la propor- 
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IT 

tioE ä demontrer revient au theoreme analogue de geometrie 
plane (PL, 113), puisque le plan DD' coupe les trois plans P,Q,R 
suivant trois droites paralleles. 

En second lieii, considerons deux droites D, D" [fig. 245) qui ne 
sont pas dans un meme plan. On ramenera ce cas au precedent en 
considerant une droite D', situee dans un m4me plan avec D et dans 
un möme plan avec D" (par exemple, la droite qui joint un pdint de 
D ä.}in point de D", ou la parallele menee ä D" par un point de D). 
Le rapport des Segments interceptes sur D et le rapport des Seg¬ 
ments interceptes sur D",etanttous deux egaux au rapport analogue 
relatif ä D', sont egaux entre eux. 

c. Q. P. D. 

Corollaire. — Deux plans paralleles mtercep)ient^ sur des secanfes 
üsues d’un meme point, des segments proportionnels. 

Cette proposition n’est autre que la precedente, appliquee aux 
deux plans donnes et ä un troisieme parallele aux 
Premiers, mene par le point donne {fig. 246; 
comparez PL, 114). 

337. II importe de se rappeier qu’en vertu des 
propositions demontrees dans ce chapitre 

1“ Par un point donn6, on peut mener une 
paxalUle ä une droite donnee, et une seule ; 

2° Par un point donne, on peut mener un plan 
jxirallele ä un plan donne, etun seul; 

au contraire, fig. 

3° Par un point donne, on peut mener une infinite 
de paralleles ä un plan donne, ä savoir, toutes les droites du plan 
parallele au plan donne^mene par le point donne; 

4° Par un point donne, on peut mener une inßnite de plans paral¬ 
leles ä une droite donnee, ä savoir, tous les plans qui passent par la 
droite menee parle point donne parallelement ä la droite donnee. 

Deux droites paralleles ont toutes leurs paralleles communes et 
tous leurs plans paralleles communs; et il en est de mdme pour 
deux plans paralleles. Mais il n’en est pas de meme pour une droite D 
et un plan P paralleles entre eux : un plan parallele ä D peut occuper, 
par rapport ä P, une Situation quelconque; de möme une droite 
parallele ä P, par rapport ä D. 

üeometbie. II, 2 
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EXERGIGfiS 


498. Qiie deviennent les concliision^? de Texeinple 423, lorscju’on sait seuremenf, 
que deux qiielconquesdßs droites d.onnees sont dans un mßme plani?' 

4.99. Mener iine droite parallele ä.une droite donnee et rencontrant deux d'roites 
donnees(i). 

430. Les milieiix des cotdsd un quadrilatere gauche (exerc. 4’27) sont: les sommets 
clun Parallelogramme. Le centre de ce paralldlogramme est au. milieu. de. la droite 
qiii joint les milieux des diagonales du quadrilatere. 

Lieu du centie de ce Parallelogramme lorsque, ti’ois sommets du quadrilatere 
restant fixes, le quatrierne sommet dOcrit im plan donne ou une droite donnee. 

431. Recipioque du theoreme du n" 336. Si deux droites sont divisees en parties 
proportionnelles en A, B, C pour Tune, A', B', C' pour I’autre, on peut faire passer, 
par les droites AA', BB',. CG' respectivement, trois pians paralleles entre eux. 

432. Etant* donndes deux droites D; non situdes dans un mtoie. plan, quel est 
le lieu des points obtenus en divisant dans un. rapport donnd le se,grnent d,ß droite; 
qui joint un point quelconque M de D 4 un point quelconque M' de D'? 

432 bis. M6me question lorsque les poiiits M, M', au lieu de varier d’une fatjon. 
quelconque sur les droites donndes, sont assnjettis 4 la condition que la droite MM' 
seit parallele 4 un plan fixe. ’ 

Conclure de 14 qu une droite qui varie en rencontrant deux droites fixes et restant 
parallele 4 un plan dormd, rencontre; une infinitd d’autres droites fixes, toutes 
paralleles 4 un mdme plan. 

^ 433.. Inversement, lorsqu’une droite mobile rencontre trois* droites fixes paralleles 
tun mäme plan, eile est divisee par ces. droite.s dans un.rapport constant et reste 
parallele 4 un plan fixe. 

^434. Montrer que si la droite mobile considerde anx deux exercices prdcedents 
s dloigiie inddfiniment, eile tend a devenir parallele 4 une directiori ddterminde. 

435. Mener ime droite rencontrant trois droites donnees et qui soit divisde par. 
eliesdans un rapport dound (1). 

436. Si une droite mobile rencontre deux droites fixes, D, D' et est divisee par 
celles-ci.et un plaa. fixe (non parallele ä lafois-ä ft, D') dans un rapport constant, 
eile est parallele 4 un plan fixe. 

437. Les droites qui j.oignent deux. pointS: pris sur deux cötes- consdcutLfs-d’un 
quadrilatere gaucho aux points qui divisent respectivement dans les mdmes rapports 
les cötes opposds aux premiers, se i-encontrent; et chacime d’elles est divisde par 
I’autre dans le meme rapport que les cötds qu’erip ne rencontre pas. 

438. Mener, entre deux droites donnees, une sdcante de longueur donnde 
parallelement 4 un plan donne (1) 


(1) Voir la note placöe ä la fln des proBlemes du V« Uvre. 
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DROITE ET PLAN PERPENDICULÄIBES 

338. lefinition. — On dit qii’iine droite AB [fig. 247) est perpendi- 
culuire ä. uii plan P, lorsqu’elle est perpendiculaire ä touLes les 
droites qui passen! par son pied dans ce plan. 

^ Nous montrerons dans un instant qu’on peut trouver iin plan 
perpendiculaire ä une droite donnee, et 
nne droite perpendiculaire ä un plan 
donne. 

Une teile droite est perpendiculaire a 
ioutes ks droites du plan. >■ 

' Plus general erneut, une droite perpen- 
diculaire ä un plan est perpendiculaire d 
taute droite parallele ä ce plan. 

Par exemple, ia droite AB {fig. 247), perpendiculaire en A au plan P, 
est perpendiculaire ä toute droite D parallele iioeplan, ,En effet, par 
le point A passe une droite AG, parallele ä D et conleniie dans le 

plan P; l’angle BAG, qui mesure (334) Pangle de AB et de D, est 
droit en vertu de riiypothtise. 

, Reciproquement, si une droite est perpendiculaire ä toutes les 
droites d’un plan, eile ne saurait etre parallele ä ce plan (329): eile 
l.e perce donc et, dös lors, Iiii est perpendiculaire. 

339. De la definition resultent encore immediatement les eonsö- 
qiiences siiivantes : 

Un plan P, perpendiculaire ä une droite, est perpendiculaire ä 
tonte droite parallele ä la premiere ;■ car toutes les droites du plau P, 
etant perpendiculaires ä la premiere droite, sont perpendiculaires ä 
. la seconde ; 

2“^ Une droite D perpendiculaire d un plan P est perpendiculaire ä 
tout plan parallele au pvemkr : car toutes les droites de ce dernier 
plan sont paralleles A P et, comme telles, perpendiculaires ä D. • 

340. La possibilite de trouver une droite et im plan perpendicU" 
laires entre eux resulte du theoreme suivant: 
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340. Tl^oreme. Le Heu des poinis egalement distants de deu^ 
points B, est im plmi perpendiculaire au milieu de la droite BB 

emomtmiion. — Soit A le milieu de BB,. Les points du liel,‘ 
Situes dans un plan passant papBB.(;5y, 248) sont ceux de la perpep 
djculaire meiiee dans ce planen A a BB,. Donc le lieu est engenda^ 

par toiites ces perpendiculaire^/ 
Or, si C, C' sont deiix points 
lieu {fig. 249), les triangles BGG' 
B^CC' sont egaux, comrne ayaui;^, 
les trois cötes egaux chacun ^ 
chacun (BC = BjC; BC' == B^G'; 
le c6te GG' commun), Faisons. 
coincider ces deux triangles et 
Fig. 248. desigiions par G" un point queL 

conque de la droite GG'. Les som~ 
mets C, G' restant en coincidence et le sommet Bj venant comcide^ 
avec B, nous voyons que B,C'' vient sur BG". Donc on a B G" = BG''.. 
Donc, tont point G'' de CG' appartient au lieu. 

Ce lieii etant telque la droite qui joint deux de ses points y est 
contenue toutentiere, et renfermant trois points non en ligne droite-, 
Sans comprendre tous les points de l’espace (puisque le point B,, 
par exemple, n’en fait pas partie), est (321) un plan, lequel est 
evidemment perpendiculaire ä BBj en A. 

Remaeque. — Les points plus rapproches de B que de B^ sont ceuso 
qm se irouvent, par rapport au lieu precedent, du mhne cöte que k. 
Gar, dans un plan quelconque passant par BB, - le plan BB,G, par 
exemple, — les points plus rapproches de B que de B, sont, par 
rapport ä la droite AG, dans le demi-plan qui contient B (PL, 32). 

341. Theoreme. — Pour qidune droite soit perpendiculaire ä un 
plan, il suffil qidelle soit perpendiculaire ä deux droites passant par 
son pied dans le plan. ' 

Gar soit la droite AB perpendiculaire aux deux droites AG, AGL 
renons AB, — AB. Le lieu des points egalement distants de B et de 
B, contiendra AG et AG'. 11 colncidera donc avec le plan GAG', lequel 
est des lors (theor. precedent) perpendiculaire ä AB. 



0. Q. E. D. 
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Gorollaire. — Poxir qu'une droite D soü perpendiculaire ä un 
plan P, il suffit qu'elle soll perpendiculaire ä deux droites Dj, Dg, no^^ 
paralleles enire elles, situees dans ce plan ou paralleles a, ce plan. 

En e£Fet, si Ton mene, par un point de D, des paralleles ä Dj et 
ä Dg, ces paralleles, distinctes entre elles, determinent un plan 
parallele ä P (330 bis) et perpendiculaire ä D. 

341 bis. Theoreme. — Par un point 0 de l'espace, on peut 
mener un plan perpendiculaire sur uns droite D, et on n'en peut 
mener qu'un. 

Ce plan est de heu qeometrique des droites perpendiculaires ä la 
droite donn^e, menees par le point donne. 

Supposons, en premier lieu, le point 0 situe sur la droite D. 
Alors si, sur cette droite, nous prenons, ä partir de 0, deux lon- 
gueurs egales OA, OB, le lieu <des points egalement distants de A 
et de B sera un plan perpendiculaire 
en 0 ä AB. Ce plan sera le lieu des 
perpendiculaires menees par 0 ä AB 
et sera, par suite, le seul plan per¬ 
pendiculaire ä cette droite, mene par 
ce point. 

Supposons, en second lieu, le point 
0 exterieur ä D {fig. 230) : par ce 
point, menons la droite D^ parallele ä 
D et le plan P perpendiculaire ä Dj. 

P est le plan cherche et le seul, 
puiscfue tout plan perpendiculaire ä Dj est perpendiculaire ä D, 
et reciproquement. De plus, toute perpendiculaire ä D menee 
par 0 est situee dans ce plan P (comme perpendiculaire ä DJ et, 
reciproquement, toute droite de P est perpendiculaire ä D. 

L’enonce est donc completement demontre. 

Rbmaeque. — D’apres la signification adoptee au n® 334 pour 
r.expression droites perpendiculaires, il n’est plus exact de dire, 
comme nous l’avons fait an n» 322, que, d’un point exterieur ä 
une droite donnee, on ne peut mener qu’une droite perpendiculaire 
h celle-ci: au contraire, de telles perpendiculaires sont en nombre. 
infmi. 
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Mais, lorsqiie nous parlerons de la j^erpendiculaire menee ä iine 
droite D par im point exterieur 0, il s’agira, sauf iiujicatiou 
contraire, de la perpendiculaire consideree au n® 322, celle qui 
coupe D. En partieuiier, la distance du point 0 ä la droite D sera 
toujours la portion de cette perpendieiulaire eomprise entre son 
pied H (point de rencontre avee D) et le point 0. Le point H sera, 
comme en geometrie plane, dit \Q.projection orthogonale (ou simple- 
ment la joro/ec^low) du point 0 sur la droite. D. 

342. Theoreme. — 1° Deux plans perpendiculaires ä une mSmß 
droite sont paralMes enire eux; 

2® Une droite et un plan perpendiculaires ä une meme droite .sonp 
paralleles entre eiix. 

1® Deux plans P, Q, perpendiculaires ä une möme droite xy^ sont 
paralleles entre eux; car si, par un point de P, on mene un plan 
parallele ä Q, ce plan sera egalenaent perpendiculaire d xy et, 
comme tel, coincidera avec P; 

2® Un plan P et une droite D, perpendiculaires ä une mdixie 
droite ary, sont parall&les entre eux.; car si; par un point de P, on 
möne une parallele ä D, cette derniöre sera perpendiculaire aa?^ et, 
par consdquent, contenue dans P. 

343. Theoreme. Par un point donne 0 de l'espace\ on peut niener 
une droite perpendiculaire ä un plan donne P, et une senk. 

Dans le plan P {fig. 251), tragons 
deux droites conco.urantes .Dg, Une 
o \ perpendiculaire au plan menee par le 

point 0 devra etre parpendieulaire 
V 3>0" tant ä Dj qu’a 0^ et, par suite, appar- 

\ - \ tiendra ä , 1 a fois aux deux plans iQjV 

V----—p\ Qä, menes par 0 perpendiculairemeait 

ä ces deux droites. Inversement, une 
dr.oiibe commune ä ces deux plans sera 
perpendiculaire au plan P (340, corolL). 

Or les plans Q„ cqupent P suivant deux droites differentes, 
car, dans le plan P, une m4me droite ne peut 4tre a la fois per¬ 
pendiculaire aux droites concourantes D„ D^. Done ces plans 
sont distincts : comme ils ont un point commun, ils se coupent' 
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suivant ime droite uiiique, qui est la perpendiculaire cherclide et la 
seule. 

Theoreme. — Dewx droites perpendiculaires ä un mhyieplan P sont 
paralleles entre eiles, 

Car si, par un point de Tune, on mene une parallele ä l’autre, eile 
coincidera avec la prerniere (tlieor. preced.). 

344. Theoreme. — Si, d'un point exterieur ä un plan, on mene ä ce 
plan la perpendiculaire et diverses obliques: 

1“ La perpendiculaire est plus courie que toute oblique; 

2“ Deux obliques egalement ecartces du pied de la qjerpendkulaire 
sont egales; 

3“ De deux obliques inegalement ecartces du pied de la perpendicu- 
laire, la plus ecarUe est plus longue que l'antre. 

1" Du point 0 {ßg. 252), menons au plan P laperpendiculaire OH et 
l’oblique OA. Gelle-ci est plus longue que 
OH, comme oblique ä la droite HA, ä, 
laquelle OH est perpendiculaire; 

2“ Les obliques OA, OB, telles que 
HA = HB, sont egales, ä cause de l’egalite 
des triangles OHA, OHB, qui ont les angles 
en H egaux (comme droits) et compris 
entre cötes egaux chacun ä chacun ; 

3° Les obliques OA, OG-etant teiles que HA < HC, prenons, -sur 
HC, une longueur HB = HA. L’oblique OB sera egale ä OA (2“) et 
pluspetite que OG (PL, 29). 

Corollaire. — De la derniere partie du theoröme precedentresulte 
que deux obliques egales sont egalement (^cartees du pied de la perpen- 
diculaire. Combine avec 2°, cet enonce montre que le Heu des points 
d’un plan situes ä une distance constante d’un point 0 de l'espace 
{ßg. 252) est une circonferenee mjant pouf centre le pied H de la 
pej'pendicidaire abaissee du point 0 sur le plan, puisque les points 
du plan equidistants du point 0 sont equidistants du point H, et 
reciproquement. 

345. On nomme distance d’un point ä un plan, la longueur de la 
perpendiculaire abaissee de ee point sur le plan (laquelle est, 
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d’apres le theoreme precedent, le plus court chemin de run ä 
l’autre), 

iTp V Deux plans paralleles sont partout equi- 

\ ’ j \ disianis. Les distances AA', Bß' de deux 

points A, B d’un plan P ä un plan parallele 

-P' {/ig. 253), sont egales, comme paralleles 

\ \ comprises entre plans paralleles. 

De meme, une droite et un plan paral- 
leies sont partout equidistants. 

346. Theoreme. — Le Heu des droites issues d'un point donne et 
qui font des angles egaux avec deux demi-droites donnees issues de ce 
point, est le plan qui passe par la bissecirice 
de l angle que forment les demi-droites donnees / 

et par la perpendiculaire ä leur plan, menee ; y\\ 

en leur point commun. I 

Soient les deux demi-droites OA, OB 
[ßg. 254), sur lesquelles nous prendrons les 
segmenLs OA = OB. Si la droite OM fait ' 
avec OA et OB des angles egaux, les triangles fig. 254 .. 

OAM, OBM seront egaux (comme ayant un 
angle egal compris entre cötes egaux chacun ä chacun) et le 
point M sera equidistant de A et de B. II appartiendra donc au 
plan P perpendiculaire au milieu de AB. 

Ge plan passe d’ailleurs par la Bissecirice de langle AOB et par ia 
perpendiculaire menee en 0 au plan AOB, car ces deux droites appar- 
tiennent manifestement au lieu. 

B,emarque. ~ Une demi-droite OM' fait avec OA un angle plus petit 
ou un angle plus grand qu’avec OB, suivant qu’un point M' situe sur eile 
est plus pres ou plus loin de A que de B, donc (340, Rem.) suivant qu'elle 
est, par rapport ä P,-du möme eöte que OA ou du m^me cöte que OB. 

EXERGIGES 

439. Mener dans un plan donne, par un point de ce plan, une droilc perpendi¬ 
culaire a une droite donnee quelconque P). 

440. Lieu des points de l’espace equidistants des trois somniets d’un triangle donne. 

aZ ■ egalement distants de deux droites concouranles 

aonnees. Meme question pour deux droites paralleles, 

(1) Toirla note placke ä la fin des problemes du V® livre. 
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442. Lieu des droites passant par un point donnö et faisant des angles egaux avec 
deux di'oites donnöes, non situees dans un rnfime plan. 

443. JMener, par un point donnd, une droite faisant des angles egaux avec trois 
droites donnees (’). 

444. Si une demi-droite fait des angles egaux avec trois demi-droites d’un plan, 
alle est perpendiculaire au plan. 

445. Etant donndes deux droites concourantes OA, OB, dans quelle rdgion de 
l’espace sont les demi-droites issues du point commun 0 et faisant avec OA un 
angle plus grand qu’avec OB? 

446. Le lieu des points tels que la diffdrence des carres de leurs distances ä deux 
points donnds soit constante est un plan. 

447. Demontrer directement (en imilant le texte, n“ 340) la proposition prdcddente. 
En conclure ä nouyeau le theoreme du n“ 341. 

448. Lieu des points d’un plan donne tels que le rapport de leurs distances k deux 
points donnds soit constant. 

449. Lieu des points d’un plan donnd tels que la somme des carres de leurs 
distances ä deux points donnes soit constante. 

450. Lieu des points d’uu plan desquels on voit un Segment de droite donne sous 
un angle droit. 

Cas oü l’une des exirdmitds du segment est dans le plan donnd. 

451. Quelle est la plus courte et quelle est la plus longue droite que l’on puisse 
mener entre un point et un cercle donnds d’une fag-on quelconque dans l’espace? 

452. fitant donnds deux points A, B, situds du mdme cötd d’un plan, trouver 
dans ce plan le point tel que la somme de ses distances aux deux points A, B, soit 
minima (’}. 

■ 453. Etant donnds deux points A, B, situds de pari et d’autre d’un plan, trouver 
dans ce plan le point tel que la diffdrence de ses distances aux points A, B, soit 
maxima (0. 

454. On donne deux droites D, D', non situdes dans un meme plan, et on prend, 
sur ces deux droites respectivement, deux points A, A'; soient M, M' deux points 
pris egalement, Tun sur D, l’autre sur D', de maniere que AM “ A'M'. 

1“ l.orsque, A et A' restant fixes, la longueur commune des segments AM, A'M' 
varie, le plan perpendiculaire au milieu de MM' passe par Tune ou l’autre (suivant 
les sens dans lesquels sont portes les segments AM, A'M') de deux droites fixes Gj, Gc, 
dont tüus les points sont egalement distants des deux droites donnees 

2“ Lorsque A, A' varienl eux-memes de toutes les manieres possibles sur ces 
droites donnees, chacune des droites Gj, G^ reste paralldle ä un plan fixe; 

3" Ghaque droite Gl rencontre toutes les droites Gj.; 

4“ Par lout point äquidistant des deux droites donnees, il passe une droite Gj et 
\ine droite Gg. 

(i) Voir la nots placäe ä la fin des problemes du V* livre. 
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CHAPITRE IV 


ANGLES D1E:DRES - PLANS PERPENDICÜLAIRES 


347. Definition. — On nomme angle di'edre la figure formee 

deivx demi-plans limites par ime droite commuiit 
(fid- 255). CeLte droite est Ycü'ete du diedre; 

I deux demi-plans en sont les faces. 

^ ö On peut designer un angle diödre par les lettrc;»*.^^ 

representant ses deux faces, ou par les lettres 
son aröte, comprises entre les lettres relatives au?e 
N faces ; ou encore par les lettres de Tarnte seiiles, s'ij 
fig. 2 SS. ne peut en resulter de confusion avec d’autren 
diödres de möme aröte. Ainsi, le diödre repimsenti» 
fil'. 255 sera designe, seit par la notation PQ, seit par la notatioii 

/X , 

P.iZ-y.Q, soit par la notation xi/^ 

348. Definition. — On nomme angle plan on rectiligne d’un angl & 

diedre, l’angle rectiligne BAG forme en elevant, par un meme poiiii 
A de l’arete [fig. 256), les perpendiculaires AB, AG 
ä cette arete dans les deux faces : autrement dit, 
en coupant le diedre par un plan perpendiculaire 
ä Tarnte. [ a 

La grandeur de Vangle plan ainsi oötenu ne depend 
que du dUdre considerd, et non du choix du point A, 
sommet de cet angle plan, lequel est pris arbi- 
trairem,ent sur l’arete. Supposons, en effet, qu’en 
prenant successivement pour sommets les points Fig. sss. 

A, A! {fig. 256), on obtienne les angles plans^A^, 

A'B'G': ces angles seront egaux, puisque les droites AB, 
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perpendiculaires ä AA' daiis un meme plan, sont paralleles et de 
möine sens, et qii’il en est de meme de AG, A'C'. 

349. Nous avons vu (PL, 20) qu’etant donne un angle plan BAG) 
[fig. 257) on peut parier du sens de rotalion de cet angle, pourvu 
toutefois que parmi les deux regions R, R' en 
lesquelles le plan ABG divise l’espace, on en 
designe ime, R, oü Ton convient de se placer 
pour regarder ce plan. 

Si, par le point A, sommet de l’angle, on 
elöve une perpendiculaire au plan, la fixation 
de la region R revient au choix d’un sens sur 
cette perpendiculaire : ä savoir, le sens (mar- 
que par une fleclie sur la fig. 257) dans lequel 
on se deplace lorsqu’on quitte le plan pour 
entrer dans la region en question. Au lieu de l’observateur que nous 
avons introduit ä l’endroit citd de lageomelrie plane, nous pourrons 
considerer un observateur place suivant la perpendiculaire au plan, 
de manibre que le sens ainsi fixe soit celui qui va de ses pieds d sa 
töte. Si, regardant l’interieur de l’angle, cet observateur voit le cöte 
AB d droite de AG, Fangle est direct; il est retrograde dans le cas 
contraire. 

D’aprbs ce qui a ete dit en geometrie plane, le sens de rotation 
depend essentiellemenl du sens choisi sur la perpendiculaire; il 
cliange lorsqu’on change ce dernier. Bien entendu, le sens de 
rotation de Fangle depend aussi.de Fordre dans lequel on enonce 
les cötes. 

Soit maintenantun dibdre PQ [ßg. 257). Appliquons ce qui vient 
d’ßtre dit d Fangle plan BAG de ce diedre (le cöte AB etant dans J.a 

face P, le cöte AG dans la face Q). La perpendiculaire au plan BAG 
n’est autre que Farete du diedre : nous devons donc supposer fixe un 
sens siur cette arbte et considerer un observateur place suivant 
Färbte, de manibre que le sens en question soit celui qui va de ses 
pieds .dsatbte, et regardant Finterieur du dibdre. Gelui-ci sera direct- 
si cet observateur voit le cöte AB d droite de AC. On peut encore 
dire que le diedre sera direct si Fobservateur voit la face P d droite 
de la face Q ; sous cette forme, on voit que le sens de rotation ainsi* 
obtenu est le meme, quei que soit Fangle plan considere. 



Fm. 257. 
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Ainsi nous voyons qu’on peiit dire d’un diedre qu’il est direct ou 
qu’il est retrograde, une fois que Fon a fixe un sens siir l’aröte de 
ce diedre; mais que, si ce sens n’a pas ete fixe, on peut toiijours le 
clioisir tel que le diedre soit direct. 


350. Deux diedres sont dit egaux (conformement ä la defmition 
generale des figures egales) si on peut les transporter Tun siir 
l’autre de maniere ä les faire coincider. 

Deux diedres sont dits adjacents s’ils ont mdme arete, une face 
commune et qu’ils soient situes de part et d’autre de la face 
commune tels, les diedres PQ, QR de la figure 258. Alors le 
diedre PR, forme par les faces extremes, est dit la somoyie des 



Fig. 2S8. 


deux Premiers : de Sorte que, pour faire la somme 
de deux diedres, on les transporte Tun ä cöte de 
l’aulre de maniere ä les rendre adjacents. 

Pour comparer deux diedres, on les transporte 
Tun sur l’autre de maniere ä ce qu’ils aient m6me 
aröte, une face commune TdRißg. 258) et que les 
faces restantes Q, R soient de möme cöte par rap- 
port ä P. Le diedre PR est dit plus grand ou plus 
petit que le diedre PQ, suivant que l’ordre des 
faces est P, Q, R ou P, R, Q. Dans les deux cas, 
le diödre QR qui, ajoute ■ ä Tun des diedres 


donnes, reproduit l’autre, est dit leur difference, Enfin, si le plan Q 
coincide avec le plan R, les diedres donnes sont egaux. 


Ges definitions sont, on le voit, entierement analogues ä celles 
que nous avons donnees pour les angles ordinaires, en geometrie 
plane. Seulement, cette fois, leur legitimite n’est pas evidente 
a prioii. II y a, en effet, une infinite de manieres de transporter le 
diedre PQ, sans qu il cesse d avoir l’aröte et la face P commune avec 
le diedre PR (puisqu’on peut le faire glisser le long de l’arete 
commune, sans que la face P cesse de coincider avec elle-meme), et 
il n’est nullement övident que, dans ces differents deplacements, la 
face Q ne vient pas prendre des positions differentes. Si cette 
Hypothese se realisait, il pourrait arriver que cette face Q se trouvöt 
tantöt d’un cöte, tantöt de l’autre de la face R et, dös Iprs, le 
diedre PQ pourrait etre ä la fois plus grand et plus petit que 
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le diedre PR, suivant la maniere dont on s’y prendrait pour les 
eomparer. 

II n’en est rien : c’est ce qui va resulter du tlieor^me suivant. 

351. Theoreme. — Deux diedres egaux oni des rectilignes egaux; 
Deux diedres inegaux ont des rectilignes inegaiix, et au plus grand 
diedre correspond le plus grand rectiligne; 

A un diMre somme {ou diffirence) de deux autres^ correspond un 
rectiligne somme {ou difference) des deux rectilignes primitifs. 

1“ La premiere partie est evidente, puisque, lorsqu’on fait 
coincider les deux diedres, ils ont forcement meme rectiligne; 

2° Si deux diedres,Transportes Tun sur l’autre, comme il a ete 
dit plus haut (par exemple PQ, PR [fig. 258)) sont inegaux, de 
maniöre que la face Q soit entre P et R : alors, en coupant ces 
diedres par un plan perpendiculaire ä Farete commune, on aura, 

dans ce plan, deux rectilignes AOB, AOC tels que OB soit entre 

OA et OG, par consequent tels que AOB < AOC. 

3° Si les diödres PQ, QR, rendus adjacents, ont pour somme le 

diedre PR : alors leurs rectilignes AOB, BOG, etant, dans leur plan 

commun, deux angles adjacents, ont bien pour somme Fangle AOG, 
rectiligne de PR. 

II est clair que les rdciproques des propositions precedentes sont 
toutes vraies. 

Le theoreme que nous venons de demontrer prouve bien, ainsi 
que nousFavions annonce,que Fordre de grandeur de deux diedres, 
leur somme, leur difference, ne dependent pas de la maniere 
dont on transporte ces diedres Fun sur Fautre, ou dont on les 
juxtapose, laquelle ne saurait, en effet, changer Fordre de grandeur, 
nila somme, ni la dififdrence des angles plans. La circonstance dont 
nous avons parle ä la fin du numero precedent ne peut donc se 
presenter. ' 

Un diedre peut etre transporte sur lui-meme de maniere que chacune 
de ses faces prenne la place de l'autre {Varete revenant ä sa position 
primitive, mais avee inversion du sens). 

TI suffit evidemment de retourner sur lui-mdme (PL, 10) le 
rectiligne du diddre. 
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352. Theoreme. — Le rapport de deux mgles diedres est egal au 
rapport de leurs angles plans. 

Ce tlieoreme, comme nous le saTons, resuite immediatement du 
precedent {comparer PL, 70, 113, 247). Le lecteur pourra d’ailleurs 
refaire, dans ce cas, le raisonnement general d’arithmetique, comme 
nous Tavons fait en geometrie plane (PL, 70, 113). 

Corollaire. — Si Von a jiris^ pour. unite d'angle diedre^ le diedre 
dont le recliligne est egal ä l'unite d'angle plan, toul angle diedre a 
meme mesure que son rectUigne. 

II suffit, pour le voir, de prendre, pour le second des deux diedres 
dont il est question dans le tlieoreme precedent, le diedre unite. 

Conformement ä la conclusion que nous venons d’obtenir. on 
mesure les diedres en degres, minutes et secondes, le nonibre de, 
degres, minutes et secondes d’un diedre etant le nombre de deg'res, 
minutes et secondes contenus dans son angle plan. 

353, Plans perpendiiculaires. 

Definitions. — On dit qu’un plan perpendkuMre mv un autre, 
lorsqu’il forme, avec cet autre, deux diödres adjacents egaiix entre 
■eux. 

Un diedre est dit droit, lorsqu’une de ses faces est perpendiculaire 
■siir l’autre. 

Theoreme. — La condition necessaire et süffisante pour qu'im 

diddre soit droit, est que son angle 
plan sott droit. 

1“ Soit le diedre P. xy. (d 
[fig. 259), le planP etant supposä 
perpendiculaire sur Q, c’esL-ä-dire 
que le diedre PQ est egal au 
diedre adjacent PQ' forme par le 
demi-plan P avec le prolongement 
du demi-plan Q. Menons, perpen- 
diculairement ä l’arete xy,^ un 
plan qui cöupe le demi-plan P suivant OA,, le plan Q suivant B'OB : 
la premiere de ces droites est bien perpendiculaire sur la secondc, 

car eile forme avec eile deux angles adjacents AOB, AGB', qui &ont 
■egaux comme rectilignes de diödres egaux. 



Fm. 2ü9. 
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2° Inversement, si l’angle plan iVOB [fig. 259) d’un niedre P. xy. Q 
droit, en prolongeant le demi-plan Q suivant forme im 

second diedre PQ^ egal ä PQ, puisque son angle plan AOB' est droit 

comme AOB. 

Corollaire. — Si un plan est perpendiculaire ä un autre, inver- 
sement celui-ci est perpendiculaire au premier. 

354. Ttieordme. — Quand deux plans sont perpendiculaires, loute 
perpendiculaire d leur intersection,nienee dans lun deux, est pe'ipen- 
diculaire ä l'autre. 

Soit en effet, comme au n” precedent, P. xy. Q {fig. 259) un 
diedre droit, et soit OA une perpendiculaire menee dans le plan P 
4 xy. Cette droite OA pourra etre consideree comme un cöLe de 
rangle plan du diedre PQ et, par'consequent, sera perpendiculaire 
au second cöte OB de cet angle. Etant dejä. perpendiculaire a xy, 
eile est perpendiculaire au plan Q. 

O.Q. F. D. 

355. L’hypoth^ise du thöorfeme precedent peut ötre considerße 
comme formee de deux parties; ä savoir : 1° les deux plans P, Q 
sont perpendiculaires Tun ä l’autre; 2° la perpendiculaire OA k 
l’intersection est situee dans le plan P. 

Ce theoreme a, en consequence, deux reciproques. 

1 ’'® Reciproque. — Ün plan est perpendiculaire a un autre, s il 
■coniient une perpendiculaire ä cet autre. 

Si le plan P contient la droite OA, perpendiculaire au plan Q, 
il est perpendiculaire au plan Q, puisque l’angle plan AOB du 
<liedre PQ est droit. 

2® Reciproque. -— Si deux plans sont perpendiculaires, et que, d un 
point de Fun, on abaisse une perpendiculaire sur Pautre, celle-ci est 
situee tüut entiere dans le premier plan. 

Les plans P et Q etant perpendiculaires, la perpendiculaire 
aBaissee sur le plan Q par un point A du plan P n’est autre (n° prec.) 
■que la perpendiculaire abaissee du point A sur rintersection des 
deux.plans. 
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Gorollaire I. — Plus generalement, 

Un plan est perpendiculaire ä un auire, s'il est parallele ä une 
perpendiculaire ä cet auire. 

Si le plan P est parallele ä une droite D, perpendiculaire au 
plan Q, il contiendra (329) une parallele ä D et sera (P“ recip.) 
perpendiculaire ä P. . . 

Un plan et une droite, perpendiculaires ä un meine plan, sont 
paralleles, puisque Tun contient (2“ recip.) une parallele ä l’autre. 

Quand deux plans qui se coupent sont perpen¬ 
diculaires ä un troisieme, leur inlerseclion 
est perpendiculaire ä ce troisieme. 

Si les deux plans Q, R [fig. 260) sont tous 
deux perpendiculaires ä P, et que A soit un 
de leurs points communs, la perpendiculaire 
aliaissee du point A sur le plan P est conte- 
nue (2“ recipr.) dans Q et dans R : eile est- 
donc leur intersection. 

356. Theoreme. — Par une droite non perpendiculaire ä un plan, 
il passe un plan perpendiculaire au premier, et un seid. 

Ce plan est le Heu gdometrique des perpendiculaires au plan donnc, 
menees par les di{f4rents points de la droite donnee. 

Soit la droite AB, non perpendiculaire au plan P, mais qui peut 
d’ailleurs dtre contenue dans ce plan ou exterieure ä ceplan (/?^. 261), 
Par le point A, menons ä P la perpendi- 
culaire kx, laquelle est distincte de AB, en 
vertu de Phypothese. Le plan a;AB, deter- 
mine par ces deux droites, est perpendicu¬ 
laire ä P (355, 1''® recip.). 

Inversement, tont plan mene par AB 
perpendiculairement k P contient kx (355, Fig. m. 

2 “recip.) : un tel plan ne peut donc 6tre que 

confondu avec a^AB. D’autre part, il contient, de meme, la perpendi¬ 
culaire menee k P par n’importe quel point de AB et, inversement, 
pär tout point de ce plan passe une perpendiculaire ä P, laquelle: 
rencontre AB (comme situee dans un meme plan avec eile sans lui 
^tre parallele).: ce qui demontre la derniere nartie de Fenonce. 
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357. Tons les diedres droits sont egaux, comme ayant möme 
rectili’gne. 

Gn nomme diedre aigit [obtiis) un diedre plus petit (plus grand) 
que le diedre droit; diedres complementawes ou supplementaires, 
deux diedres dont la somme est egale ä un ou ä deux diedres droits, 
liest clair (351) qua des diedres aigus, obtus, complementaires, 
supplementaires, ' correspondent des rectili'gnes aigus, obtus, 
complementaires, supplementaires, et reciproquement. 

D’apres cela, un demi-plan qui coupe un plan indefini forme avec 
lui deux diedres supplementaires ; inversement, quand deux diedres 
adjacenls sont supplementaires, leurs faces exterieures sont en prolon- 
gement. 

La somme des diedres fornies, du meme cöte d'unplan,par plusieurs 
demi-plans coupant le premier suivatii la meme droite, est egale ä 
deux droits; la somme des diedres formes par plusieiirs demi-plans 
aulour d'une droite commune, ä quatre droits. 

358. On nomme dlHres opposes par l'arele, deux diedres PQ, P'Q' 
[fig. 262) tels, que les faces de l’un soient les 
prolongements des faces de Pautre. 

JDeux diedres oppos4s par l'ar&le sont egaux, 
puisque leurs angles plans sont opposes par 
ie somme t. 

On remarquera que deux diedres opposis 
par l'arite sont de meme sens, pourvu qu’on 
choisisse le m4me sens sur Parkte commune 
et qu’on prenne, comme premiere face de 
Pun, le prolongement de la premiere face de 
Pautre. Cela resulte de ce que deux angles 
opposes par le sommet sont de meme sens, 

359. Deux diedres qui ont leurs faces paralleles chacune ä chacune^ 
sont egaux ou supplementaires, comme on le voit en les coupant par 
un plan perpendiculaire ä la direction commune de leurs arbtes, de 
maniere ä determiner les deux rectilignes, lesquels sont egaux oq, 
supplementaires. 

Eemaeqtje, — Ön voit en meme temps que, si les faces paralleles 

Gbom^itrib. II. 3 



Fia. 262 . 
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sont de meyne sens f), les deux diedres sont de niemes sens {lorsque k 
seics choisi sur Varete esi le nieme). 

360. On nomme plan bissecteur d’un diedre, le plan mene par 
iurete et quidivise le diödre en deux parties egales. liest clair que 
ce plan peut etre considere comme determine par Farete et la bissec- 
trice d’un angle plan. Les plans bissecfeurs des qualre diedres formes 
par deux plans indeßnis qui se coupent^ forment deux plans inde- 

ßnis^ perpendiculaires entre eux. 

Le Heu des poinis equidistants de deux 
2 qui se coupent, se compose des plans bissecieurs des 
diedres formes par ces deux plans. Car si, d’un 
point M (/?^.263), on abaisse sur les plans P, Q les 
perpendiculaires MA, MB, le plan MAB est perpen- 
diculaire ä P (comme contenant MA) et ä Q (comme 
contenant MB) : il est donc perpendiculaire ä leur 

Fig. 263. intersection et determine l’angle planA^ du diedre 
PQ. Par consequent, les perpendiculaires MA, MB 
sont egales ou inegales, suivant que le point M appartient ou non 
ä la bissectrice de cet angle plan; par consequent, suivant qu’il 
appartient ou non au plan bissecteur du diedre. 

361. D’apres les resultats obtenus dans ce chapitre etdans le pre- 
cedent: 

par un point donne, il passe une seule droile perpendiculaire ä un 
plan donnii • 

par un point donne, il passe un seul plan perpendiculaire ä une 
droite donnee; 

au contraire: 

par un point donne, il passe une infinite de droites perpendiculaires 
ä une droite donnee, ä savoir, toutes les droites du plan mene, per- 
pendiculairement ä celle-ci par le point donne; 

par un point donne, il p)asse une infinite de plans perpendiculaires 
ä un plan donne, ä savoir tous les plans qui passent par la p’erpen- 
diculaire ä ce dernier menee par le point donne. 

(1) Lorsque deux plans paralleles sont coupds par un memo troisiöme, de maniöre quo 
chacun d eux soit divisd en deux demi-plans, deux des demi-plans ainsi- obtenus sont dits de 
Yrtiime sens ou de sens contraires, suivant qu’ils sont ou non du möme cotö du plan sdcant. 
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Deux droites perpendiculaires ä im meme plan sonfc necessaire¬ 
ment paralleles, mais non pas deux droites perpendiculaires ä une 
meme droite. 

Deux plans perpendiculaires ä une meine droite sont necessaire¬ 
ment paralleles, mais nön pas deux plans perpendiculaires ä uu 
meme plan, 

On voit que ces concUisions sont precisement inverses des conclusions 
analogues formulöes au n” 337, pour les droites et plans paralleles. 


EXERGIGES 

455. Les plans egalement inclinös sur deux plans söcants donnes sont paralleles 
A l’une ou ä l’autre de deux droites fixes. 

456. Lieu des milieux des droites paralleles ä une direction fixe et comprises 
enü'e deux plans fixes. 

457. Lieu du troisieme sommet d’un triangle dont les cötds resfent paralli^les ä 
des droites fixes pendant que les deux Premiers sommets sont assujettis ä rester 
respectivement dans deux plans fixes. 

458. M6me qiiestion, lorsque les deux premiers sommets glissent respectivement 
sur une droite et sur un plan fixes. 

459. Lieu des points tels que la somme ou la difförence de leurs distances ä deux 
plans donnds soit constante. 

460. Lieu des extremites des segraents de droite issus d’un point donnd et tels . 
que ia somme de leurs projections sur deux droites donndes alt une valeur donnde. 

461. Une demi-droite D, mende par un point de l’arÄte xy d’un diedre et intd- 
rieure ä ce diedre, est teile que, si le plan perpendiculaire ä D en un point P de 
cette droite coupe les faces du diedre suivant OA et OB resjiectivement, le point P 

est sur la bissectrice de l’angle AOB (le point P dtant suppose non situe sur 
l’aröte xy). Monlrer que la droite D appartient au plan bissecteur du diedre. 

461 bis. Etant donnds un diedre et une droite E qui rencontre l’ardte, mener par 
cette droite un plan qui soit coupe par les deux faces du diedre suivant un angle 
avant D pour bissectrice.— Cas d’impossibilitd ou d'indetermination. 

462. Par deux droites fixes D, D' respectivement, on fait passer deux plans qui 
varient de maniere 4 rester constamment perpendiculaires entre eux. Trouver le 
lieu du point oii l’arete du diedre droit ainsi forme rencontre un plan fixe, perpen¬ 
diculaire 4 l’une des deux droites donnees. 
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CHAPITRE V 


SSROJECTION D’ÜNE DROITE SUR UN PLAN. — ANGLE D’ÜNE 
ÖROITE ET D’UN PLAN 
PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROiTES 
PROJECTION D’UNE AIRE PLANE 


362. On nomme frojection orthogonale (ou siniplementp’o;ec-ü'o?i') 
d’un point sur un plan, le pied de la perpeudi- 

culaire abaissee de ce point sur le plan. 

La projection d’une figure quelconque est la 
figure formee par les projections des dififerents 
points de la primitive. 

La projection d'iine ligne clroiie sur un plan 
Fig. 264. gst une ligne droite^ sauf si la droite donnee est 

perpendiculaire au plan(auquel cas Ja projection se reduitäun point). 

En effet, nous avons vu (356) que le lieu des perpendiculairos 
menees au plan ddniiö par les differents 
points de la droite donnee est un plan. 

Gelui-ci [äiiiplan projetantlo. droite) coupe 
bien le plan donne suivant uue seconde 
droite [ßg. 264). Lorsque la droite donnee 
est parallele au plan donne, eile est mani- Fm. söö. 

festement parallele ä sa projection. 

Les jjrojeciions de droites paralleles sur un meyne plan sont pavctl-^ 
leies, comme inter- 
sections de plans 
paralleles (les plans 
projetants, dont chacim 
contient deux paralleles 
äl’autre) par nntroi- 






-L-! sieme [ßg. 265). j —j 

/ a'i— y Iqs projections 

d'une meme droite 
fig. 260 . 266) (ou de 

deux droites paralleles) sur deux plans paralleles.) sont pa7'all&i*3s. 


pour une raison tonte semblable. 
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Les projecHons d'un meme segment de droite sur deux plans paralleles 
sont egales, comme cela se voit ä la simple inspection de la 
fig. 266 n. 

362 bis. D’une maniöre generale, les projections orthogonales 
d'une meme figure sur deux plans paralleles sont deux figures egales. 

11 est clair, en effet, d’aprös ce que 
nous venons de dire, que cette propriete 
a lieu pour un triangle quelconque 
[fig. 266 bis), les projections de ce triangle 
sur deux plans paralleles etant deux 
triangles (^) egaux et (349) de meme sens. 

Elle s’etend dös lors (PL, 50) ä une figure 
quelconque, plane ou non. 

363, Theoreme de la projection de Vangle droit. — La condition 
ndcessaire et süffisante pour qu'un angle droit se projette suivant un 
angle droit, est que Tun au moins des cötes soit parallde au plan 
de projection. 

V Soit rangle droit ^OB {fig. 267), donl le'cöte OB est paral- 

löle au plan P, et qiü est projete sur ce plan suivant aob. La 
droite ob, parallöle ä OB, est perpendiculaire aux deux droites 
concourantes OA, et Oo. Donc eile est perpendiculaire au plan 
Okaa et, par suite, ä oa; 

2° Soit Fangle droit AO^, qui est projete sur le plan P suivant 

l’angle droit aob. La droite ob, perpendiculaire ä oa et ä Oo, est 
perpendiculaire au plan OAa et, par suite, ä OA. Comme OA est 
aussi perpendiculaire ä OB, il est perpendiculaire au plan OBoö 
et, par suite (355, coroll I), parallele au plan P —, ä moins que OB 
et ob ne soient paralleles; mais, dans ce dernier cas, c’est OB qui 
estparallöle ä P. . 

363 bis. Lorsque Tun des cötes de l'angle droit est situe dans le 
plan de projection, la premiöre partie du theoröme precedent peut 
s'enoncer : 



(1) Cot finoncö est d’ailleurs dgalement vrai (voir plus loin, au n“ 366) pour les projections 

de deux sogments de droites dgaux et paralleles sur plans If; ,, , • „ux pia^s 

(2) GocL devrait 6tre modifld sileplan du triangle projetd dtait perpendicula P 

de projection. Mais notre dnoncA subsislorait- 
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Si, d'im point A. de respace, on abaisse une perpendiculnire Aa sur i 
un plan P et une perpendiculaire AO swr une droite OB de ce plan, la 

droite Oa qui joint les pieds de ces deux 
perpendiculaires est aussi perpendiculawe 
ä OB {fig. 267 bis). 

Cet enonce est connu sous le nom de 
theoreme des trois perjgendiculaires. W 
Fig. 267 hu. admet les deux reciproqiies suivantes : 

Reciproque. — Si d'un point a d'im plan, on abaisse une per¬ 
pendiculaire aO sur une droite quelconque OB de ce plan, ln droite qui 
joint le point 0 d un point quelconque A de la perpendiculaire elevee 
sur ce plan en a, est egalement perpendiculaire ä OB. 

Gar la droite OB, perpendiculaire aiix deux droites concouranles 
aO, aA., est perpendiculaire ä leiir plan. 

2° Reciproque. — Si d'un point A exterieur ä un plan P, on abaisse 
la perpendiculaire AO sur la droite OB de ce plan, et qu on diene en 0, 
dans le plan P, ia perpendiculdire Oa ä OB, la perpendiculaire abais- 
s6e du point A. sur Oa est perpendiculaire d P., 

Cela resulte, en vertu du theoröme du n° 354, de ce que le plan 
OAa est perpendiculaire ä P (comme perpendiculaire A OB). 

364. Angle d’une droite et d’iiii plan. 

Theoreme. — Si, par le point d'intersection d'une droite et d un 
plan, on mene, dans ce dernier, diverses droites, celle dlentre eiles quz 
fait le plus petzt angle avec la droite 
donnee est la projection de celle-ci sur 
le plan. 

Soit OA une demi-droite issue d’un 
point 0 du plan P {fig. 268) : du point A, 
abaissons sur le plan P la perpendicu-^ 
laire Aa, de maniere ä ddterminer da 
projection Oa de OA. Je dis que Pangle (necessairement aigu) A.Oa 
est plus petit que Pangle forme par OA avec n’importe quelle autre 
demi-droite Ob du plan P. 

G’est ce qu’on verra en prenant OA= Oa et joignant AA, lequel est 


A 



Fig. 2G8. 
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(344) plus grand qiie Aa ; les iriäiigles AOa, A.06, qui ont deux edles 
egaux et le troisieme inegal fournissent (PI., 28) la demonstration 
demandee. 

llKMAUQUE. ~ Si la droile Ob tourne autour du point 0, dans le 
plan P, eu s’eloiguaut de Oci, la distance ab va en augmentant, et 

par suite aussi la distance kb : l’angle kOb augmeiite donc egale- 
-ment jusqii’ii sa valeur maxima AOa', qui correspond ä 06 situe 
dans le prolongement de Oa {fig- 268). 

L'angle aigu Ä que lait la droite OA avec sa projection sur le 
plan P est dit Vangle de la droite et du plan. 

364 bis. Vangle que. fall tme droite avec un plan est complemen- 
laire de dangle aigu que cetle droile fait avec une perpendiculaire au 
' plan. C’est ce qui se voit dans le triangle rectangle OAa de la 
figure 268, triangle dans lequel les angles aigus sont conaplemen- 

11 est dvident que Vangle d’une droite et d’un plan ne change pas 
si ron remplace la droite par une droite parallele et le plan par un 

La pr,Mion d'un rn/ment de droUe sur un plan est egale a la lon- 
queur du segmeni, muUipliee par le cosmits de Vangle qup faxt a»« 
fe plan de projecüon. C'est ce qui rSsuUe du theoreme foudamenla 
des projections, demontre en trigonomdtrie (‘), en Yertu de a deft- 
„llion donnoe tout a Vheure de Vangle d'une droile et d un plan. 

ü deeoule de la, en particulier, que deux segmexüs de droxtes paral¬ 
leles soxxt entre e„x comnxe lexxrs projecäons orthogonales sur un menxe 

plan ou sur deux plans paralleles. . , , , . 

On remarquera que l’evaluation donnee ici nest qu une val 
absolue ; il n’en 5 .aurail Mre autremenl, puisqu on n mdique pas 
sens positit sur la projection de la droite consideree. 

365. Li^iie de plus graiide pente. 

Theoreme — Lorsque deux plans se coupenl, la droite du premiei 
e^fad aoeele seJd le plus grand angle possible, est perpendxcu- 

laire ä l'intersection. 

(1) BouRLET, Legons de Trigonomärie, n° 44. 
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Soient ies deux plans P, Q, qui se coupent suivant la droite^j/ 
ißg. 268 bis). D’apres le n» precedent, la droite du plan P qui fera le 
^ plus grand angle possible avec Q sera 

celle qui fera le plus petit angle avec une 
.^\b. \ perpendiculaire AB au plan Q. Or la droito 

du plan P qui fait le plus peti t angle avec AB 
est (364) la projection AB' de AB sur le 
^ plan P. Mais cette projection est bien 

Fig. 268 bis. perpendiculaire ä xy, car le plan qui pro- 

jette AB, etant perpendiculaire ä Q (puis- 
qu il passe par AB) et a P' est perpendiculaire äleur intersection. 

On voit par lä que l’angle maximum n’est autre que l’an^Ze des 
deux plans F et Q (on designe sous ce nora le rectiligne du diedre 
aiguPQ). 

La figure 268 bis montre aussi que Vangle de deux plans est com- 
plementaire de l angle que fait l'un d'eux avec une perpendiculaire A 
Vautre. 

Lorsque le plan Q est le plan horizontal, la ligne AB' a re^u le 
nom de ligne de plus gründe pente du plan P. 

366. Lorsque deux plans F et Q se coupent^ la disiance d'un poini 
quelconque du plan Q a« plan F est dans un rapport constant avec la 
disfance du meme point ä l'arSie du 

diedre forme par les deux plans, et 

aussi avec la projection de cette dis- 

tance sur le plan P. Car si M, M' sont . 

deux points du plan Q {fig. 269); 

Mw, M m leurs distances au plan P; 

MN, M'N', leurs distances i l'aräte ’ 

du diedre PQ, les triangles ree- ’ 

MW sont senrb,ables, comme ayant „n angle 
Cet angle aigu MNw = M'N'm' n’est d’ailleurs autre que Fangle des 


Fig. 269. 


deux Plans P, Q et. par consdqaent, Ies rapports den 

MN wN 

MUS Xenons de nous occuper, sont 4gaux, l'un ä tang a Vautre c 
em «, en designant par « l'angle en queslion. 
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Le Heu geometrique des points tels que le rapport de leurs disUmces 
ä deux plans donnes seit egal a un norahre donne, se compose de deux 
plans passant par Vintersection des premiers (comparer PI., 157). 

367. Plus courte dlstance de deux droites. 

Theoreme.— Etant donnees deux droites non paralleles entre eiles, 
il existe une droiie, et une seule, qui les coupe touies deux ä angle 
droit. 

On lui donne le nom de perpendiculaire commune aux deux droites 
donnees. 

La longueur de cette perpendiculaire commune est la plus courte 
distance de ces deux droites. 

Soient les deux droites AB, A'B' [ßg. 270;, non paralleles entre 
elles. Par ces deux droites on peut, et cela d’une seule faQon (332)^ 
faire passer deux plans paralleles P, P'. Toute droite perpendicu¬ 
laire ä la fois ä AB et ä A'B' est perpen¬ 
diculaire ä P (341, corolL), et, inversement, 
une perpendiculaire au plan P est per¬ 
pendiculaire tant ä AB qu’ä A'B'. 

Orle lieu des perpendiculaires au plan P 
qiü rehcontrent AB est un plan Q ; le lieu 
des perpendiculaires au plan P qui ren- 
contrent A'B' est un plan Q'. Ces deux 
plans, tous deux perpendiculaires ä P, ne 
sont ni paralleles ni confondus (puisqu’il 
ne peut exister de plans paralleles ä la fois ä AB et ä A'B' en mome 
temps que perpendiculaires ä P): ils se coupent suivant une droite 
unique HH', perpendiculaire ä P, qui est la droite cherchee, et la 
seule. 

La distance entre AB et A'B', comptee sur la droite HH', est plus 
courte que la distance MM' de deux autres points quelconques pris 
respectivement sur AB et sur A'B', puisqu’elle est la plus courte 
distance des plans paralleles P, P'. 

0. Q. F. D. 

Si les deux droites se coupent, la perpendiculaire commune passe 
par le point d’intersection et la plus courte distance est nulle. 

Enfm deux droites paralleles ont une infinite de perpendiculaires 
communes, toutes egales entre elles. 
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368. Pi’oject^on d’one aire plane. 

TheorGHis. ILci pvojsction dune aire plane suf un plan a pour 
mesiire l'aire projetee, muUipliee par le cosinus de l'angle des deux 
plans. 

Däsignoiis par P l6 plan do 1 aire consideree; par P' le plan de pro- 
jection. Nous demontrerons le tlieorenae enonce en distinguant plu- 
sieurs cas. 

1 L aire consideröe est celle d un triangle ABC ayant ün de ses 
cötes BC parallele au plan de projection PC — Comme on peut 

(362 bis) deplacer celui-ci parallele- 
ment ä kii-möme sans changer le 
resuUat, nous pouvons admeLLre 

est la projection de ABC sur le 
plan P' et que AH soit la hauteur 

TJ'j^ 271 

du triangle ABC,-A'H est (theoreme 
des trois perpendiculaires) la hau¬ 
teur du triangle BCA. De plus, l’angle en H du triangle rec- 
tangle AA'H est 6gal ä Fangle des deux plans P, P' et, par conse- 
A'H 

quent, le rapport — est egal (Cf. 366) au cosinus de cet angle. Or 

ce rapport est dgal au rapport des deux triangles A'BC, ABC, puisqiie 
eeux-ci ont möme base. 

2° L aire consideree est celle dun triangle ABC sans cöte parallele 
au plan de projection.— En menant par 
nn sommet conTenablement choisi A 
[fig. 271 bis) une parallele AD ä l’inter- 
section xy des deux plane P, P', on 
decompose ce triangle en deux untres / 

ABD, ACD qui sont dans les conditions 
du Premier cas. Le rapport de chacun ä 
sa projection etant le meme pour les 

deux triangles partiels',' est encöre le •> ^ 

meme pour le triangle total,, d’aprds 

un theoreme connu sur les proportions (comparer PL, 257) 

3“ S’il s’agit d'un polygone quelconque, on peut decomposer ce 


Fig. 271 Us. 
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Polygone en triangles. Le rapport en qiieslion est le meme pour 
Lous ces triangles et a, par consequent, encorela meme valeur pour 
le polygone entier. 

4“ Enfin le theoreme s’applique ä iine aire curviligne quelconque S 
^iiuee dans le plan P et ä sa projection. 

En effet, par defmition (PL, 260, note) Faire S {fig. 271 ter) est la 
iimite d’une aire polygonale inscrite s. Si S', s' sont les projeclions 
de S, s sur le plan P', lorsque le nombre des cötes du polygone .s 
•aiigmentera indefiniment de maniere que cbacun d eux tende veis 
zdro, les memes circon- 
stances se presenteront 
pour le polygone s'. 

Or nous venons de voir 
qu’on a 

s' =:S cos a, 

a etant Fangle des deux 
plans. 

Donc, lorsque s tendra vers S, s' tendra vers une Iimite S' egale ä 
Scosa. 

0. Q. p. D. 

EXERGIGES 

468. Tonte ligne qui se projette sur deux plans qui se coupent, suivanL des lignes 
droites, est en genAral une ligne droite. Dans quel cas cette proposition est-elle en 
defaut ?B 

464. Deux droites telles que leurs projections sur Tun comme sur l’autre de deux 
plans sdcants entre eux soient paralleles entre elles, sont elles-mdtnes paralleles. 
Cas d’exception analogue ä celui qui se presente pour la,proposition pröcedente. 

465. Dans un plan donne, par un point donnd de ce plan, mener une droite fai- 

sant un angle donne avec une droite donnee (*). 

Dans un plan donne, par un point de ce plan, mener une droite faisant un ang e 
donne avec un autre plan donne (‘). 

465 bis. Par une droite donnee, faire passer un plan faisant un angle donne avec 
un plcin donne (*). Condition de possibilite. 

466. Une droite dgalement inclinde sur les deux faces d’un diedre coupe ces 
faces en deux points egalement distants de l’aröte, et inversement. 



(l) Voir la note placö k la fln des problümes du V' livre. 
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467. Lieudes dfoites menees par un point donae et faisant des anales e^aux 
avec deux plans donnes. o o 

i6y.is. Lieu des points d’un plan tels qne les droites qni les Jolgoent a denn 
poinLs donnös A, B soient dgalement inclinees sur ce plan. 

«8. Lorsqn'on projelle un angle ioB- sur un plan parallele ä sa bisseclrlce OC, 
la piojection est un angle dont la bissectrice est parallele ä OC. 

469. Si Ton projette im angle droit sur un plan qui coupe les cötes eux-memos, 

ZZZflTT" deux cotes, la projectiou est ua 

L^tL^TescöL pM "" angle aigu, si le plan de projection cou- 

pait 1 un des cötds et le prolongement de l’autre. 

naigu ou obtus en mdme temps que sa projection sur un plan 
parallele & Tun de ses cötds. 

470. Le pied de la perpendiculaire commune ä deux droites D, D' est situe, par 
rapport a un point quelconque M de D, du meme cötd que laparlie de D qui fait, 
a\ec la perpendiculaire abaissde du point M sur D, un angle aigu. 

° d’autant plus distant d'une droite fl.ve D' 
qu est plus dioignd du pied de la perpendiculaire commune 4 D et a D'. 

doZZ !Z n'' admettant, avec une droite= 

doMce D, une perpendiculaire commune de longueur donnäe, se compqse de deux 

un loin^ P'’ 03 etee sur un plan P suivant une droite d, et 

?anL du nob t «'ontrer qu’il existe sur le plan P un point 0' tel que la dis- 

a di taLeTn M de D soit daps un rapport constantavec 

la distance de 0 4 la projection de m de M sur le plan P. 

amr? dtilTmirn”"! '1™““ ™ 

(Emplojer rexercice pr^dsm™).'’”“' ™ 

tSon'T“ “'■'■“P“”'!'-' ™ sosraanl de droite tel 

Lmbre an, rei,"e dl l ° '»<= l'sBpace seit meserde par le mdme 

^rnbrequelauede la projecl.on da Polygone sur an plan perpendiculalte d cette 

(1) Voir la note placöe k la fin des probleme du V« livre. 
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1° Une droite ne rencontre 2 Jas une sphere, si la distance de cetle 
droite au centre est plus grande que le rayon; 

2“ Si cette distance est plus petite que le rayon, la droite et la sphere 

se coupent en deux points, 
La corde interceptee sur la 
droite est d'autantplus petite 
que la distance de la droite 
au centre est plus grande ; le 
centre se projette au milieu 
de cette corde; 

FiG 272 öis. 3“ Enfin, dans le cas inter- 

mediaire oü la distance de la 
droite au centre est egale au rayon, la droite n’a, avec la sphere, 
quun point commun. 

On dit alors qu’elle est tangente ä la sphere. 

On Yoit qii'une tangente ä la sphere est perpendiculaire au rayon 
du point de contact, et quinversement, droite perpendiculaire ä 
l’exlremite d'un rayon est tangente. 

De ce qui pröcfede, rösulte le tlieoreme siiivant;' 

Thßoröme. — Le Heu des tangentes ä la spMre enun deses points 
est le plan perpendiculaire au rayon qui aboutit en ce point. 

Ge plan est däiplan tangent ä la sphere, au point considere. 

370. Xnter»ection d’ime sphere et d’un plan. 

Thöoreme. — Si la distance d'un plan au centre d'une sphere est 
superieure au rayon de celle-ci, les deux 
surfaces n'ont aucun point commun. 

Si la distance du plan au centre de la 
sphere estmoindre que le rayon, les deux 
surfaces se coupent suivant un cercle, 
dont le centre est la projection du centre 
de la sphere sur le plan.' 

Enfin, dans le cas intermediaire oü il 
y a egalite, le plan n'a qu'un point com¬ 
mun avec la sphere; il est (n“ prece- 
dcxit) tangent ä cette sur face. 

Si, en effet, par la projection G du centre 0 de la sphfere sur le 



PiG. 272 ier. 
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■plan considere P {ßg. 272 ter), on mene, dans celui-ci, une Serie de 
droites, la distance du centre ä Tune queleonque d’enlre elics est la 
Jxi^me que celle du meme point au plan. 

Si douc cette distance est plus gründe que le rayon, aucune des 
droites ainsi menees ne coupe la spliere (369). 

Si cette distance , est egale au rayon, les droites en question sont 
tangentes. 

Si eile est plus petite que ie rayon, toutes ces droites coupent la 
sphere. Le lieu des points communs M est une circonference de 
centre G : ce fait n’est pas distinct de ce que nous avons trouve au 
n" 344 (Gor.), 

Corollaires. '— I. Une sphere de rayon R et un plan situe ä une 
distance d du centre se coupent suivant un cercle dont le rayon r est 
donne par la formule 

r = \/R^ — 

s 

G’est ce qui se voit dans le triangle rectangle OCM [ßg, 273), lequel 
a pour hypotenuse B, et pour cötes de l’angle droit r, d. 

La formule precedente justifie la denomination de grand cercUy 
donnee plus haut ä. la seclion de la sphere par un plan passant par le 
centre, section dont le rayon est R. On voit, en eilet, que toutes les 
antres sections de la sphme (lesquelles sont appelees petils cercles) ont 
un rayon inferieur ä R. 

II. Deux cercles d’une meme sphere se coupent en deux points au 
plus, ä savoir les points (s’ils existent) oü la droite d inteisection de 
leurs plans rencontre (369) la surface. 

Thdoreme. — Par deux points de la sphere, il passe un grand 
cercle; et un seul, sauf si ces deux points sont diametralement 
opposes. 

Gar par deux points A, B de la surface et le centre 0 passe un plan, 
lequel est unique si A et B ne sont pas en ligne droite avec le centre. 

Inversement, il est clair que deux grands cercles d’une mdme sphere 
se coupent toujours en deux points diametralement opposes. 

Remarques 1. — La propriete que nous venons de constater ^ahlit 
une analogie entre les grands cercles de la sphere et les lignes droites 
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en Geometrie plane. Mais cette analogie n’est pas complete, puisqu’il y 
a exception pour les points diam^traleinent opposes. 

IL Les points A et B divisent le grand cercle qui les contient e 
deux arcs. On appelle arc mineur celui qui est plus petit qu’une demi 
circonference, arc majeur l’autre (cette distinction tombant en defaut 
dans le seul cas oü A et B sont diametralement opposes). Lorsqu’c 
parlera, sans aulre speeification, de Varc de grand cercle qui joint A 
et B, il est sous-entendu qu’il s’agira de Tarc mineur. 

ün arc mineur ne saurait couper un grand cercle quelconque G (autre 
que celui auquel il appartient) en deux points, puisque ceux-ci seraient 
diametralement opposes : si donc ses extremites A, B sont, par rajoport 
ä C, dans un meme hemisphere, il en est de m^me de Tarc entier, 

370 bis. Le diamfetre perpendiculaire au plan d’un cercle de la 
sphere coupe la surface en deux points, qu’on nomme les pöles de ce 
cercle {fig,. 273). 

Ghacun d eux est egalement distant de tous les points du cercle. Si 



/ .''10 


Fig. 273. 


Fig. 273 bis. 


celui-ci est un grand cercle, la distance d’un quelconque de ses points 
au pöle est egale a la corde d’un quadrant, ainsi qu’on le reconnait 
imm^diatement a l’inspection de la figure 273 bis. 

Inversement, le iieu des points d’une sphfere situes a une distance 
constante (moindre que le diametre) d’un point de'cette surface est un 
cercle ayant ce point pour p6le. 

^ Gar, sur tout demi-grand cercle joignant le point donne A ä son 
diametralement oppose A', il y a un point du lieu et un seul (en. vertu 
du no 65 de h Geometrie plane) et,M etantl’un de ces points, le plan 
perpendiculaire a AA' mene par M coupe la sphere suivant un cercle 
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qui appartient tout entier au lieu (toujours d’aprfes le n“ 344). Ge lieu 
ne peut d’ailleurs comprendre aucun autre point N : car le plan mene 
par un tel point perpendiculairement ä AA', ou bien ne couperait pas 
la sphere, ou couperait le demi-grand cercle AMA' en un point distinct 
de M, ce que nous venons de voir 6tre impossible. 

D'apres cela, on voit qu on peut decrire un cercle sur une sphere 
comnae sur un plan, a l’aide d’un compas dont 1 une des pointes est 
placee en Tun des deux poles de ce cercle. Toutefois, il est necessaire 
(surtout si röuverture est un peu grande) d’employer un compas 
(dit compas spherique) a branches courbes et non droites. 

L’arc de grand cercle qui joint le pole d’un cercle de la spiifere ä uu 
point quelconque de ce cercle a egalement la möme grandeur, quel que 
soit ce point. On lui donne le nom de rayon spherique du cercle. Le 
rayon spherique d’un grand cercle est egal ä un quadrant et, inverse- 
ment, un cercle trace sur la sphere avec un rayon spherique egal ä un 
quadrant pst un grand cercle. 

TJn cercle quelconque divise la sphöre en deux regions, dites calottes 
spheriques, situees de part et d’autre du plan de ce cercle. Ghacune 
de ces calottes comprend un des pöles et est formee par les points dont 
la distance a ce p6le est plus petite que la distance de ce meme p61e aux. 
points du cercle. 

S’il S’agit'd’un petit cercle, on donne souvent le nom de region 
Interieure ä ce petit cercle, a la plus petite des deux calottes sphe¬ 
riques, celles dont le rayon spherique est inferieur h un quadrant. Gette 
region interieure est evidemment celle qui est situee du cote du plan 
du cercle oü n’est pas le centre de la sphere. 

371. Angle de deux grands cercles. 

Th6orfeme. — L’an^Ze (PL, 60 bis) de deux demi-grands cercles,' 
termines ä leur diametre commun, est egal ä Vangle des demi-plans 
qui les contiennent. II apour mesure Varc intercepte, entre eux, sur 
le grand cercle qui apour pöles leurs points communs. 

Soient les deux demi-grands cercles AMA', ANA’ {fig. 274), qui se, 
coupent en A, A'. 

Soient Ax, Ay les tangentes a ces courbes au point A, Ces tangentes, 
etant toutes deux perpendiculaires ä AA', determinent l’angle plan du 
diMre M-AA'-N. 

GfOJfETBIE. 11. ' ^ 
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D’aiUre part, le grand cerele qui a pourpöles A, A' a son plan per- 
pendiculaire ä AA'. Ge plan coupe ies demi-plans AA'Al, AA'N suivant 
deux droites OM, ON qui forment egalement entre elles 1’angle plan du 
difedre M-AA'-N. Mais cet angle est preci- 
sement l’angle au centre correspondant ä 
l’arc de grand cercle MN : ee qui demontre 
la seconde partie du theoröme. 

371 bis. üne autre expression de Tangle 
de deux grands cerGles est encore donnee 
par le theoreme suivant : 

Thöorfeme. — L’angle de deux demi- 
grands cercles est mesure par l’arc de 
grand cercle quijoint leurs pöles, ou par 
son Supplement. 

Soient, comme tout ä Theure, AMA', ANA' {fig. 274) deux deiui- 
grands cercles qui coupent en M, N le grand cercle dont le plan esi, 
perpendiculaire a AA'. Ge dernier grand cercle contient les pöles P, P', 
Q,Q'des deux Premiers : car les diam^tres PP', QQ', respecdvenient 
perpendiculaifes aux plans AMA', ANA', sont tous deux perpendicu- 
laires a AA'. De plus, PP', QQ' sont respectivement perpendiciilaircH 

aux rayons OM, ON de la sphöre : leur angle est clonc egal a MON 
ou ä son Supplement. 

Remarque. — Ghacun des deux grands cercles consideres ayant 
deux pöles, Parc de grand cercle qui joint un pole de Tun ä un pöle 
de rautre peut ötre choisi de quatre fagons differenles. 

Supposons les pöles P, Q; (./?p,. 274) tels que les ar.es egaux MP, NQ 
soient de möme sens. Alors l’arc PQ pourra ötre considere comme 
öbtenu en faisant tourner MN d’un angle droit autour de 0 dans son 
plan et sera, par consequent, egal ä MN. 

Le cas oü les deux arcs dont il s’agit seraient de sens contraires se 
deduit evideminent du precedent en remplagant un et un scul des deux 
pöles P, Q par son diametralement oppose, par exemple, P par son 

oppose P'. L’angle au centre POQ etant alors remplace par son Supple¬ 
ment, il dexient supplementaire de MON. Ainsi, !’arc de grand cercle 
qui joint les deux pölesl?, Q a meme mesure queV angle des demi— 
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qrands cerdes AMA', ANA' ou que son Supplement, suivant que les 
deux quadrants compris respedivement, sur le grand cerde I U, 
entre diacun des demi-grands xerdes donnes et le pole corres- 
pondant sont de meme sens ou de sens contraires. 

372. Theoreme. — Le Heu des points d'une spkere egalement 
distants de deux points clonnes sur cette surface, est le grand cerde 
perpendimlaire au milieu de celui qui joint les deux points donnes. 

Soient A, B, les deux points donnes [fig. 275). Le plan perpendicu- 
laire au milieu de AB passe par le centre 0 de la spliere (puisque 
OA = OB) et coupe, par consiSquent, la surtace suivant un grau 
ecrcle qui est le lieu clierclie (340). Celui-ci passe d-ailleurs par le 
milieii de l’are de grand oercle AB (point äquidistant de A et de B); 
de plus, en vertu du n« 371, il est perpendiculaire 1 cet are; car leurs 
deux plans sont evidemment perpendiculaires entre eux. 

Remarque. — Le lieu priicedent divise la surface en deux hemi- 
splieres qui contiennent (340, Remarque) Tun les points plus rappro- 
ches de A que de B, l’autre les points plus rapproches de B que de A. 

Probleme. — Trouver le rayon d'une sphere solide, ä l'aide de 
construdions effeduees sur la surface et de construdions planes. 

Premiere solution. — Prenant deux points quelconques A, B sur 
la surface [ßg. 275), tragons, avec uue m6me ouverture de compas, 




deux cercles ayant ces deux points eomme poles respectifs. Un pointM, 
Gommun ä ces deux cercles, etant egalement distant de A et e , 
appartiendra au grand cerde obtenu au n» precedent. En repetant la 
mdine construction avec d’autres ouvertures de compas, on aura deux 
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autres points N, P du möme grand cercle. Relevant alors au compas 
les distances MN, NP, PM, on pourra construire, sur un plan, un 
triangle egal ä MNP, et le cercle circonscrit ä ce triangle aura, pour 
rayon, le rayon cherche. » 

Deuxieme solulion. — D’un point quelconque G de. la sphere 
comme pole, avec une ouverture de compas determinee, decrivons 



Fiß. 275 bis. 


un cercle, sur lecfuel nous prendrons trois points M, N, P, Nous 
pourrons, comme il vient d’Stre explique, d^terminer le rayon de 
ce cercle en construisant un triangle 4gal k MNP. 

Or la connaissance de ce rayon et de celle de la distance GM (egale 
ä l'ouverlure de compas initiale) permettent de trouver le rayon de la 
sphere; car si I est le centre du cercle MNP 275 bis), le triangle 
GIM est rectangle et peut 6tre construit sur un plan (puisqu’on en 
connait riiypotenuse GM et un cote MI) : menant alors, en M, la per- 
pendiculaire a GM jusqu’ä rencontre en G' avec CI prolonge, CG^ sera 
le diametre de la sphere. 

Probleme. — Joindre deuxpoints donnes d'une sphere solide par 
un arc de grand cercle. 

Be chacun des pomls donn& comme p61e, decrivons nn grand cercle 
(pMUeme precedent). Ges dcux grands cercles se coopenl en deux 

points qui sont les pöles du grand cercle cherche. 

Remarque. — Gomhinee avec la premiere solution du probleme 
precedent, celle-ci permet de Jrdeer le grand cercle perpendiculaire 
au miheu de Varc de grand cercle qui joint deux points donnes. 
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CHAPITRE VII 

ANGLES POLYEDRES — POLYGONES SPH£RIQUES 

373. On nomme angle pohjMre la figure formee par plusieurs plans 
passant par un nißme point {sommet de l’angle polyedre) et limites 
ii leuis intersectioiis successives [lesquelles sont des demi-droites, 
appelees aretes de 1 angle polyedre), de maniere a enfermer uneportion 
d’espace indefinie dans un sens [fig. 276). 

. Dans un angle polyedre, on a ä considerer, dune part, les angles 



Fig. 276. FiG. 276 bis. 


compris entre les arötes consecutives, et que Ton nomme les faces; 
d’autre part, les diedreS compris entre deux faces consecutives et ayant 
pour aretes les arßtes de l’angle polyödre. 

■ Les angles polyedres les plus simples sont les triedres qui ont trois 
faces et trois ardtes. 

Un angle polyedre est dit convexe, s’il est tout entier d’un m^me 
cöte par rapport au plan d’une quelconque' de ses faces, prolonge 
indefiniment, comme il arrive pour un angle polyedre dont les aretes 
passent par les sommets d’un polygone convexe {ßg. 216 bis); il est dit 
concave dans le cas contraire. Un angle triedre est forcöment convexe. 

Triedre« syuadtri qu.es. 

Blaut donne un triedre quelconque SABG {fig. 277), prolongeons 
les aretes au delä du sommet S, suivant SA', SB', SG'. Nous formons 
ainsi un nouveau triödre SA'B'G', qui a tous ses elements respecti- 
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vement egaux a ceux du preinier : les faces sont, en effet, egales chacune 
k chacune (par exemple : A'SB' = ASB) comme angles opposes par le 
sommet, les diSdres (par ex. : SA — SA'), comme opposes par Tarnte. 

Mais, quoique ayant tous leurs elements egaux, ces deux triedres ne 
sont ’pas egaux : on ne peut — ainsi que nous allons le demontrer — 
les transporter Tun sur l’auti'e de maniere ä les superposer. 

Remarquons d’abord qu’en general, si Ton faisait coincider les deux 
triedres, ce ne pourrait 6tre qu’en faisant veuir SA' sur SA, SB' sur SB, 
SG' sur SG : c’est ce qui arrivera, en effet, ehaque fois que les trois 
faces du trifedre donne seront inegales, car alors la aeule face du triedre 

SA'B'G' capable de coincider avec BSG estB'SG' : de sorte que, neces¬ 
sairement, si les deux triedres coincidaient, B'SC' serait venu sur BSl^ 
et, par suite, l’arete SA' sur SA. D’ailleurs, en tonte 
; / hypothese, lorsque nous parlerons, dans le present nu- 
\ I / mero, d’une Superposition des deux triddres, ce mot sera 
constamment entendn au sens dont nous venons de 

A parier, c’est-ä-dire avec coincidence des elements Aomo- 
logues : c’est iine pareille Superposition ^dont noms 
^ allons montrer l’impossibilite. ^ 

Notons, en second lieu, que, de quelque fagon qu’on 
Fig. 277. s’y prenne pour transporter le second tribdre de ma¬ 
niere que SA' coincide avec SA et SG' avec SG, la Posi¬ 
tion finale de ce triedre esttoujours la mbme. Nous pouvons dbs lors 

operer cette coincidence en deplagant la face A'SG', dans son plan, 

de maniere ä l’amener sur ASG Ipuisque, dans leur plan commun, ces 
deux angles ont le meme sens de rotation). 

Gela pose, prenons pour plan du Tableau Je plan ASG et supposons, 
pour fixer les idees, que l’arbte SB vienne en avant de «ce plan. Alors 
l’arbte SB' sera en arriere du mbme plan (%. 277); eile restera lorce- 
ment en arriere dans le mouvement que nous Imprim.ons au tribdre 
SA.B G , puisque la face A'SG' se deplaoe sans quitter ,le plan du 
tableau et que, par consequent, l’arete SB' ne saurait k aucun moment 
le traverser. Done il est impossible que SB' coincide avec SB. 

c. Q. p. D. 

373 bis. Si les deux triedres preoedents ne s.ont pas superposables.,. 
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quoique ayant leurs elements egaux chacuii ä cliacun, cela tient k ce 
que leur disposition n’est pas la meine, La definition suivante indique 
ce qu’il faut entendre par lä. 

Definition. — On nomme disposition d’un triedre SABG le sens 
(349) du diedre SA, lorsqu’on prend comme premiere face de ce diedre 
la face SAB et que le sens choisi sur l’arete est le sens SA {fig. 277). 
Ainsi la disposition du triedre SAB sera dite directe si un oLservateur 
place suiyant SA, les pieds du cote de S et regardant l’interieur du 
triedre, voit la face SAB a droite de la face SAG; retrograde, dans le 
cas contraire. 

On voit cjue, d’apres cette definition, la disposition d’un triedre 
depend de l’ordre dans lequel on nomme les aretes. 

D’une maniere plus precise, la disposition d’un triedre SABG 
change chaque fois qu’on permute entre eiles deux des arötes. Gela est 
evident, d’abord, si les deux aretes permutees sont SB et SG (puisque 
cela revient a permuter entre elles les deux faces du diedre SA); et, 
d’autre part, les deux dispositions SABG, SBAG, par exemple (resultant 
l’une de l’autre par permutation des arötes SA, SB), sont bien inverses 

l’une de l’autre; car, dans leur plan commun, les angles ASB, BSA 
sont de sens contraires et, par consequent (PL, 20), deux observateurs 
places Fun suivant SA, Fautre suivant SB et regardant tous deux 
rinterieur de Fangle ASB, auront Finterieur du trikdre, Fun k sa 
droite, Fautre a sa gauche. 

Puisque les dispositions SABG, SBAG sont inverses, les disposi¬ 
tions SABG, SBGA sont les mämes, de sorte que 7a disposition d'un 
triedre ne change pas par permutation cirmlaire des aretes (on 
donne, en effet, ce nom ä Fopdration qui consiste aremplacer Fordre SA, 
SB, SG par SB, SG. SA ou SG, :SA, SB). 

Lanotion. de disposition s’applique d’ailleurs ä un angle polyedre quöl- 
conque. Un angle polyedre SABGDE.Bera dit cZireci si un observateur place 
suivant SA, les pieds ä cote de S et regardant l’interieur de Langle, voit la 
face SAB k droite de SAE; retrograde, dans le cas contraire. D’apres le 
meme raisonnement qui vient d’etre fait pour les triedres, la disposition 
SABGDE est identique aux dispositions SBGDEA, SCDEAB..., mais inverse 
des dispositions SEDCBA, SDGBAE, etc. 

Bans la demonstration du m“ preeedent, il est clair que la disposition 
du triedre SA'B'G' est inverse de celle du triedre SABG, — autrement 
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dit, que les diMres SA, SA' sont de sens contraires, - p„isane 
qnand .1 artte SA' est venue sur SA et la face A'SC' sar ASC^les 

eecondes faees A'S'B', ASB se soat trouvees de edles diffecents du 
plan AoLi. 

Mais c’est aiissi ce qui peut se voir directement; car, pour passer 
u diedre SA au^diMre SA', il faut : 1 » remplacer le diedre SA par 
son oppose par l’aräte - ce qui n'en change pas le sens (358) - - 
2 remplacer, sur Faröte, le sens SA par le sens oppose SA'. Or nous 
saTOns gue ce dernjer changement intervertit le sens du diedre. 

onc les deux tnedres ont hien une disposition inverse, et il n’est 
pas etonnant que Ton ne puisse pas arriver ä les faire coincider. 

Nous nommerons iHedres symetriques deux triedres tels que SABG 
bABG ou, plus generalement, deux, triedres quelconques. avant’ 
mme es precedents, tous leurs elements correspondants %aux mais 
avec une disposition inverse. ^ ’ 

374. Thöoröme. - Danstout angle tnedre, une face queleonque 

Il sufiira de demontrer la seconde parlie de l’enonce; car, dans 
le triMre SABG ci-con^l’in^ite AS&< A^+g^ est Evidente 
si ASG <; ASB et, dans le cas contraire, resulte de 

l’inegalite ASG—ASB<BSG. 

Pour demontrer cette dernifere, faisons, dans le 
plan de la^e ASG, l’angle A^ = de ma- 

niere que B SG representela difference !AS(^_AS^ 

Nous avons k faire voir que <; B^. 

Prenons les deux Segments SB, SB' egaux entre 
eux puis par les pomts B, B', faisons passer un plan qui coupe les deux 
droues SA, SC (et noa leurs prolongements) l’une en A, rautre en C 
_ Les deux tnangles SAB, SAB' sont egaux, comme ayaut un angle 

=? AA? “S““ ^ <'i>cnn (S A commun, 

ÖB SB par construction) et donnent AB' = AB : donc B'C dgal 

a Li — AB, est plus peut que BG. DJs lors, les triangles SBÜ, SB'C, 
qui ont deux c«tjs egaux et le troisieme inegal, donnent ÄbÖ. 

C. Q. F. D. 
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Corollaire. — Dans tout angle polyedre^ une face quelconque 
est plus pellte qiie la somme des aulres. 

Demonstration tonte semblable äcelle du theoreme analogue (PL, 26): 
pour ün angle polyMre a quatre faces SABGD {fig. 276), on aura, 
successivement, 


; ASB + BSD < ASB + BSG -h GSD 


et le meme raisonnement servirait ä passer au cas d’un angle polyödre 
ä cinq, six, etc., faces. 


375. Polygone» sph^riques. 

Un polygone spherique est une portion de spliere limitee par des 
nrcs de grands cercles (appeles edles du polygone), plus petits qu’une 
demi-circonference, limites ä leurs intersections süccessives. 

Un polygone spherique est dit convexe [fig, de gauche) lorsqu’il est 



•situe d’un seul cöte par rapport a chacun des grands cercles dont font 
partie ses cötes; concave [ßg. de droite), dans le cas contraire. 

Dans le Premier cas (polygone convexe), cliaque grand cercle, con- 
tenant un cöte, divise la sphere en deux hömispheres, dont Tun 
contient toul le polygone; l’interieur de celui-ci est la region B. 
commune aux hemisphöres correspondant ainsi ä chaque cöte (*). 

L’arc de grand cercle mineur qui joint deux points M, N interieurs 
.au polygone ou situes sur son perimötre (mais non tous deux sur un 
möme cöte) est (370, Rem.) Interieur a R, c’est-ä-dire au polygone. 

Des polygones spherique 3 classent, coinme les polygones plans, 

(i) Tout point M compris dans le ^ygone apparlient, d’aprfes la definition de celui-ci, ä 
■chacun des hemispheres ddflnis dans l e texte, donc ä leur partie commune R. Inversement, iin 
point N compris dans R peut dtre joint ä M parun arc mineur, lequel ne saurait (370, Rem.) 
traverser aucun des cötes ni, par consequent, sortir du polygone. 
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d apres le nombre de leurs cötes, le plus simple (') etant le tnanqle 
spherique, ^ 

Remarque. — Un triangle spherique est toujours un polygone 
convexe. Gar, dans le triangle ABC, si 1 arc de graiid cercle AG n etait 
pas tout entier du meme c.öte par rapport au grand cercle AB, il cou- 
perait ce dernier en un point (autre que A) situe entre A et G et serait 

par consequent, plus grand quune demi-circonference, contrairement 
a la definition. 

Relation^ entre les polygones splieriques et les 
angles polyedres. 


, A tout polygone spherique correspond un angle polyedre, ayant pour 
sommet le centre de la sphhre et pour arätes les droites qui ioignent ce 
centre aux dilftments sommets. ce 

Les faces AOB, BOG, etc. de cet angle polyedre sont les angles au 
centre corre&pondant aiix cötes AB, GB, 
du polygone. 

Les diedres de l'angle polyedre onty 
d’aprös le theorem'e n° 371, leurs rectili- 
gnes egaux aux angles du polygone. 

Inversem ent, tout angle polyedre ayant 
pour sommet le centre dune sphere, coupe 
celle-ci suivant un polygone spherique 
ayant,-avec l’angle polyedre, les relations 
que nous venons d’indiquer. 

relative anx 

ces aux diedres d un angle polyMre, on peut däduire une proprie« 

relative aux cotes et aux angles du polygone spherique corresponlnt 

et mversement. , 

En parliculier, le theorSme du u« 374 nous donnera le suivant i Un 
cote cuekonque d un polygone epherique est pte petil que la eomme 

demmeat dtre consideree comme un biannle. SeulpmLt n‘ a93), qui peut erä- 

sontegaz« dnon inßrieurs ä uue demi-eircänference. polygoßfr 
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des autres (d’oü resulte : iin cöte quelconque d'un triangle spherique 
est plus gvand que la difference des deux autres). 

On voit, des lors, comme en Greometrie plane (PL, 26), que 1 arc de 
grand cercle mineur (37.0, Remarque II) qui joint deux poinls est 
plus court que toute ligne polygonale spherique terminee aux memes 
extremites (fig. 278) (‘). 

Get arc de grand cercle est dit mesurer la dis- 
tance sph&rique des deux poinls donnes. 

Gomme pour un angle tri^re ou polyedre, on 
aura ä considerer la disposition d un triangle ou, 
plus generalement, d’un polygone spherique. 
On appellera ainsi (apres avoir expressement convenu d’un sens de 
parcours sur le perimetre du polygone) le sens d’un de ses angles, 
suppose vLi de l’exterieur de la spliere. II est clair que cette disposition 
est la mäme que celle de l’angle polyedre correspondant. 

Deux triangles spheriques sont dits symetriques locsqu ils ont tous 
leurs elements egaux chacun ä chacun, mais different parla disposition. 

G’est ce qui arrive, en particulier, pour deux triangles tels que 
les sommets de Tun soient diametralement opposes äux sommets de 
Taulre. 

376. NouS' venons d’utiliser les r^sultats acquis sur les angles 
' polyedres pour en döduire les proprietes correspondantes des polygones 
spheriques. A partir de maintenant, on peut indifferemment laisonner 
sur les derniers ou sur les premiers, tout tlieoreme obtenu dans 1 une 
quelconque des deux theories donnant immediatement le theoreme 
correspondant de l’autre. 

Nous nous bornerons, en general, h raisonner sur la sphöre, oü les- 
figures sont plus claires '. le lecteur n’aura aucune peine, d apies ce qui 
a ete dit au n» 375, a s’imaginer les figures correspondantes relatives 
aux angles polyedres. La marche que nous allons suivre sera donc le 
plus souvent inverse de celle qui vient d’etre suivie au n“ precMent oü 
nous avons conclu de ceux-ci aux polygones spheriques. 

Nous procederons ainsi des la question suivante, generalisation du. 
n° 27 de Geometrie plane. 

(1) La flgare 278, tout analogue ä la figure 27 de la Geomdtne plane, montre la constractioa 
ä effectuer. 


B 



Fig. 278. 
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Thöorfeme. — Quandun angle 
‘polyedre convexe est interieur ä 
un angle 'polyMre quelconque de 
'tneme sommet [une ou plusieurs 
areles ou faces pouvant etre com- 
munes), la somme des faces de 
Vangle polyedre enveloppe est 
plus petite que la somme des 
faces de rangle polyedre enve~ 
loppant. 

Thöoröme. — La somme des 
faces d un angle polyedre convexe 
est plus petite que quatre droits. 

Ge theoreme est un cas particu- 


K' 



Fig. 279. 


Her du precedent, l’angle polyö^ro 
enveloppant se reduisant, par 
exemple, aux deux demi-plans qui 
constituent les faces d’un de ses 
diedres : la demonstration reste 
valable dans ces conditions. 

Seit, par exemple, un tri^dre 

SABG(y?^. 279).Enprolongeantra- 
rßte SA suivant SA' (les deux demi- 
plans SAB, SAG etant ainsi comple- 
tes jusqu ä leur rencontre suivant 
SA), nous formons un nouveau 


Thöoreme. — Quandun poly- 
gone spherique convexe est inte¬ 
rieur ä un poly gone spherique 
qtcelconque (un ou plusieurs som- 
mets ou cötes pouvant etre 
cotmnuns, fig. 280, 280 bis), le 
perimetre du poly gone enveloppe 
est inferieur ä celui du poly gone 
enveloppant. 


E 



C' 



La demonstration est exacte— 
ment la m6me qu’en Geometrie 
plane, ainsi que le montrent les 
figures 280, 280 bis oü, pour plus 
de facilite, les notations ont ete 
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triedre SA'BG, dans lequel on a : 


BSG <BSA'-|-A'SG 


ou 

4ar _ 

ce qui donne bien 

^ 4- ASG' < 4^’- 


prises conformes a celles de la 
G-eometrie plane (PL, 27). 

La demons-tration continue ä 
s’appliquer quand le polygone en- 
veloppant est remplace par deux 
demi - grands cercles tels que 
ABF, AEF (/?^. 281). 

Donc : 


Gelte demonstration correspond, 
sur la Sphäre, ä celle qui consiste ä, 
comparer le perimfetre du triangle 
ABG- {ßg. 281) ä la somme, neces¬ 
sairement plus grande, des deux 
demi-grands cercles ABF, AGF. 

Le cas d’un angle polyfedre ä un 
nombre quelconque de faces se 
ramene de procbe en proche ä celui 
du triödre en prolongeant, jusqu’k 
rencontre, les plans de deux faces 
adjacentes a une möme troisieme, 
ce qui a pour effet de diminuer 
chaque fois d’une unit6 le nombre 
des faces. La marche ainsi suivie 
correspond exactement k la suite 
de constructions spberi'ques repre- 
sentee (ßg. 281). 



Theorfeme. — Le perimetre 
d’un polygone spJierique convexe 
est inferieur ä la, circonference 
d’un grand cercle. 


376 bis. B’apres ce qui precede, pour, que trois arcs de grand 
cercle (moind're que la demi-circonference) puissent ätre les cötes d’un 
meme triangle spherique, il faut : , 

1° que chacun d’eux soit inferieur ä la somme des deux autres; 

2° que leur somme soit plus petite qu’une circonference entiere. 

Nous allons montrer que, r^ciproquement, trois arcs b, c satis-^ 
faisant ä ces condüions soni les cötes d’un meme triangle spherique.. 

Pour fixer les idees, soit BG = a le plus grand de ces trois arcs. 
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Sur un grand cerele quelconque [ßg, ci-contre), prenons un pareil 
arc BG. Le lieu des points A tel que la distance spherique BA soit egale 
ä c est un cercle G- (en general, petit cercle) de pöle B et qui divise la 
spliere en deuxcalottesdont l une contient Bj deux de cespoints w/' 
soutsitnes sur le grand cerele BG, dont 1 un, w',entreB et G (outout au 

plus en G, puisque a > c). De 
ni^me, le.lieu des points tels que 
leur distance spherique ä C soit 
de h est un cercle H de pöle G, et 
deux de ces points n', n" sont sur 
le grand cercle BG, dont l’un, n, 
entre B et G (ou tout au plus enB). 
Si les deux cercles ainsi traces 
se coupent (en dehors du grand 
cercle BG), leur point d’interseclion 
A sera le troisieme sommet d’un 
triangle spherique repondant a la question. Nous allons voir que tel 
est le cas, si les arcs a, b, c satisfont aux conditions des n®® 375 bis 
et 376. 

B’apres la premifere d’entre eiles, en suivant BG de B en G, on Irouve 
n' avant m'. 

B’apiAs la seconde, en parcourant de B en G Taro majeur BG, on 
trouve m" avant n'' (sans quoi la somme des deux arcs Bm", Cn" et de 
1 arc mineur BG serait egale ou superieure ä une circonference entiere). 

Le point n' etant, par rapportau cercle G, dans lameme calolte queB, 
tandis que n''est dans l’autre calotte, il est clair que le cercle H, qui 
joint Tun ä l’autre ces points n', n”, doit couper G. 

c. Q. F. D. 


m' 



I 

! 

i 


Gorollaire. — Les conditions des n“® 374 et 376 sont süffisantes 
pour qu on puisse construire un triedre avec trois faces donnees. 


377. Triedres supplemcii- 
taires. 

Bemme. — Si, par un point 
d'un plan^ on mene deux demi- 
droites, Ihme' perpendiciilairey 


Triangles splieriqnesi po- 
laxpes. 

Bemme I. — L'drc de grand 
cercle mineur qui joint un point 
quelconque^ de la sphere d l’un 
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i'autre oblique ä ce plan, ces 
deux demi-droites formenl un 
angle äigu ou oblus, suivanl 
qu’elles sont du meine cöte du 
plan ifig. 282) ou non [ßg. 
282 öis). 


des pöles A d'un grand cercle 
donne, est plus petit ouplus grand 
qu'un quadrant, suivant que le 
pole A est ou non, par rapport au 
grand cercle donne, dans le meine 
hemisphere que le point B. 




Gar la projection Ob, sur le 
plan considöre, de la demi-droite 
oblique donnöe OB est dans un 
mSme plan avec celle-ci et la 
demi-droite perpendiculaire OA : 

l’angle ^01^ est plus petit que 



Car le demi-grand cercle AB et le 
grand cercle donne se coupent en 
un point I {fig. 283, 283 &*s), tel 
que l’arc AI soit egal l un qua¬ 
drant. Get arc Alest d’ailleurs evi- 
demment superieur ou inferieur ä 



si OB et OA sont du möme AB, suivant que les points A et B 

cote de 0& {fig. 282), et plus sont du meme c6te 283) ou de 
grand que lui dans le cas contraire cötes differents {fig. 283 bis] du 
{fig. 282&is). point I. 
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Däfmition. — Etant donne un 
trit’dre SAßG, elevons, par lesom- 
inet S, une demi-droile SA' per- 
pendiculaire au plan SBC, du meme 
cule de ce plan quel’arete SA; une 
demi-droite SB' perpendiculaire 
au plan SGA, du raßme cöte de ce 
plan que l’arete SB; une demi- 
druite SG' perpendiculaire au plan 
SAB, du mame cöte de ce plan que 
l’arete SC. 

Le triedre SA'B'G', qui alestrois 
demi-droites ainsi construites pour 
arötes, est dit suppUmentaire du 
premier. 


Definition. ■— Soit ABC un 
triangle spherique(/?p'. 284). Soient 
A', celui des deux pöles du grand 
cercle BG qui est situe (par rapport 
ä ce grand cer¬ 
cle) dans le 
meme liemi- 
sphere que A; 

B', celui des 
deux pöles du 
grand cercle CA 
qui est(parrap' 
port au grand cercle GA), dans le 
möme hemisph^re cjue B; G', celui 
des pöles du grand cercle AB qui 
est dans le möme hemisphere que 
G. Le triangle spherique A'B'G' 
est dit le triangle polaire de ABG. 


A .A' 



II est visible que deux triedres ayant leuT sommet commun au 
centre d’iine sphere, et supplemeniaires Vun de Vautre, decoupent 
sur la sphere deux triangles spMriques polaires Vun de Vautre (et 
reciproquement). 


Thöoröme. — Si un triedre est 
supplementaire d'un autre, reci¬ 
proquement celui-ci est supple- 
mentaire du premier. 


Thöoröme. — Bi un triangle 
est polaire d'un autre, inverse- 
ment celui-ci est polaire du pre¬ 
mier. 


Soit, en effet, ABC un triangle spberique {fig. 284) dont A'B'C' est le 
polaire. G' etant un pöle de AB, Tarc de grand cercle AG' est egal ä un 
quadrant, et il en est de möme de l’arc AB', pour une raison analogue : 
d’oü resulte que A est un pöle de Tarc de grand cercle B'G' (370 bis). 

Ge pöle est d’ailleurs bien, par rapport au grand cercle B'G', dans le 
möme hemisphere que le point A. Gar cette conclusion et la partie de 
Ihypothese d’apres laquelle le point A' est, par rapport au grand 
cercle BG, du möme cöte que A, expriment, en vertu du lemme I, un 
seul et möme fait : ä savoir, que la distance spherique AA' est inferieure 
ä un quadrant. 
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Lemme II.— Etant donnes deux demi-grands cercles AMA', ANA 
termines ä un diametre commun, si P esi 

A 

le pöle du prämier situe, par rapport ä 
celui-ciy dans le meme hemisphere que le 
second, et Q, le pöle du second situe, par 
rapport ä lui, dans le meme hemisphere 
que le premier, Varc de grand cercle PQ 
est supplerrtentaire de Vangle des deux demi- 
grands cercles donnes. 

D’aprös le n“ 371 bis, il suffit, pour arriver 
ä cette conclusion, de demontrer que, si M 
et N sont les points oii nos deux demi-grands cercles rencontrent le 
grand cercle de pöle A, les arcs MP et NQ sont de sens contraires. 
Or, cela est manifeste, puisque, d’apres l’hypotliese, Parc MP a le sens 
MN et l’arc NQ, le sens NM. 

On en deduit immediatement : 



Thöorfeme. — Quand deux 
iriedres sont suppUmentaires, les 
faces de chacun d'eux sont les 
Supplements des diedres de Vau-- 
tre. 


Thöoreme. —^i deux trianglei 
spheriques sont polaires Vun de 
Vautre, chaque cöte de Vun est 
supplementaire de f angle corres- 
pondant de Vautre. 


Les points B', G', sommets du second triangle, et pöles des cötes AG, 
AB du premier ont, en effet, par rapport ä ces cötes, la disposition 


admise dans le lemme precödent. 

378. Le theoröme precedent per- 
met de passer de proprietes rela¬ 
tives aux faces d’un triedre ä, des 
proprietes relatives aux diödres, et 
inversement. Par exemple, les 
tlieorömes des n®® 374-376 nous 
dönnent les consequences sui- 
Tantes : 

Thöoröme .—D ans tout triedre: 

Chaque diedre, augmente de 
deux droits, est plus grand que 
la somme des deux autres; 

Geometrie. II. 


Le passage d’un triangle sphe- 
rique ä celui qui est polaire du 
premier permet, connaissaut les 
proprietes des cötes du premier, 
d’en deduire des proprietes des 
angles du second et inversement. 
C’est ainsi que Fon a le double 
tbeoröme suivant : 

Thöorfeme.— 1“ Chaque angle 
d’un triangle spherique augmente 
de deux droits, est plus grand 
que la somme des deux autres; 

5 
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2® La mnme des trois diedres 
est plu!^ grande que deux droits. 


GEOMßTRlE. 

2“ La somme des angles d’un 
triangle spherique est comprise 
entre deux droits et six d7'oits. 


i» Soieiii A, B, G les angles du triangle eonsidere. Les cötes a, b, c 
du triangle spherique polaire du premier seront 

a = 2‘^’- —A. 

• &=.2'*'' —B, 

C=:2‘^’' —G, 

et puisque Ton a (375 bis) 


il viendra 


a<b-hc, 

2^>-_ A<2'*’‘ — B-+- S'*’'— C 


laqiielle est bien(^) equivalente ä 

A -f- 2'^’- > B -f- G 

2“ Oll a egalement (376) 

a b ~t~' c 

ce qui donne Tinegalite 

2<*’- _ A-4- 2''’- —B -4- 2''’' — G < 4'"’ 

equivalente (-) ä 

A-h B 4-G > 2''’- 


C. Q. P. D. 


Remahqüe. — La somme Ah-Bh-G est evidemment inlerieure ä. 
puisque chacune de ses parties est plus petite que 2'*’'. 

litk'iproquement, si trois angles diedres A, B, G satisfont aux condiLions 
prMcedeiiles, ils appartiennent ä im meme diedre. Gar si a, b, c designent 
les suftphuueats de A,B,C, les inegalites A+^2‘^‘‘>'B 4-C, B+'2^'‘>'C-f-A, 
C 4 > A -f B, A + B 4- G > 2^'’ sont respectivement equivalentes ä 

fi<6 -f e, 6 < c4-u, c<;a 4- ö, a4- b-{- c<. 4**^ Donc, il existe un triedre 
avant pour laces a, b, c et dont le supplementaire est le triedre chorchö. 

De meme, on peut construire un triangle spherique ayant trois angles 
A, ß, C de grandeurs donnees, du moment que chacun de ces angles, 
augmentes de deux droits, est nlus grand que la somme des deux autres et 
que ieur somme totale est plus grande que deux'droits. 

il; lioir Lecms d'Algebre, deC, Bourlet, Livre II, chapitre ni, ii° 62. 

i,ii W 
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379. Ca&s dL’eg;alite . des Cas d’egalite des triaix- 
triedres. ^les splieriques. 

1" cas d’6galit6. —Deux trie- . 1®'cas d’egalitö. — Sur une- 

dres sont egaux ou symetriques, meme sphere ou sur des spheres 
lorsqu'ils ont une face egale ad- egales, deux triangles spheriqucs 
jacente ä deux diedres egausc sont egaux ou symetriques s'ils 
chacun d chacun. ont un cöte egal adjacent ä deux 

angles egaux chacun ä chacun. 

Soient les triangles ABC, A'B'G' qui ont le cöte BG=B'G' adjacent 

aux angles B = B';G = G'. Supposons d’abord que ces deux triangles 
aient meine disposition. 

Si nous transportons le second sur le premier de inaniere ä amener 
B'G' sur son egal BG, le sommet B' en B, G' en G, puisque les 

angles B, B sont egaux et de möine sens, le cöte A'B' prendra la direc- 
tion AB et, de möme, le cöte A'G', la direction AG et il-y aura coinci- 
dence complöte. 

Si les deux triangles n’avaient pas la möme disposition, l’im d’eux 
auruit la rnöme disposition que le symetrique de l’autre et serait, par 
cousequent, egal ä ce symötrique. 

B-EMARque. — Le raisonnement pröcedent montre que dewcc Crianp^es 
spheriques egaux comcident du momenl quun cöte de l’un comcide 
avec le cöte correspondant de Vautre (les sommets qui viennent en 
coincidence etant les sommets correspondants). De meme, deux triedres 
egaux co'incident necessairement si une face de Vun co'incide avec. 
la face correspondante de Vautre (en supposant que les aretes en 
coincidence se correspondent). 

2“ cas d’ögalitö. — Deux trie- 2® casd’egalitö. —Deux trian- 
dres sont egaux ou symetriques, gles spheriques sont egaux ou 
lorsquHls ont un diedre egal symetriques s’ils ont un angle 
coinpris entre deux faces egales egal compris entre deux cötes 
chacune ä chacune. egaux chacun ä chacun. 

Les deux triangles ABG, A'B'G' ayant Tangle A = A' compris entre 
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les cötes AB AG , AG—A'G' et etant, pour commencer, supposes 
avoir meme dispo^ition, nous pouvons faire coincider les angles egaux 

et de möme sens A, A. Le cöte A'B' prendra alors la direction AB et, 
puisque ces deux cÖtes sont %aux, le point B' viendra en B. De mßme, 
G' viendra en G. 

Si^ les deux triangles n’avaient pas m^me disposition, ils seraient 
synaetriques au lieu d’etre egaux. 

Deux triangles spheriques egaux coincident si un angle de Fun 
comcide avee son liomologue de Tautre. De möme, deux triedres egaux 
coincident si, les sommets coincidant, un diMre de Tun coincide avec 
son homologue de l’autre. 


3« cas d’ögalitA ~ Deux trie- 3“ cas d’ögalitö. -Deuxtrian- 
dres sont egaux ou symetriques gles spheriques sont egaux ou 
lorsqu ils ont les ti ois faces ega- symetriques s’ils ont les trois 
les chacune ä chacune. cötes egaux chacun ä chacun. 


Soient les deux triangles ABC, A'B'G'qui ontBG=B'G', GA=: G'A', 
AB ■ Supposons que ces deux triangles aient m6me disppsition. 

Si nous faisons coincider les cötes egaux B'G', BG (B' venant en B et 

G en G), le point A' viendra dans le 



möme hemisphöre que A par rapport au 
grand cercle BG. 

Si cesdeuxpoints A, A'ne coincidaient 
pas, les points B, C seraient (en vertu de 
rhypotheseAB=zA'B', AG=: AG') sur 
le grand cercle mene (372) perpendicu- 
lairement au milieu de AA', de sorte 


. _ grand cercle serait celui möme 

sur lequel serait situe le cöte BG. Or, le grand cercle BG ne peut pas 
passer par le milieu de AA, puisque nous venons de voir qu’il laisse 
es points A et A' dans un möme liemispliöre. 

Ici^encore, les deux triangles seraient symetriques s’ils n’avaient pas 
Ja meme disposition. 


Hemarque. - La construction du u- 376 bis permet de construire 
eaectivement, surune Sphäre donue'e, uu triaugle spherique ayaut trois 
coles donnes (sous les conditions de possibilite rappeldes dans ce n"). 
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G’est, sur la spliere, l’analogue de la deuxieme construciion fonda- 
mentale (Pi., 86) du, Livre II. Quant ä la preoniere construction 
(PL, 85), nous avons appris ä l’effectuer sur la sphere, au n“ 372.Nous 
pouvons donc transporter ä la geometrie spherique (voir ex. 489, p. 79) 
toutes les constructions du Livre II, Ghapitre vi (ä Lexception des 
constructions 10, 14, 16). 

Enfin, on a un quairieme cas d'egalite qui n’a pas son analogue 
dans les triangles plans: 


4“ cas d’ögalitö. — Deux trie- 
dres sont egaux ou symetriques 
lorsqu’ils ont les trois diedres 
egaux chacun ä chacim. 


4“ cas d’ögalitö. — Deux trian¬ 
gles spheriques sont egaux ou 
symetriques s’ils ont les trois 
angles egaux chacun ä chacun. 


Gar, dans ces conditions, les triangles spheriques respeetivement 
polaires des premiers (377) sont egaux ou, symetriques entre eux, 
d’apres le troisiöme cas. 

Remarque. — Dans chacun des deux premiers cas, on peut distin- 
guer les sens des angles qui sont supposös egaux. Gela n’est pas pos- 
sible dans le troisifemö cas, mais Pest encore dans le quatri^me. 


379 bis. Deux triedres qui ont leurs aretes paralleles chacune ä 
chacune et de meme sens sont egaux. 

Gar ils ont leurs elements egaux et (359, Remarque) la möme dis- 
position. 

II en resulte evidemment que deux triedres qui ont leurs aretes 
paralleles chacune ä chacune.et de sens contraires sont symetriques. 


379 ter. Thöoröme. — Quand 
deux triedres ont un diedre 
inegal compris entre faces egales 
chacune ä chacune, les troisiemes 
faces sont inegales et au plus 
grand diedre est opposee la plus 
gründe face. 


Thöorbme. — 8i deux triangles 
spheriques d'u7ie meme sphere 
ont un angle inegal compiüs entre 
cötes egaux chacun ä chacun, les 
troisiemes cötes S07it inegaux et 
au plus grand angle est oppose 
le plus grand cöte. 


Les deux triangles ABG, A'B'G' etant supposes de möme dispo- 
sition, avec A'B' = AB, A'G' = AG, A' <i A, transportons le second sur 
le premier de mani^re ä faire coincider les cötes egaux A'B', AB (A'en 
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A 



A, B' en B). Gj, nouvelle position de G', 
sera, par rapport ä AB, dans le meme 
hemisph^re que G et les cötes issus de A 
se succederont dans Tordre AB, AGi, 
AG. Le grand cerele Gr mene perpendi- 
culairement au milieu I de 00^ passera 
par A et laissera AB du mAme cöte (^) 
que AGi : donc (372) BG,,< BG. 


380. Ti'iedre isoscele. 

On nomme triedre isoscele, 
celui qui a deux faces egales. 

Tont triedre qui est superpo- 
sable ä son symetrique e&t isos¬ 
cele. 


Triangle sphevique isos¬ 
cele* 

Le triangle spherique isoscele 
esl celui qui a deux cotes egaux. 

Tout triangle spherique super- 
posable ä son symelrique est 
isoscele. 


Gar nous sayons qu’une teile Superposition n’est pas possible (les 
dispositions dtant inverses) de maniAre que cliaque sommet vienne sur 
son hömologue, c’est-ä-dire sur celui qui lui est, au dApart, diamötra- 
lement oppose, et eile ne peut.avoir lieu d’aucune aiitre maniere si les 
trois cötds sont inegaux. 


RAciproquement, tout triedre 
isoscele est superposable ä son 
symetrique. 


Reciproquement, tout triangle 
spherique isoscele est superpo¬ 
sable ä son symetrique. 


Si A'B'G' est symetrique de ABG et que Ton ait AB = AG, les deux 
triangles ABG, A'G'B', qui (moyennant l’ordre que nous venons 
d adopter pour les sommets dans chaeun d’eux) ont meme disposition, 
sont egaux {2® cas d'egalite). 


ThAorAme. — Dans un triedre 


ThAorAme. — Dansun triangle 


isoscele, les di&dres opposes aüx spherique isoscele, les angles op~ 
faces egales sont egauxposesaux cötes egaux sont egaux. 

Gar, dans la Superposition du triangle ABG (AB= AG) avec son 

(l)Ghacan des arcs AB, AC, est,par rapport ä G, tout entier dans un meme liemisphere (Yoir 
376, Remarque). 
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symetEiqiie A'G'B', l’angle qui coincide avec B est Fangle G : ces deux 

/\ /\ 

angles sont donc egaux, et il en est de meme de B, G. 

Röciproquemeiit, si, dam. un In^ersement, tout triangle 
triedre, deux diedres sont egaux, spherique qui a deux angles 
le. triedre est isoscele. egaux est isoscele. 

Gar, si ABG est un triangle spherique dans lequel AB = AG; A'B'G' 
son symdtrique, les triangles'ABG, A'G'B', qui ont mönie disposition, 
sont egaux d’apres lepremiercasd’egalite et donnent AB = A'G'=AG. 

Th6oröme. —Dansuntriangle 
spherique, ä des angles inegaux 
correspondent des cötes inegaux, 
et, inversement : au plus grand 
angle correspond le plus grand 
' cöte {ßg. 285). 

M6me demonstralion que dans le plan (PI., 25). ^ 

Si, dans le triangle spherique ABG, hangle B est plus petit que G, 
on pourra, h Fint(5rieur de ce dernier285), 
mener un arc de grand cercle GD faisant 

avec GB un angle egal a B et qui, etant inle- 
rieur ä ö, coupera necessairement le cöte AB 
en un point D. 

On voit alors que AG est plus pelit que B 

AD H- DG = AD + DB = AB. fig. aso. 

Gorollaire. — Ge theoröme peut encore. s’enoncer : Dans un 
triangle spherique, deux cutes quelconques sont ranges dans de 
meme ordre de grandeur que les angles qui leur sont opposes. Par 
Gonsequent aussi, ä deux cdtes inegaux correspondent des angles 
inegaux et au plus grand cöte le plus grand angle. De möme, dans 
un triedre, ä deux faces inegales sont opposes des diedres inegamx 
et, d la plus grande face, le plus grand diedre. 

382. La theorie des triMres ou des triangles spheriques offre, ainsi 
que le lecteur n’a pu manquer de le remarquer, une grande analogie 



381. Theoreme — Dans tout 
triedre, les faces opposees d des 
diedres inegaux sont inegales, 
et au plus grand diedre est 
opposee la plus grande face. 
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avec celle des triangles rectilignes. Un certain nombre de propositionSy 
telies que le theoreme du n“ 374, les proprietds du triedre isosceie, lei 
trois Premiers eas d egalite des triedres, etc., sont manifestement tout 
ä fait semWables aux theoremes fondamentaux relatifs aux triangles, 
les diedres etant substitues aux angles et les faces aux cötes. 

Mais il est, d’autre part, bien clair que la ressemblance entre les 
deux tbeories n’est que partielle, la difference tenant surtout (‘) ä ce 
que les cÖtes d’un triangle plan — qui sont des Segments de droites - 
sont remplaces par les faces du triedre, qui sont des angles, ou par les 
cötes du triangle spberique, qui sont des arcs de cercles, egalement 
mesurables en degres, minutes et secondes, ou en grades, ou en radians. 

Ainsi, la somme des cötes d un triangle spberique est plus petite 
qu'une circonference de grand cercle, alors qu’il n’y a aucune limite 
assignable ä la somme des cötes d’un triangle rectiligne; la theorie des 
triangles semblables n a pas d’analogue sur une sphere donnee (ni, par 
consequent, pour des triedres) : si on doublait les cötes d’un triangle 
spliericfue, le nouveau triangle .ainsi forme n’aurait aucun rapport 
simple avec le premier; il pourrait meme ne päs'exister (si la somme 
, es cötes devenait supörieure ä la circonference) : en tout cas, il 
n aurait pas lesmömes angles que le premier, puisque (4" cas d'egalite) 
deux triangles. spheriques qui ont les mömes angles sont egaux ou 
symetriques; etc. 


383. Thöoräme. — La condition necessaire et süffisante pour 
qu-un grand cercle et un cercle quelconque se coupent ä angle droit 

est que le prtmwr contienne les pöles du second. 

Soient I un point commun aux deux cercles; IT, It, les tangenles 
au grand et au petit cercle en ce point; P, P', les p61es du petit cercle; 
0, le centre de la.sphere (ßg. 286). 

La condition mdiquee dans benonce est süffisante; car, si le grand 
cercle passe par P, P', son plan contient deux droites non paralleles 
en^e elles et toutes deux perpendiculaires ä It: ä savoir, le diametre 
P et le rayon 01. Ge plan, et, par suite, la tangente IT sont donc 
perpendiculaires ä If, 
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La condition esl d’ailleurs necessaire: car, si les deux cercles se 
coupent k angle droit, le plan du grand cercle contient les deux 
droites IT, Ol, perpendiculaires a It. II est 
donc lui-meme perpendiculaire acette droite, 
par suite au plan du petit cercle et contient, 
des lors, le diametre PP', perpendiculaire ä 
ce dernier plan menee par le point 0. 

Corollaire. — Par un point pris sur 
une Sphäre, on peut mener un grand cercle 
perpendiculaire ä un cercle donne de cette 
Sphäre : et on n’en peut mener qu’un seul, 
si le point donne n'est pas un pöle du cercle 
donne. 

Le grand cercle repondant ä- la question 
sera ddtermine par le point donne A et les 
pöles P, P'du cercle cherchd. Fig. 286 . 

On remarquera qu’il existe deux arcs de 
grand cercle issus du point A et perpendiculaires au cercle donne; 
ä savoir, ceux qui aboutissent aux deux points I, I' oü ce cercle est 
eoupe par le grand cercle dont l’existence vient d’dtre dtablie (‘). 

384. Thdorferne. — 8i, par un point d'une Sphäre, on mäne les 
deux arcs de grand cercle perpendiculaires ä un cercle donne et 
divers arcs de grands cercles obliques au mäme cercle {^), les arcs 
perpendiculaires sont, l’un plus court, Vautre plus long que tous 
les arcs obliques. 

Un arc oblique est d’autant plus long que son extremite est plus 
eloignee de celle de Varc perpendiculaire Icplus court. 

Soient A le point donne; P, celui des pöles du cercle donne qui est, 
par rapport ä, ce cercle, du meme. eöte que le point A; AI, AL, les deux 
arcs de grand cercle perpendiculaires, dont le second est celui qui 
contient le point P ä son interieur; AK, AK', AK", les divers arcs 
obliques [fig. 287). 

(1) Nous considörons eiclusivement, ici, les arcs issus du point A et termines ä leur premier 
point d'intersection avec le cercle donne. Si l’on ne tenait pas compte de cette restriction, 
le nombre des arcs perpendiculaires serait supdrieur ä deux : par exemple, Tarc AP'l' [fig. 286) 
repondrait encore ä la question. 

(2) On doit tenir compte de la note precedente. 



P' 





GliOMETRIEL. 

ä" l/’arc AK est superieur ä AI, mais inferieur ä Ar. Gar si nous 
monons 1 arc de grandcercle PK, le triangle splierigue APK donne 

AK > PK — PA, AK < PK -f- PA, 

.^ ^ 

—PA = PI — PAr=AI 
1 j PK 4-PA = PP-f-PA = AP; 

V / 2“ Supposons que les points K, K' du 

\v • / cercle donne soient tels que les arcs IK, IK 

soient egaux. II en est alors de meine des 
Cordes de ces arcs et le point I est egalement 
des deux points K, K^ Gomme le 
point P jouit de la meme propriete, le lieu des points de la spliere 
egalement distants de K et de K' est le grand cercle PI. Gelui-ci eon- 
lenant le point A, les cordes AK, AK' sont bien egales, et aussi, par 
cons^quent, les arcs de grands- cercles eorrespondants. 

3” Soitmaintenant, sur le cercle donne, un point K" tel que IK" >- IK. 
Nous pouvons d’ailleurs supposer (^), moyennant ce qui vient d’ötre 
Aläbli (2«), que les deux points K, K" sont du meme cöte du point L 
Menons les arcs de grands cereles PK, PK". Le point K dtänt intörieur 

ä l’angleÄ, on a^< Les triaBglee APK, APK" ont donc 
un angle inegal (en A) compris entre cotfe egaux cbacun k cliacun, 
d’oüAK<AK". , 

AT • • ' 

AI est dit Ib, distance spherique du point A au cercle KIKT.^ 

Remarque. — Le resultat precedent (3“) reste vrai si le point A 
coincide avec le point I, de sorte que (comparer PL, 64), le point I' est, 
sur le cercle consid^re, le plus eloigne' de I. 

Cas d’un gj'and. cercle« 

le cercle donne est un grand cercle, la plus courfe distance 
spherique de k ä ce c&t'cle est infeneure (qu, au plus egale) ä un 
quadrant et la plus gründe distance AI' superieure {ou,- au moins 
egale) ä un quadrant, gmsquB AI=^IP^AP et que (370 bis) AP 
nst egal a un quadrant. ^ 

(1) Comparer PI., 29. 





ANGl.ES POLYEDRES. GEOMETRIE SPHERIQUE. 75 

Goroliaire. — 1. Dans un triangle spherique rectangle, un cöte 
de rangle droit est aigu, droit ou obtus en menie temps que Vangle 
'qui lui est oppose ; car, (Jans la fig. 287, on peut supposer que le 
•cercle K K'K" est un grand cercle et, d’autre part, on voit que 1 angle 
■en K est aigu pour le triangle A E I et obtus pour le triangle AKT. 

IL 8i chacun des deux cötes de L’angle droit est plus petit qu un 
quadrant, il en est de oneme de Vhypotenuse, puisqu’on a, alors 
EA«<EP, d’apres le n“ pröeedent (3“). , 

385. Coordoimees spheriques (^). 

De mfeme qu’on fixe la position d^un point dans un plan ä l’aide de 
deux coordonn4es, on peut obtenir le meme resultat sur une sphere 
{les coordonnees etant toutefois, dans ce cas, non plus des longueurs 
rectilignes, ruais des angles ou, ce qui revient au meme, des arcs de 
grands cercles). 

Pour cela, on fera choix d’un diamfetre fixe PP' dont les extremiles 
■sont appelöes pdles. Sur le grand cercle de pöles P, P' {fig- 288), ou 
equateur, on aura fait cboix d'un point 
originO'A et d’un sens positif, qui sera 
le sens trigonom^trique (sens inverse 
de celui des aiguilles d’une montre) 
pour un observateur place le long de 
P'P, la. t4te du.cote de P. 

Gela pose, tout arc de grand. cercle 
donne l, positif ou negatif, dit longi 
tude, pourra 6tre considere comme 
porle, k partir de A, dans le sens cor- 
respondant, sur l’equateur, et donnera 
une seconde extremite bien döterminee 
m. Parw passeraun demi-grand cercle 
bien determine P'wP termine en P' et 
P, dit rneridien. Si, en second lieu, on se donne un deuxieme arc de 
grand cercle (positif ou n%atif, mais qui sera inferieur ou egd ä un 
quadrant) L, ce dernier, dit latitude, sera considere comme porte a partir 
de m sur le rneridien, vers P ou vers P' suivant qu’il sera positif ou ne- 
. gatif. Geci donnera un point bien determine M de la surface spherique. 

(1) Gomparer Tisserand et ÄnDoyER: Icpöws de Cosmographie, Livre I, claapitre I, n 3. 
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Inversement, par tout point de la sphere (autre que les pöles) 
passera un meridien Men delermine donnant, sur Tequateur, un point 
determine m; d ou une latitude determinee L et une longitude l deter- 
minee, comme lenseigne la Trigonometrie, ä. un multiple pres de 2::, 
et qu onpourra, en particulier, supposer au plus egale ä la demi-circon- 
ference, soit (en radians) ä 7t (auquel cas eile representera la distance 
spherique Am). Les pöles seuls ont, avec une latitude egale en valeur 
absolue a un quadraut, une longilude completement indeterminee. 

Ges deux coordonnees, longitude et latitude (^), permettant de fixer 
la Position d’uu point sur la sphere, permettent, par consequent, de 
fixer la direction d’une demi-droite arbitraire issue du centre. Ce prin¬ 
cipe est fondamental en Astronomie. 


EXERGICES 


474. Dömontrer directement la preraiöre partie de Tenonce du n“ 374 (sans 
prendre la seconde partie couime intermediaire). (On imitera la marche suivie dans 
le texte, en remarquant qu’on peut supposer la soinme de deux faces plus pellte 
que 2 droits, le theoreme ölant evident sans cela:) 

475. ^ La sorame des angles que fait une demi-droite issue du scmmet d’un triedre 
et interieure ä ce triedre avec les Irols aretes est comprise entre la somme des faces 
du triedre et la moitie de cette somme. La somme des angles que fait une demi- 
droite quelconque issue du soramet d’un angle polyedre ä n faces avec les aretes est 
plus gründe que la demi-somme des faces, et plus petite que (n-1) fois cette demi- 
somme. 

Enonces correspondants sur la sphere. 

475 his. La soinme des angles d’un polygone gauche (exercice 424) de n cötes est 
plqs petite que 2n-k droits (imiter la marche suivie PL, 44 bis). 

476. La somme des diedres d’un angle polyedre convexe ä n faces, ou la somme 
des angles d’un polygone spherique convexe de n cötes, est plus grande que 2n-4 
droits. 


(1) En Astronomie (voir Tisserand et Akdover ; Lepons de Gosmographie, n“ 4,9) on est conduit 
ä appliquer ces principes dans des circonstances differentes et avec des choi.v differenls de la 
ligne PP , de Sorte que les mots de pöles, equateur, meridien, longilude, latitude sont, suivaiit 
les cas, remplaces par ceux de zenith et nadir, honzon, veriiral, azimut, hauleur ou uöla? 
eqtiateur, cercle horaire, ascension droiie, dedinaison. Les mots azimai (ou azivmlh) et hau- 
eur sont relatifs au cas oii PP' estla verticale en un lieu determine dela surface terrestre. 

iNous les retrouverons, ä ce titre, au Livre X (n" 560-579). . 
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477 La somme des angles que fait une drohe quelconque avec deux plans perpen- 
diculaires enlre eux est plus petile qu’un angle droit, ä moins que la droile ne soit 
perpendiculaire ä rinlersecLion des deux plans. 

478. Une droite variable (passant par un point fixe) ne peut tendre en meine 
lemps vei's deux positions-limiles differentes (*). 

Lorsque deux droites variables tendent chacune vers une position-liinite, leur angle 
tend vers une valeur egale ä l’angle des deux posilions-limites (*). 

Lorsque trois droites (passant par un menie point fixe) tendent chacune vers une 
position-limite (*), et qu’elles-sont conslamment dansun möme plan, leurs positions- 
limiles sont dans un möme plan. 

479. Les plans bissecteurs des diedres d’un triedre se coupent suivant une möme 

droite. , i n- 

II en est de mßme lorsqu’on remplace deux des diödres par leurs supp e- 

i.es droites ainsi obtenues sont au nombre de qualrej eiles formen! le Heu des 
points egaleinent distants de trois faces du triedre. 

Enonces correspondants sur la sphere. II existe buit petits cercles inscnts ou 
ev-inscrits ä un triangle spherique donne, c’est-a-dire tangents aux cotes du triangle 
ou ä leurs prolongements. 

479 bis. Les droites menees, dans le plan bissecteur du Supplement (®) de chaque 
diedre d’un triedre, perpendiculairement ä l’aröte de ce diedre et par le somraet, 
.sont dans un raöme plan, egalement incline sur les trois faces. ^ 

Queis sont les autres plans ögalement inclines sur les trois faces? Enonces 

correspondants sur la sphöre. 

480 Les bisseclrices des Supplements (») des faces d’un triödre sont dans un 
meine plan; de meine, les bisseclrices de deux faces et du Supplement de la troi- 
sieme. Ghacun des plans ainsi olitenus fait des angles dgaux avec les trois ar6tes. 

Les plans menes perpendiculairement aux faces d’un triedre, par les bisseclrices 
de ces faces, se coupent suivant une möme droile, perpendiculaire au plan «msidere 
a l’exercice precedent. (Sur la sphere, on trouve ainsi les pöles du cercle circonscrit 

ä un triangle). . , i « 

Quel est le lieu des points egalement distants des trois arßtes d un triedre. 

481. Les medianes d’un triangle spherique sont concourantes (n’est pas distinct 
du thöoreme de möme enonce pour le triangle rectiligne de memes sommets). 

Les plans menes par chaque arete d’un triedre et la bissectrice de la face opposee 

se coupent suivant une rahme droile. , . 

Les plans bissecteurs des suppldments des diedres^ d’un tribdre coupent respectivc- 
inent les faces opposees suivant trois droites d’un meme plan. 

482. Les plans menes, par chaque arete d’un triedre, perpendiculairement ä la 
face opposee, se coupent suivant une meme droite. (Se ramene au theoreme 
corresponaant du plan en coupant le triedre par un plan perpendiculaire a une 

aröte.) 

(1) Voir la definition du mot limite dans la Geometrie - Paf® »2, et en Arithmötique 
(Tannehv, Lepons d’Arithmitique theorique pra/igae, chap. 

(2) Nous nominons ici, pour abreger, Supplement dun angl ( et le urolonce- 

diUre) forme par l'un des cötes de cet angle (ou l’une des faces de oe diedre) et le prolonge 

ment de l’autre. 
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Le> luiuleurs d’un triangle splierique (grands cercIes menes par chaque sommet 
perpeadiculairemeut au cule oppose) sont concourantes. 

Las draites nienees, dans chaque face d’un triedre, par le sommet, perpendiculuire- 
nienl ä l arete opposee, soiit dans un mßme plan. 

(tue deviennent les droiles et plans dont l’existence fait l’objet des exercices 479-482 
lorsiiu’on passe d’un triedre ä son supplementaire ou d’un triangle spherique au 
triaagle polaire du preinier ? 

483. Les projeclions Sa, Sb, Sc des aretes SA, SB, SC d’un triedre sur les faces 
opposees sont les aretes d’un nouveau triedre, dont les diedres ont pour plans 
bissecleurs les plans S.\a, SBö, SCc (Utiliser ex. 461 et PL, ex. 71). 

484. Deux Iriedres supplementaires ont la meine disposition. 

485. Dans tout triedre isoscele, le plan bissecteur du diödre compris entre les 
deux faces egales est perpendiculaire ä la troisieme jTace et la divise en deux par lies 
egales. 

Reciproquement, un triedre est isoscele : 

p Si le plan bissecteur dun diedre est perpendiculaire ä la face opposee; 

•2“ Si le plan qui passe par une arete et la bissectrice de la face opposee est per- 
peudiculaire ä celte face. 

De la bissectrice d’une face d’un triedre, on voit la plus grande des cleu.x autres 
faces SOUS un angle diedre obtus et la plus petite sous un angle diedre aigu. 


486. Les enonces des exercices 5 (S“), 7, ll, 12, 17 de la geomötrie plane ne sont 
piis exacts en geometrie spherique. 

Si le plan bissecteur d’un diedre appartenant ä un triödre passe par la bissectrice 
de la face opposee, il ne s’ensuit pas necessairement que le triedre soit isoscöle. 

Si la mediane dun triangle spherique (arc de grand cercle mineur qui joiiit un 
sommet au milieu du cöte opposA) est ög'ale ä un quadraut, eile est en inöine tenip.s 
liissectrice de l’angle qui la coraprend (que le triangle soit isoscele ou non), et egale 
ä la demi-somme des c6tes de cet. angle. 

Si eile est plus petite qu’un quadrant, eile fait avec le plus grand des deux cötes 
AB, AG qui la coiuprennent un angle plus petit qu’avec l’autre; eile est (sauf lo ca.s 
du triangle isoscele) plus grande que la bissectrice de l’angle BAG, liniilee au 
troisieme cüte (^); eile est plus petite que la demi-somme des deux cöLes AB, AC, 
laqiu-lle est elle-meme plus petite qu’un quadrant. Mais les inegalites contraires ont 
lieu si la mediane est plus grande qu’un quadrant. 

(Gotte seconde partie se ramene ä la premiere en remplagant le sommet A d’oü pari 
la mediane par le point diametralement oppose.) 

Beciproques. L une d elles s enonce : Si une mediane d un triangle spherique est on 
nieme temps bissectrice de l’angle qui la comprend, ou bien eile est egale a un 
quadrant, ou bien le triangle est isoscele. Enonces correspondants pour les ■ triedre.s. 

Dans le triedre SABC, on mene la bissectrice de l’angle form.4 par une dos 
arfites SB, SC et le prolongement de Tautre. L’angle forme par l’arete SA avec cette 


{It Pour demontrer ce dernierpoint,.il:est ndcessaire de s’assurer que, si ia mddiane est nlus 
petite quun quadrant, le cötd BG sur lequel eile tombe ne peut pas comprendre le pied H de 
arc iwrpendieulaire le plus long (384) mene de .4 sur le grand cercle BC. A cel effet, on notora 
dirgraadTeSrAH^’*^^’ sont 4 un quadrant de A ne sont autres que Les pöies 
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droite differe de Paiigle di’oit d’une quantite comprise entre la demi-somme ei la 

demi-difference des faces iCs^ Figure correspondante sur la sphere. 

436 bis. L'hypotenuse d’un triangle spherique rectangle cst plus pelite quTm 
quadrantsi les deux cules de l’angle droit sorit de meine espere (c’est-ii-dire tous 
deux inlerieurs ouitous deux superieurs ä un quadrant), et plus gründe qu un qua- 
draiit s’ils sont d’espece differente. 

L’exercice 16 (PI., Uv. I) s’elend-il aux triangles spheriques rectangles? 

487. Si, dans un quadrilatere spherique convexe, les cötds opposes sont egaux, les 
diagonalesse coupent mutuelleraent en parties egales. Leurpoint d inlersection est le 
pule du grand cercle qui passe par les points d’intersection des cöles opiwses. 
(.ULiliser liv. \T1). Deux sommets consecutifs et les points diamelralement opposes aux 
deux autres sapimets sont sur un möme cercle, 

.Dans un quadrilatere {losange spherique) dont les quatre cöles sont egaux, les 
diagonales sont, en oulre, perpendiculaires entre eiles. 

Si, les cöles opposes etaut egaux, les diagonales sont egales, leur poinl d’intersec¬ 
tion-et les points dUntersection des cöles opposes sont les somrnets dun triangle 
trirectangle. Les quatre angles du quadrilatere sont alors egaux entre eux. 

488. Si un grand cercle varie en restant constamment tangeilt i un petit cerele 
fixe G, et qu’on prenne, parini les deux pöles du grand cercle, celui qui est situe 
dans le mSme hemisphöre que Q, cepöledecrit un petit cercle G', qui est dlt polaire 
du Premier. La relation entre C et G' est röciproque, c’est-ä-dire c^ue le polaire de G 
li'est autre que C. 

489. Resoudre effectivement (voir ci-apres, p. 83: Note de la ün des problömes du 

5“ Livre), a l’aide de constructions spheriques et, au besoin, deconstructions planes, 
les problömes suivants : ' 

a) Trouver le point diamelralement opposö ä un point donne; 

b) Faire passer un grand cercle par deux points donnös j 

c) Faire passer un cercle par tröis points donnes de la sphere. Trouvei les pöles 

d’un cercle donne ; ' _ _ . , j - 

d) Mener, d’un point donne, un grand cercle.perpendiculaire sur un cercle donne; 
ß) Diviser en deux parties egales l’angle de deux grands cercles. Divisei en deux 

parties egales un arc de cercle quelconque. 

f) Par un point donne de la sphere, mener un grand cercle faisant avec un 
grand cercle donne un angle egal ä un angle donne. Minimum de cet angle ; 
Gonstruire un triangle sphörique : 
p)‘Gonnaissant deux cötes et Pangle compris ; 

h) Oonnaissant deux cötes et l’angle oppose ä Fun d’eux ; 

i) Gonnaissant un cöte et deux angles (^) (discussion); 

j) Gonnaissant les trois angles; 

k) Gonstruire un triangle spherique rectangle, connaissant l’hypotenuse et un 
angle adjacent ou un cöte ; 

L) Tracer un cercle tangent ä un cercle donne en un point donne et passant par 

un aülre point donne; _ - j . j 

m) Tracer le grand cercle tangent ä un cercle donne en un point donne de ce cercle; 


(1) On remarquera que, si les angles donnes ne sont pas tous deux adjacents au cote donne, 
on ne peut pas proceder comme en Geomdtrie plane (85, constr. 8) : i l fautrecounr a la con- 
sideration des triangles polaires (377), comme pour la construction suivante. 


so 
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n) Mener, d’un point quelconque de la sphere, un grand cercle tangent ä im 
petit cercle donne (pour cette con.structionet la suivante, utiliser ex. 488). Discussion; 

o) -Mener un grand cercle tangent ä deux petits cercles donnes. Discussion j 

p) .Mener, d’un point donne comme pole, un cercle qui coupe un cercle donne ä 
angle droit j 

q) Construire un petit cercle tangent ä trois grands cercles donnes; 

r) Construire un cercle tangent ä un cercle donne en un point donne et tangent 
ä un autre cercle donne. 

490. Tracer un grand cercle sur lequel deux petits cercles donnds interceptent 
des arcs egaux ä des arcs donnes. 


491. Sur une sphere solide, on suppose marquds les pöies .(385) et un point A de 
l equateur, pris comme origine des longitudes. Trouver (effectivement) la longitude 
et !a latitude d’un autre point M donne arbitrairement sur la surface. Inversemenl, 
marquer le point ayant une longitude et une latitude donnees. 

492. Elant donnes trois cercles sur la sphere, il existe un cercle et un seul qui 
partage chacun d’eux en deux parties egales. Quel est le plan de ce cercle? 

493. Etant donnes deux grands cercles tangents ä un meme petit cercle G, un 
Iroisieme grand cercle quelconque tangent ä G.forme avec les deux premiers un 
Iriangle spherique de perimetre constant. 


494. Construire (effectivement) un triangle spherique connaissant un cöte, un 
angle adjacent et la somme des deux autres cötes (donnee par un arc de grand cercle 
egal 4 celte somme). 


495. Construire (effectivement) un triangle spherique, connaissant un angle, une 
hauteur (ex. 482) et le perimetre. (Utiliser ex. 493; deux cas ä distinguer). 

496. Trouver les conditions pour qu’un quadrilatere sphdrique soit circonscriptibbs 
ä un cercle. 


497. D’un point de la sphere, exterieur ä un petit cercle donne, on lui mene Jes 
deux grands cercles tangents (ex. 489, n); pour quelle position du point ces deux 
grands cercles font-ils le plus petit angle? 

498. Le grand cercle qui passe par les milieux M, N descöldsAB, AG d’un trian-lo 
spherique coupe le grand cercle BC aux milieux des deux arcs. qui ont pour exlre- 
nntes le point B et le point diametralement oppose ä. C. Le pöle du grand cercle MN 
est ega erneut distant de B et de C et les arcs de grands cercles qui le joignent ä B 

i4nd cmleS i IVo de 
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PROBLEMES 

PROPOSfe SUR LE CINQUIEME LIVRE- 


499. Mener une droite rencontrant deux droites donnees sous des angles 
donnes C). 

500. Couper un angle polyedre ä quatre faces par un plan suivant un Parallelo¬ 
gramme (^). Quand ce Parallelogramme est-il un losange ou un rectangle ? ,, 

501. Lieu des projections d’un point donne sur les plans qui passent par une 
droile fixe. 

502. Lieu du milieu d’une droite de longueur constanle qui s’appuie sur deux 
droites rectangulaires, non situees dans un meme plan. 

503. Deduire de l’exercice 425 le Iheoreme analogue dans le plan (PL, 195). 

Si les deux tri angles ABC, A'B'C' sont tels que les droites AA', BB', CG' concourent 
en un mßme point 0, les poinls d’intersection de BG avec B'C', de CA avec C'A', 
de AB avec A'B' sonten ligne droile. 

(On remarquera que la flgure plane ainsi formöe peut 6tre consideree comme 
k projeclion d’une flgure teile que cello qui fait l’objet de l’exercice 425). 

504. Unit poinls A, B, C, D, A', B', G', D' (dont les quatre premiers ne sont pas 
dans un möme plan, non plus que les quatre derniers) sont leis que les droites 
.\A', BB', CG', DD' passent pur un mßme point 0. Montrer que les droiles d’inter- 
seclion du plan B'C'D' avec BGD, du plan G'D'.\' avec CDA, du plan D'A'ß' avec 
DAB, du plan A'B'G' avec ABC, sont dans un meine plan. 

Deduire de lä le Ihdpreme (PI., 195) dont il est parle dans l’exercice precedent 
(onsupposera, pour cela, les droites OAA', OBB', OCG' dans un meme plan). 

505. Un plan quelconque divise les cötes d’un polygone gauche dans des rapports 
qui ont pour produit l’unile. La redproque est vraie dans le cas du quadrilatere, 
mais non pour les polygones de plus de quatre cötes. 

506. Elant donnees deux demi-droiles OA, OB, issues d’un point 0 d’un plan etdu 
möme cöle de ce plan, mener, dans celui-ci, la droile faisant avec OA et OB des 
angles dont la somme soit minima. 

507. Etant donnees deux demi-droites OA, OB issues d’un point 0 d’un plan et 
de cötes differenls de ce plan, mener, dans celui-ci, la droite faisant avec OA et OB 
des angles dont Ta difference soit maxima. 

508. Par un point 0 pris sur l’arele d’un diddre, on mene, dans les deux faces, 
des droites OA, OB faisant avec l’aröte un mönie angle determine. Montrer que, si 

cet angle n’est pas droit, l’angle AOB ne varie pas proportionnellement au diedre. 

(1) Yoir la nole placee ö la fin des problöines du V‘ livre. 

GEOMfiTRIE. II. ® 




GEOMETRIE. 

1.« - iivisui «ii* l'antrle a"o^ au rectiligne du diedre est-il Croissant ou decroissanl 
ceiui-t-i augiucnle ? 

i.a düfereat-e des angles que fait une droite avec deux plans est inferieuro ä 
i iiSitde de ces deux idans. 

äiu. La diflerence des angles que fait un plan avec deux droites est inferieure ä 
rangle de ces deux droites. ' , 

:,ü. r.orsqu’une droite et un plan variables tendent chacun vers une position- 
üüiite, leur angle tend vers l’angle que fait la position-limite de la droite avec la 
n.idUoit-iimite du plan. 

5!-2. Etant donnes deux plans et une droite, faire passer par celle-ci un plan qui 
f inii-' ave.; les deux preniiers un triedre isoscele. 

(Wstineuer deux cas, suivantque les deux faces egales doivent 6tre dans le.s deux 
plans donnes, ou l’une d’elles dans le plan cherche). 

ölö*. Si on coupe un triedre trirectangle (c’est-ä-dire qui a toutes ses faces 

droites ei, par suite, tous ses diedres droits) SA^ par un plan quekonquo : 

! I.e triangle de section ABC a pour point de rencontre de ses hauteuixs la 
{.rojeidioa M du point S sur le plan ABC; 

2‘ Cliucun des triangles SBC, SCA, SAB est moyen proporlionnel enlre sa 
|.rujeclioü sur le plan de section et la section ABC; 

;i" La sotnme des carres des aires de ces trois triangles est egale au carre de 
l'aire du triangle ABC. 

ol4. fitant donne un triangle .4.BG, trouver un triedre trirectangle dont les arölu.s 
passent par les sonnnets de ce triangle. — Condition de possibiJite. 

öl4 Couper un triödre trirectangle par un plan de maniere que la section 
soil egale ä un triangle donne. 

515. Trouver un triedre trirectangle dont les ardtes se projettent sur un plan 
passant par le sommet suivant trois droites donnees. — Condition de possibilile. 

ölt). Si tpialre points A, B, C, D sont tels que la droite AB soit perpendiculaire 
a CB et la droite .AG a BD, la droite AD est aussi perpendiculaire ä BG. 

Les trois somines .AB' -f CD“, .4C“ -f- BD®, .AD® 4 - EG® sont egales entre eiles. 

alf. Llant donnes trois plans qui se coupent suivant une möme droite et une 
'i.ani-droile (non parallele ä l’intersection commune) dans Tun d’eux, il exisle un 
triedre tel ijue chacun des plans donnes passe par une aröte et soil perpendiculaire 
ii la iace opposee, l’une des arctes etant la demi-droite donnde. 

518. feint donn6es trois droites dans un möme plan et un plan P passant par 
1 une delies,^ il existe un triedre tel que chacune des droites donnöes soit perpen- 
dkulaire ä l’une des arötes et situee dans la face opposee, l’une de ces faces etant 
dans le plan P. 

(\oir exercices 625-626, les reciproques analogues pour les exercices 479-481)'. 

.*19. (Generalisalion de 1 ex. 454). Etant donnees deux droites D, D', non situees 
dans im möme plan, soient pris un point A sur D, un point A' sur D', puis encore 
deux pomts .M, M' sur D et D' respecUvement, tels que AM = A'M'. 
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Lorsque M, varient (de maniöre que AM reste egal a A'M'), le plan 
(exercice 446), lieu des points tels que la iilTerence des carres de leurs distances ä 
M et ä M' seit egale ä une quantite donnee passe par l’une ou l’autre de deux 
droites fixes IIi, Hj. Tons les points de Hj ou de Hg sont tels que la difference des 
carres de leurs distances ä I), D' soit dgale ä A®. Lieux de Hi et de Hg lorsque (A et 
A' restant fixes) on fait varier A. ' 

Lorsque (A ayant une valeur donnee) A et A' se deplacent, les droites et 
reslent paralleles ä des plans fixes j 'toute droite rencontre une droite II 2 
quelconquc. 

Par tout point tel que la difference des carrds de ses distances ä D et ä D' soit 
egale ä A^, il passe une droite Hj et une droite Hä- 


Wote. — Dans tous les problfemes de cönstruction (exerc. 42-i, 426, 426 bis, etc.j, nous sup- 
posons, sauf indication speciale du contraire (voir ci-dessous], qu’on sache : 

Faire passer un plan par Irois points donnes; 

Prendre Pintersection de deux plans; d’une droite et d’un plan ; 

Eflectuer, dans un plan donne d’une facon quelconque dans l’espace, les constructions con- 
nues de la Geometrie plane. 

Cetle supposition est purement conventionnelle, puisqu’il n’existe aucun nioyen de rdaliser 
prutiquementcesopdrations. Toutefois, la Geometrie descnptive apprend ä representer par des 
tiguresplanes lesfigures de l’espace ; et, dans ce mode de reprdsentation, les constructions 
qne nous venons d'enumeror peuvent etre effectudes avec la regle et le c.ompas. 

Nous noraraerons constructions effecHves celles qui devronl 6tre realisees sans le bdneflco 
de la Convention prdcddente. 



LIVRE VI 

LES POLYEdRES 


CHAPITKE PREMIER 

NOTtONS GI^N^RALES 



Fig. 289. 


386. Definitions. - On nomme polyUre ißy. 289) un volume 
limite par des siirfaces toutes planes {*). Les portions de plans qni 

coinprGnnent ainsi cntre gIIgs le polyödrG 
en sontditGS les faces. ChaquG face, etant 
limitee par ses intGrsections avGc les faces 
voisines, est un polygone : les cötes de ce 
Polygone fpar exemple AB, ßg. 289) sont les 
arHes du polyedre, et Ton yoit que chaque 
arßte est commune ä deux faces f^). Les 
sommets des memes polygones (par exemple A, ßg. 289) sont les 
...... du polyedre : chacun d’eux est commun ä plusieurs facel 

( rois au moms) et est le sommet d’un angle polyMre formd par 

On nomme diagonale du polyedre, tonte droite qui joint deux 

nisont oonsiaisrcoSTmTpdjMrerquS Lliji°s aön' f“ P'«»» (PI- 21),- 

autrement dit ne se compose pas de nlusienr/nolr «lont la surface-limite est d’un seid ienant, 
(2) Dans certains ca? sLgll /ps uTS sdpardes les unes des autres 

sommet est sommefcomm?feSeursaS^^^^^ ! deux faces, ou uu 

casexceptionnels.dus en rdalitdVce que p?sieuL les faces du solide; ces 

confondre, ne se prdsentent pas dans iL ' Plusieurs sommets viennent se 

jamais dans ce qui va suivre. polyödres convexes. Nous ne les rencontrerons. 
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sommets non situes dans la m^me face ; plan diagonal, tont plan 
qui passe par trois sommets sans etre une face. 

Un polyödre est dit convexe [ßg. 292), s’il est situe tont entier d’un 
seul et meme cöte par rapport au plan d’iine quelconque des faces, 
prolonge indefiniment; il est dit concave, dans le cas contraire. 

ün polyedre convexe a pour, faces des polygones convexes j ca.r si 
une ardte F {ßg. 290) n’etait pas tout entiere du m^me cöte d’une 




Fig. 291. 


aröte AB appartenant ä, cette face, eile ne serait pas tont entiere du 
möme cöte de la face F' contigue ä F siüvant AB. 

De möme, Vangle polyedre form4 par les faces aüenanl d un meme 
sommet d'un polyedre convexe est toujours convexe. 

Une droite ne peut couper lasurface d'un polyedre convexe en plus 


■s 



Fig. 292. Fig. 293. 


de deux points : sans quoi {ßg. 291) les deux points de rencontre 
extrömes ne seraient pas du meme cöte par rapport ä ,1a face qui 
passe par Fun des points de rencontre intermödiaire, 

Nous avons classe les polygones plans d’apres le nombre de leurs 
cötes : une pareille Classification ne conyient pas aux polyedres, 
parce que, dans deux polyedres qui ont le meme nombre de faces, 
celles-ci peuvent ötre assemblees de fagon tres differentes : c’est le 
cas des polyedres representes par les fig. 289, ,292» 293, lesquels ont 
chaeun six faces. 





GEOMETRIE, 

■ 387. On nomme mface la figure determinee par des 

portions de plans paralleles ä iine meme droite (ces plaus etanl 
limites ä leurs intersections successives (^), toutes paralleles entre 
elles (Ghap. ii) et appelees aretes de la siirface) {fig. 294). 

Theoreme. ■ Les seciions d'une surface prismatique jpar des plans 

paralleles entre eux [mais non aux 
aretes) sont despoly 'gones egaux. 

Soient ABCDE, Ä'B'C'D'E^ {fig. 294) 
les sections d’iine surface prisma¬ 
tique par deux plans paralleles. Pour 
demontrer que ces deux polygones 
sont egaux, il nous suffit (PL, 50) de 
demontrer que les triangles ABC, 
A'B'C' sont egaux et de meme sens, 
ainsi que les triangles ABD, A''B'D'-' 
ABE, A'B'EL Or, les cdtes homologues 
de ces triangles sont paralleles (par 
exemple, AG,parallele ä A'G'), comme^ 
Fig. 294. . • sectioiis de plans paralleles pär un 

troisieme, d’oü resulte : d’abord, que 
ces cötes sont egaux (par exemple, AG = A'C'), comme cötes 
opposes de parallelogrammes, et ensuite que les angles formes entre 
eux sont egaux et de meme sens (333). 

On nomme section droite d’une surface 
prismatique, une section par un plan 
perpendiculaire ä la direction commune 
des aretes. D’apres le theoreme prece- 
dent, toutes les sections droites d’une 
meme surface prismatique sont des poly¬ 
gones egaux. ■ 

On nomme prisme un polyedre compris 
entre une surface prismatique et deux 
plans paralleles entre eux (mais non aux 
aretes de la surface prismatique) (/{y. 29S). Las faces oomprises 

primSr' ■!"» fl»“ »•«»«oulife-,. d.rnler oo,.p, la 
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dans ces deux derniers plans sont les öases du prisme, tandis que 
celles qui appartiennent ä la surface prismatique sont les faces 
UiteTülßs et que les aretes de la surface prismatique douneut les 
nreies laterales. D’apres le theorame precedent, les bases d’un 
prisme sont des polygones egaux. Les faces laterales sont toutes 
des parallelogrammes, les aretes laterales sont toutes egales entre 
eiles. 

On voit encore que, si Ton se donne la base ABCDE [ßg. 29o). 
d’un prisme et une arete Kk! en grandeur et direction, il suffira, 
pour construire le polyedre, de mener les aretes BB', CG , etc., 
egales et paralleles ä AA'. 

On nomme hauteuf d’un prisme, la distance 
(345) des plans des bases (UHL ßg. 295). 

Lorsque les bases sont des sections droites 
de la surface prismatique, le prisme est dit 
droit [ßg. 296). 

Dans ce cas, bien entendu, la hauteur n’est 
autre que Tarnte laterale; les faces laterales 
sont des rectangles. fig. 29 c. 

On peut classer les prismes d’^ipres le nom- 
bre des faces laterales, egal au nombre de cötes du polygone 
de base. Ainsi un prisme pourra ötre triangulaire, quadran- 
gulaire, pentagonal(/i^. 295), etc. 

388. Theoreme. — L’aire laterale d'un prisme est egale au produit 

de l'arete laterale par le perimetre de 
la seciion droite. 

Soit le prisme ABCDE A'B'C'D'E^ 
{ßg. 297) dont la section dröite est 
abcde, de Sorte que ab, bc,... sont 
tous perpendiculaires ä la direction 
des aretes laterales. La face ABA B , 
qui est un parallelogramme, est egale 
au produit de sa base AA' par sa 
hauteur, laquelle n’est autre que ab, 
la face BCB'G', au produit de sa base 
BB' par sa hauteur 6c; etc.-Donc Faire 
laterale (c’est-ä-dire la somme des aires des faces laterales) est 
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bien egale au produit de i’aröte laterale, valeur commune de 
AA', BB',.*. par la somme ab+bc~\-cd -j- de~^ea. c. o- f. d. 

389. On appelle pamllelepipede un prisme qui a pour bases des 
paraiielogTanimes {ßg. 292). Toutes les faces sont alors des parai- 
lelogrammes. Un par^allelepipede peut etre considere comme prisme 
de trois facons differentes^ deux faces opposees quelconques (dans 
la ßg. 292, ABGD et A'ß'C'D', ou ABA'B' et GDG'D', ou BGB'C' et 
ADA'D ) pouvaiit etre choisies comme bases. 

Le solide a douze arßtes, egales et paralleles quatre ä qiiatre. 


Tböoröme. — Dans un parallelepipede^ les diagonales se coupent 
en un meme poini, siiue au milieu de 
chacune d’elles. 

Un paraiielepipöde ABCDA'B G'D' 
c a quatre diagonales AC', BD', 

CA', DB'. Nous avons äprouver que les 
milieux de deux quelconques d’entre 
eiles, AC' et BD', par exernple, coinci- 
PiG. 288. dent. Or c’est ce, qui resulte de ce que 

figure ABC'D' ayant les c6tes AB, 
ÜC egaux et paralleles, est un Parallelogramme. 

390. Un parallelepipMe droit est un parallelöpipöde qui est en 
m6ine temps un prisme droit, c’est-ä-dire dont les arötes laterales 
sont perpendiculaires au plan de la base. 

On nomme parallelepipede rectangle, un parallelepipede droit qui 
a pour base un rectangle. Toutes les faces sont alors des rectangles. 

Un parallelepipede reetangh est un prisme droit, quelle que soit la 
face consideree comme base, puisque chaque arete est perpendicu- 
laire ases xoisineset, par consequent, aux plans des faces qu’elles 

determinpnt -x 



Au contraire, un parallelepipede droit qui n’est 
n’est un prisme droit que dune seule facon. 


pas rectangle, 


390 bis. Les longueurs de trois arötes, non paralleles entre 
e es par exempb des trois arötes issues d’un möme sommet) 
un parallelepipede rectangle, en sont dites les trois dmensions. 
Deux parallelepipedes rectangles dont les dimensions sont 
egales chacune a chacune sont evidemment dgaux 
üunomme cubenn paralleWpipMe rectangle qaiasestrois dimen- 
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sions egales entre eiles, de sortequetouteslesfaces sonldescarrds» 

Deux cubes de mörae ar6te sont egaux. 

TJn parallelepipede oblique, qiii a toutes ses arötes egales et les 
angles de toutes ses faces egaux ou supplementaires les uns des 
autres, est dit un rhomboedre. Dans un solide de cette forme (qui 
appartient ä certains cristaux importants, tels que le spath 
d'Ulande), toutes les faces sont des iosanges egaux. Ön peut 
evidemment choisir un sommet (et meme deux sommets opposes) 
■oü tous les angles sont egaux. 


391. Thöoreme.. — Dans un parallelepipede rectangle^ les diago¬ 
nales sont igales. Le carre d’une diagonale est egal d la somme des 
carres des trois dimensions. 



Fia. 299. 


Dans le parallelepipede rectangle ABGD 
A'B'C'D' (^^, 299), les diagonales AG', BD' 
sont egales, car le quadrilatere ABG'D est 
un rectangle (la droite AB etant perpendicu- 
laire au plan BGB'G', lequel contient BG'). 

De plus on a AG'^ = BD'^ = AB* •+ ’ 


d’aprös le thöoröme du carre de riiypotdnuse. 
Mais Ä^*est, d’apr&s le.möme theoreme, egal a AA' + 

Donc on a bien AG'* = AB* AA'* + A'D'* = AB + AA' + AD • 


392. On nomme pyramide {fig. 293, 300) un polyedre dont toutes 
les faces naoins une ont un sommet commun (dit sommet de la Pyra¬ 
mide). II est clair que cette definition rexieiit 
ä la suivante: une pyramide est le solide obtenu 
en coupant un angle polyedre par un plan qui 
rencontre toutes les ardtes. La face situee dans 
ce plan secant est dite la base de la pyramide : 
les autres sont les faces laUrales et les aretes 
issues du sommet sont les aretes laterales. 

II est clair qu’une pyramide est determinee 
par sa base et son sommet; les faces laterales 
,sont les triangles qui ont pour sommet commun le sommet de la 
Pyramide et, pour bases respectives les cötes de sa base. 

On nomme hauteur d’une pyramide, la perpendiculaire abaissee 
du sommet sur le plan de la base [fig. 300, SH). 



Fig. 300. 
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393. Thsorems. — Lo, section d'une pyi^cnnids püv un plan j^avai-' 
leie ä sa base esi semblable ä cette base. 

i AutrBnißnt dit, les sections d'un anylß polybdre pav des plans 
paralleles sont sernblables entre elles). 

Le rapport de similitude des deux polygonesest egal au ropport des 
distances de leurs plans respectifs au sommet (ou au rapport des 

Segments qne ces plans intercepteni., sur 
une arete quelconque, ä partir du som¬ 
met). 

Soit la Pyramide SABCDE [fig. 301) 
coupee par le plan A'B'C'D'E' parallele ä 
la base et que nous supposerdns, poiir 
fixer les idees, situe du möme cdte du 
sommet que cette base. Considerons trois 
sommets quelconques, A,B et D, par 
exemple, et les sommets correspondants 
A', B',. D' de la section. Les cötes AB, 
BD, DA sont respectivement parallöles 
aux cötes correspondants du Lriangle 
A'B'D' et de m^me sens {^) : ces deux triangles ont donc les angles 
egaux chacunä cliacun; ils sont sernblables et de mdme sens. Leur 
rapport de similitude est egal (dans les triangles sernblables, SAB, 
SA 

SAB'), au rapport —, rapport qui est d’ailleurs egal (336, coroll.) 



aux rapports analogues 


SC . . , SH 

etc., ainsi qu au rapport —des. 

SH 


distances du point S aux deux plans paralleles ABGDE, A'B'G'D'E^ 

Si alors nous prenons l’homothetique än polygone A'B'C'D'E' (par 


rapport ä un pöle quelconque situe dans son plan), avec pour 
rapport d'homothötie, le polygone ,sera tel que les 

triangles AjBjCj, AjBjDj, etc., seront respectivement egaux ä 
ABC, ABD, etc., et de meme sens: il sera donc %al ä, ABCDE (PI., öO). 


Remarque. D une fagon generale, le raisonnement precedent. 
montre quVn joignmit a un point fixe totis les pmnts bHune figure 


festeötaieut Se part et d’autro da S, les cötds 
»ansebangement. ' J^RAriaures subsisteraiont 
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plane et coupant les droites de joncüon par un plan parallele ä celui 
de cette figiire^ on ohtient une figure semblable ä la premiere. 

0. Q. F. D. 

Corollaire. — Les aires de la base et de la section consideree dans 
le ilieoreme precedent sont entre eiles comme les carres des distances du 
sommet ä leurs plans respeclifs. 

Ceci n’est que rapplication, aux polygones en question, du 
tlieoreme du n° 257 (PL, liv. IV). 

394. Une pyramide reguliere (SABCDE, ßg. 293) est celle qui a 
pour base un polygone regulier et dont la hauteur tombe au centre 
de ]a base (SO,/?£?. 293). 

Toutes les arötes laterales d’une pyramide reguliere sont egales 
(comme obliques egalement ecartees du pied de la perpendiculaire 
SO); toutes les faces laterales sont les triangles isosceles egaux 
(comme ayant les trois cötes egaux chacun ä chacun). La hauteur 
issue du sommet, dans Tun quelconque de ces triangles (SH, ßg. 293) 
a reQU le nom dCapotlieme de la pyramide reguliere. 

Theoreme. — L'aire laUrale d'une pyramide reguUh'e est egale 
au demi-produit du perimhire de la base par l apotheme. 

Dans la pyramide reguliere SABCDE {ßg- 293), le triangle SAB a 
pour mesure le demi-produit de l’apothöme SH par le cöte AB; le 
triangle SBC, le demi-produit de l’apotheme par le cöbe BC; et ainsi 
de suite. Donc l’aire laterale, c’est-ä-dire la somme des triangles 
SAB,SBC, SCI), SDE,SEA, a pour mesure le demi-produit de l’apo- 
tliöme par la somme AB -|- BC -f- CD -I- -f EA. 

394 Ms. On classe les pyramides d’aprbs le nombre de leurs faces 
laterales (egal au nombre des cötes de la base) en triangulaires, 
quadrangulaires., pentaganales., etc. 

La Pyramide triangulaire a regu le nom de Utraedre [ßg. 300). 
Elle a en tout quatre faces (le moindre nombre qu’un polyedre puisse 
posseder) toutes triangulaires. Un tetraedre peut etre regarde comme 
Pyramide de quatre fagons differentes, une face quelconque pouvant 
ötre prise comme base. 

Taut polyedre peut etre decomposi en pyramides. 

En effet : . ; 

l“ Si le polyedre est convexe, il peut etre decompose en pyra- 
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mides ayant, pour sommet commun, un sommet du polyedre et 
pour bases respectives, les faces qiii ne contiennent pas ce sommet; 
ou encore, ayant pour bases, successivement, toutes les faces du 
polyedre et pour sommet commun un point Interieur; 

2° Un polyedre concave peut etre decompose en polyedres 
convexes (lesquels se decomposent eux-memes en pyramides, ainsi 
qu il vient d’etre dit) : il suffira, pour cela(^), de prolonger indefini- 
ment les plans de toutes les faces : on decomposera ainsi l’espace 
en plusieurs regions, dont un certain nombre, lesquelles seront 
evidemment des polyedres convexes, constitueront par leur ensemble 
le polyedre donne. 

Comme tonte pyramide peut ^tre manifestement decomposee en 
pyramides triangulaires (il suffit de diviser le polygone de base en 
triangles], iout 2 ^olyedre esi decomposable en tdtraedres. 


EXERGIGES 


^ 520. Toute droite menöepar le point d’intersecLion des diagonales d’un paralliMö- 
pipöde est divisde par ce point et la surface du polyedre en deux parties dgales. 

521. iltant donoöes trois droites, dont deux quelconques ne sont pas dans un 
mtoe plan, construire un paralldldpipede qui ait une arßto sur chacüne d’elles (2). 

521 öis. Lien du centre du paralldldpipfede precddent, lorsque, deux des droites 
restant fixesj la troisierne se meut parallelement ä elle-ni6me dahs un plan dotiiic!. 

522. Si les diagonales d’un paralleldpipede sont toutes egales, le parallelepipede 
est rectangle. 

523. Constiuire un cube, connaissant la longueur d’une de ses diagonales. 

524. Soient A,C'deux sommets opposds d'un paralldlepipAdeABCDA’B^C'D'; B, D, 
A', les sommets voisins du point A; D',B',C, les sommets voisins du point 
Prouvev : 


1“ Que la diagonale AC' passe par les centres de gravitd des triangles BDA.', D'B'C; 
2“ Qu’elle est divisee par ces deux points en trois parties dgales; 

3“ Si le paralldldpipede considdrd est un cube, .les triangles BDA', D'B'C sont 
dquilateraux et la droite AG' est perpendiculaire k leurs plans. 

^ 525. On coupe un cube par un plan perpendiculaire ä une de ses diagonales. 
Etudier la forme de la seclion, en supposant que le plan prenne toutes les positions 
possibles sans cesser d’Stre perpendiculaire a la diagonale. 

Gas oti le plan de section est perpendiculaire au milieu de la diagonale. 


(1) Comparer PL, 148. 

4 de construction, il est tenu compte de la note placda 

A la fan des problfemes du livre prdcödent : on se servira donc de la Convention formulöo 

en cet endmt, sauf, lorsqu’il Sera question de constractions e;fecn'ves. 
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526. On appelle tetra'edre regulier celui dont toutes les achtes sont dgales et, par 
consequent, toutes les faces eqiiilaterales. 

Montrer que les sommets d’un cube peuvent 6tre divisds en deux groupes, de 
maniere que les sommets de chaque groupe soient ceux d’im tetraedre regulier. 

527. Si un point se deplace daiis le plan de la base dune pyramide regulieie et 
d l’interieur de cette base, la somme de ses distances aux faces laterales reste 

constante. • 

La somme des Segments interceptds par les faces laterales sur la perpendiculaire 
au plan de base menee par ce point reste dgalement constante. 

Que deviennent ces proprietds lorsque le point considere devient ext^rieur au poly-. 
gone de base, tout en restant dans son plan? 

528. Les droitesqui joignent les sommets d’un tdtraedre aux centres de gravite 
des faces opposdes concourent en un mfeme point, qui divise chacune d’elles dans le 

rapport de 1 ä, 3. , a ■ + 

Les droites joignant les milieux des ardtes opposdes passent par le mßme point, 

lequel divise cbacune d’elles en deux parties dgales. 

529. Si trois segments de droites, non situds dans un mfime plan, passent par un 
mdme point et y sont divises chacun en deux parties dgales, on peut trouver, et 
de plusieurs manieres, un tetraddre tel que les milieux de ses ardtes soient les 
extrdmites des segments considerds. 

530. Si, par ladroite qui joint les milieux des deux ardtes opposdes d’un tetraedre, 
on mene un plan qui coupe deux autres ardtes opposdes, la droite qui joint les points 
d’intersection est divisde par la premiere en deux parties dgales. 

531. Les plans mends perpendiculairement aux ardtes d’un tdtraddre en leurs 
milieux sont concourants. 

532. Les plans bissecteurs des diedres d’un tetrafedre sont concourants. 

533. Si, par chaque ardte d’un tdtraödre, on mene un plan tel que le diedre formd 
par ce plan avec le plan qui passe par l’ardte en question et un point ddtermine 0 e 
l’espace ait mdme plan bissecteur que le diedre du tdtraedre donne qui a la mdme 
ardte, les six plans ainsi mends passent par un meme point 0 . 

534. Les plans mends, par le milieu de chaque ardte d’un tdtraedre, perpendiculai¬ 
rement ä l’arete opposde, se coupent en un radme point, lequel est en ligne_droite 
avec celui qui fait l’objet de l’exercice 528 et celui qui fait l’objet de 1 exercice o-ll. 

535. On mene, dans chacun des angles triedres d’un tdtraddre, la droite dont 
l’existence fait l’objet de l’exercice 494. Dans quelles conditions ces quatre dioites 
sont-elles concourantes? — Montrer qu’alors les quatre hauteurs du tetraedre se 

coupent egalement en un mdme point. kia . nn 

(Les sommets du tdtraedre ont alors la disposition considdree a 1 exercice 516 . un 

tel tdtraddre est dit äareVesoW/iogronaZes). ^ . 

536. Resoudre une question analogue pour la droite dont l’existence fait 1 o jet 
de l’exercice 490 (Rdponse ; les sorames des ardtes opposees doivent etre ega 

entre eil es). . .. 

537. Mdme question poiir la droite dont l’existence fait l’objet de l’exercice 492. 

538. fitantdonndesleslongueurs desardtesd’untdtraedre, trouvere;reciiaewen^(‘) 

les quatre hauteurs. 


(l) Voir la note placöe ä la fin des problfemes du V“ livre. 
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396. Deux polyedres sont dit adjacents lorsqu’ils out une ou 
pliisieurs faces (ou portions de faees) communes en dtant, ä cela 
pres, entierement exterieurs Tun ,ä Tautre. 

Etant donnes deux polyedres adjacents P, P', si Ton supprlme les 
faces communes, on forme un troisieme polyedre P'', quin est autre 
que Fensemble des deux premiers et qui en est dit la soinme. 

397. Üfefmir les •volumes des polyedres, c’est faire correspondre ä 
chaque polyödre une grandeur (dite volume du polyödre) possedant 
les proprietes suivantes : 

I. Deux .polyedres egaux ont le meine volume^ quelles que soieni 
leurs situations dans l’espace ; 

II. Le polyedre P", somme de deux polyedres adjacents P ei P', a 
pour volume la somme des volumes de Pe^ de P'. 

Nous admettrons qu’une pareiUe correspondance existe (^j. 

II est d’ailleurs clair, comme pour les aires en geometrie plane, 
que, du moment qu’elle existe, eile existe d’une infinite de faqons : 
car 011 peut evidemment remplacer la grandeur en question par une 
grandeur proportionnelle, sans que les proprietes I et II soient 
alterees. Aussi etudierons-nous plus particulierement les rapporls 
des Tolumes entre eux, ou encore les mesures des volumes. 

On doit, ä cet effet, commencer par designer un certain polyfedre 
dont le volume sera pris pour unite : lä mesure d’un volunie 
queiconque sera le rapport de ce volume ä l’unite. 

Nous convenons, icidans et toiit ce qui va suivre, de prendre pour 
unite de volume, le volume du cnhe qui a pöur /arete Vunite de 
longueur. 

(1) Voir 4 la fin du volume (note F) la d^monstratioa de ce fait. 
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Gelte Convention, ainsi que la Convention analogue du n° 244 
(PL, Uv. IV) sera implicitement supposee dans tous les thöoremes 
relatifs aux volumes. 

Deux polyödres qui ont m4me volume (sa.ns dtre, en general, 

cgaux) sont dits egmaa/enf«, 

Remarque. — De la propriete II resulte qv\\m.polyedre P', entiere- 
ment inUrieur ä un autre polyedre¥^a un volume plus petit que 
cclui de P. 

398. Parallelepipede rectangle. 

Theoreme. — Deux pavallelejjipedes vectangles qui ont meine base 
sollt enire eux comme leurs hauteurs. 

D'aprös les considerations que nous avons dejä invoquees plu- 

sieurs fois, il suffit d’etablir ; 

1“ Que deux parallelepipedes rectangles de meme base et dememe 
hauteur ont möme volume : ce qui n’est autre que 1 application de 
la propriete I, puisque de tels parallelepipedes sontegaux; 

2“ que si trois parallelepipedes P, P', P" ont m^me base et que la 
hauteur de P" soit la somme des hauteurs de P et de P', le volume 
de P" est la somme des volumes de P et de P . 

C’est ce qui resulte de la proprietö 11, puisque, si Ton divise la 
hauteur de P" {fig. 302) en deux segments egaux respectivement, 



Fig. 302. 


Lun ä la hauteur de P, l’autre ä celle de P' et que, par le pointde 
division oh mene un plan parallele ä la base de P , on ecompose 
cedernier en deux paralelepipödes P^, Pj egaux, lun aP, I autre 

äP'. ■ '■■ ■ 
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Le tlieorerae est donc deroontre. Nous engageons d’ailleurs le 
lecteur ä repeter, sur cet exemple, la demonstration du theoreme 
general d’arithmetique, comme nous l’avons fait plusieurs fois en 
Geometrie plane. 

Comme n’importe quelle face d’un parallelepipede rectangle peut 
<^tre prise comme base, il y a lieu d’enoncer le theoröme precedent 
SOUS la forme suivante : 

DeuxparallelepipMes reciangles qui ont deux dimensions communes 
sont enire eiix comme les troisienies dimensions. 

399. Theoreme. — Deux parallelepipedes rectangles sont entre eux 
comme les produits de leurs trois dimensions. 

Nousvenonsde voirque, lorsque deux dimensions d’un parallele¬ 
pipede rectangle restent constantes et que la troisieme -varie seiile,, 
le volume est proportionnel ä cette troisieme dimension. La propo- 
sition actuellen’est donc que l’application de ce theoreme d’arithme- 
üque(*): üne grandeur qui est proportionnelle ä plusieurs aulres, est 
proportionnelle ä leur produit. 

Toutefois, en raison de l’importance de cette proposition, nous 
reprendrons, en l’appliquant au cas qui nous occupe, la inarche 
suivie en arithmetique, comme nous l’avons fait pour Faire du 
rectangle. 

Cette marche consiste, — en appelant a, b., c les trois dimensions 
du Premier parallelepipede P; a', b\ c', celles du second parallelepi¬ 
pede P', — ä considerer deux parallelepipedes auxiliaires Pj, P^. 
dont Fun a pour dimensions a', b, c et Fautre a\ b', c. 

Dans les deux parallelepipedes P, Pj, la premiere dimension 
differe seule : on a donc (n° precedent) 

P_ a 

De m6me,le parallelepipede ne difföre de P^ que par la dimen¬ 
sion b changee en ä' : on a donc 

P^ b'° 

(i) Tannery, Legom d'Arithmetique, ch. xi. 
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Enfin, les parallelepipedes Pa, P' ne different que par la derniere 
dimension; donc 

Pa_ c 

F ~ , 

Dans les egalitds precedentes, les Premiers membres representent 
des rapports de volumes (les rapports mutuels des parallelepi¬ 
pedes P, Pj, P,, P') et les seconds membres, des rapports de 
longueurs. Mais nous savons (PL, 106) que ces rapports ne changent 
pas de yaleur si nous remplagons les grandeurs de chaque espece 
par les nombres qui les mesurent, relativement ä une meme unite. 
Nous admettrons donc, conformement ä la Convention du n“ 69 
(PL, liv. II), qu’on a choisi une certaine unite de volume, une 
certaine unite de longueur et que les lettres P, P^, Pj, P'; a, b, c, 
a', /y, c' designent, non plus les volumes et leslongueurs de ce nom, 
mais les nombres qui leur serventrespectivement de mesures. Dans 
ces conditions, si nous multiplions membre ä membre les egalites 
precedentes, ce qui donne 

P Pj ^_a I c 
P;Pa'F~a''6'‘c'’ 


le Premier membre, qui est un produit de fractions, pourra s’ecrire 
P P P 

p" - - • On pourra egalement diviser le numerateur et le denomi- 

nateiir par Pj Pa, et il viendra 


P _ abc 

0 . Q. r. D. 

400, Introduisons maintenantla supposition faite en commengant, 
ä savoir que Ton prend pour unite de volume le cube qui a pour 
arete l’unite de longueur : alors le theoreme precedent nous donne 
la mesure du parallelepipede rectangle. 

Theoreme. — Le volume d'un parallelepipede recianale est egal au 
produit de ses trois dimensions. 

Cet enonce n’a de sens que moyennant la convention etablie 
precedemment (PI., 69): sa signification est celle-ci7 
Geomethie. IIo 
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U nombre qul memre U «olume d’nn paTallildpipede rectangle est 
inal proimt de. nombres qui memrent ses trois dimennons 

C'e.t ce qui resnlte du theoreme precddent, lorsqu’on prend, pour 
le sMond parollelepipedeP', le cube qui a pour arete Tunite de lon- 
™,.ur ei dout le volume est, par hypothese, pris pour un.le de 
volume. Alors. les uombres a'. i', C, P',«ant tous egaux ä 1, le 
theoreme precedeiit donne simplement 


P = abc 


f! O F. T). 


On voit clairement, par la demonstration meme qui precöde, que 
l’exaclitude du theoreme est suhordonnee ä la convention formulee 
plus liaut, d'apres laquelle on prend pour unite de volume le cube 
construit sur l’unite de longueur. 

Si donc on veut que ce theoreme (et les suivants) soient vrais, on 
peilt choisir arbitrairement l’unite de longueur, mais, ce clioix une 
fois fait, celui de l’unite de volume, comme celui de Uunite d’aire, 
est determine. On exprime souvent ce fait en disant que 1 unitd de 
volume est, comme l’unite d’aire, une unite ddrivee. 

401. Ayant appris ä mesurer le volume du paralldlepiphdo 

rectangle, nous dediiirons de cette 
niesure celle du parallelepipede 
droit et de celle-ci, celle du paral¬ 
lelepipede oblique. Gelte double 
deduction s’operera au moyen du 
theoreme suivant: 

Theoreme. — Tout prisme oblique 
est equivalent au prisme droit qui a 
pour base la seciion droite et pour 
hauieur Varete laterale. 

Soitle prisme oblique ABGD A'B''G'D' 
[ßg. 303). Prolongeons toutes les 
arötes laterales dans unmeme sens: 
soit, pour fixer les idees, l’arete 
FiG. 303 . A'A au delä du point A, l’ar4t.e B^B 

au delä du point B, etc.; puis me- 
nons les deux sections droites a'b'c'4'ß abcd, coupant toutes 
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deux les prolongements des aretes, comme l’indique la figure, 
et telles que la distance mutuelle des deux plans de section 
seit egale ä l’arMe laterale du prisme donne ABCD A/ß'G'D', 
Nous avons ä prouyer que celui-ci est equivalent au prisme droit 
(cboaa'b'c'd'. 

A cet effet, ajoutons ä ces deux prismes un meme polyedre, ie 
solide a'Zi'c'ciJ'ABCD. II nous suffit de faire voir que les deux 
polyedres «dcc^ABCD, a'6'c'c?'A'B'C'0' ainsi obtenus sont equivalents. 

Or nous allons voir que ces deux derniers polyedres sont egaux- 

Transportuns, en effet, le second de ces polyedres sur le premier, 
de maniere ä faire coi'ncider les bases egales a'b'c'd', abcd. L’arete 
a'A', perpendiculaire au plan a'b'c'd' en a', viendra suivant ime 
perpendiculaire au plan abcd menee par a ; eile coincidera-donc 
avec ak en direction, et aussi en sens, car les deux triedres a'k'b'd', 
akbd ont la meme disposition (puisque les diedres suivant a'k' et ak 
sont de möme sens). Mais, d’autre part, a'k' et aA, sont egaux,. 
comme se composant d’une partie commune a'k ajoutee ä des 
Segments egaux aa', AA'. Donc le point k' vient coi'ncider avec le 
point A. 

Le mdme raisonnement s’appliqiiant ä tous les autres sommets, 
la siiperposition est complöte. Les deux polyödres abcdkBCD, 
a'b'c'd'k'B'C'D' sont bien dgaux, et, par suite, les deux prismes. 
ABCDA'B'G'D', abcda'b'c'd', Äquivalents. 

c. Q. F. D. 

402. Parallelepipede droit. 

Theoreme. —■ Le volume d'un paralleUpipede droit est egal au 
produit de sa Lase par sa hauteur. 

Soit le parallelepipede droit 
ABCDA'B^G'D' {ßg. 304), qui est droit 
si nous considerons ABGI) comme 
base, de Sorte que les aretes AA', 

BB', GG', jDD' sont perpendiculaires 
au plan ABGD, mais qui n’est pas 
reclangle, la face ABGD n’ayant pas 
ses angles droits. Si nous l’envisa- 
geons, au contraire, comme prisme ayant pour bases les faces 
ABA'B', GDG'D' et pour arötes laterales AD. BG. A'D', B'G', ce mÄme 
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parallelepipede sera un prisme oblique, auquel nous pourrons 
appliquer le theoreme precedent. 

Nous menerons donc la section droite, que nous pourrons faire 
passer par ÄA' (puisque cette arete est perpendiculaire ä AD). Gelte 
section droite AA'HH' est un rectangle, puisque A.k' est perpendi¬ 
culaire au plan ABCD. Donc le parallelepipede droit qui a pour base 
AA'HH' et pour hauteur AD est un parallelepipede rectangle. Son 
volume est, conime nous le savons, AA' X AH X AD. 

Comme AH X AD est la surface de la base ABCD du parallele¬ 
pipede donne, celui-ci est bien mesure par le produit de cette base 
et de la hauteur AA'. 

403. Prisme droit. 

Du volume du parallelepipede droit resulte celui du prisme droit. 

Theoreme. — Le volume (Lun ^n'saie droit est egal au produit de aa 
bai(e par sa hauteur. 

1^' Soit d’abord un prisme droit triangulaire ABGA'B'G' {ßg. 30;5). 
Aehevons les parallelogrammes ABGD, A'B'G'D' (D, D' etant les 
sommets opposes ä A, k!) : ces pavallelo- 
grammes sont les bases d’un parallelepipede 
droit ABCDA'B'G'D', compose du prisme 
triangulaire donne et du prisme triangulaire 
BGDB'G'D'. Or ce second prisme est egal au 
Premier. 

En effet, les triangles ABC, DGB, moities 
d’un meine Parallelogramme, sont egaux 
et de m§me sens de rotation. Si le second de 
ces triangles se deplace dans son plan de maniere ä venir co'incider 
avee le premier, en entrainant le prisme BGDB'G'D', l’ardte DD', 
perpendiculaire au plan de base en D, viendra col'ncider avec AA' 
en direclion etaussi en sens (puisqu’elle n’a pas cbange de cöte par 
rapporl au plan de base); comme eile est egale ä AA', lepoint D' 
viendra en A'. De meme les sommets B', D' vuendront respective- 
ment en D', B', et le second prisme colncidera avec le premier. 

Ces deux prismes etant egaux, leur somme, c’est-ä-dire le paral¬ 
lelepipede, est double de Fun d’eux. Donc ie prisme ABGA'B'G' a 
bien pour mesure la moitie du Parallelogramme ABGD (par conse- 
quenl le triangle ABC) muUipliee par la hauteur. 



Fig. 303. 
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2“ Soit le prisme polygonal ABCDEA'B'C'D'E' {fig. 306). On peut le 
decoraposer en prismes triangulaires ayant pour bases respectives 
les Iriangles dans lesquels on peut decom- 
poser la base ABCDE. Ges prismes ayant 
meme hauteur, leur somme s'obtient en. 
multipliant cette hauteur par la somme des 
bases, c’est-ä-dire par la base totale ABCDE. 

0. Q. F. D. 

Corollaire. — Le volume d'un prisme 
oblique est egal au produil de sa seciion droite 
par son arete laUrale. Cela resulte du 
theoreme precedent, en vertu du theoreme 
du n° 401. 

Leux prismes qui ont meme seciion droite et meme arHe laterale^ 
sont equivalenls. 

404. Parallel6pipede quelconque. 

Theoreme. — Le volume d'unparalUUpipbde quelconque est 6gal au 
produil de sa base par sa hauteur. 

Süit le paralldpipede ABCDA'B'C'D' {fig. 307). Nous allons montrer 

que son volume est egal au produit 
de la base ABCD par ia hauteur 
correspondante. 

A cet eilet, noiis considererons tout 
d’abord le solide comme un prisme 
ayant pour base la face ABA'B', 
prisme en general oblique et auqiiel 
nous appliquerons le theoreme du 
n°401. 

Ce theoreme nous montre que, en designant par MNM'N' la section 
droite du prisme, celui-ci est equivalent au parallelepipede droit 
qui a pour base MNM'N' et pour hauteur AD; de Sorte que son 
volume est mesure (theor. prec.) par AD X surf. MNM'N', ou encore 
par AD X MN X HH', en designant par HH' la hauteur du Parallelo¬ 
gramme MNM'N'. MN est la hauteur du parallelogramme ABCD, de 
Sorte que AD x MN represente la surface de la base du maralleleui- 
pede donne. 




Fig. .306. 
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n'.,„ire oart HH' represente la hauteur de ce meme paralBIe- 
ninede • car, e’tant menee daas le plan MNM'N', perpendiealai- 
«ment’ii l'arete du diedre droit M'. MN. A, eile est perpendiculaire 
ati plan ABCD (354). 

Conime nous trouvons, pour le volume considere, 1 expression 

surf. .ABCD X HH', le theoreme est dömontre. 


405. Prisine quelconque. 

Lemme. — Le flau qui passe par deux aretes opposees d'un 
pamlielepipede divise ce solide en deux 
prismes triangulaires equivalents. 

Soit le parallelepipede ABCDA'B'G'D', 
que le plan kCk'C divise en deux pris¬ 
mes triangulaires ABCA'ß'C', ACDAT/D' 
{fig. 308). 

Si nous Coupons la figure par un 
plan perpendiculaire ä kk', ce plan 
d^terminera les sections droites abc, acd 
des deux prismes triangulaires : ces 
sections seront egales, puisque abcd 
est un paralldlogramme. Les deux 
prismes, ayant m^me section droite et möme aröte laterale, sont 
bien equivalents (403, coroll.). 



Theoröme. — Le volume d'un prisme est egal au produit de sa base 
par sa hauteur: 

1“ Considerons d’abord un prisme triangulaire ABCA'B'C' [ßg. 309) . 
Le Parallelogramme ABCD, qui a trois sommets communs avec le 




tn'angte ABC, sert de base ä un parallerepipede qui est (lemme 
preced.) double du prisme donne. Celui-ci a dönc pour mesure le 
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pi'oduit de sa hauteur par la moitie du parallelogramme ABCD, 
c’est-ä-dire par le Iriangle ABC. 

2° Si le prisme donne est polygonal, on le decomposera en 
prisnaes triangulaires (voir la fig. 310) et Ton raisonnera comme au 
n° 403, 2“. 


EXERGIGES 


539. Le volurae d’un prisme triangulaire est <igal au demi-produit d’une face 
laterale qaelconque par la distance de cette face h. l’arÄte opposee. 

540. Sur trois paralleles donnees, on prend trois longueurs ögales entre eiles AA', 
BB', CCL Ddmontrer que le volume du prisme ainsi formö ne döpend que de la Posi¬ 
tion des paralleles donnößs et de la longueur commune des ai’dtes AA', BB', CG', 
mais non de la place occupee par ces segments sur les droites qui les portent. 

541. Sur trois faces SBC, SCA, SAB d’uii tdtraedre, comme bases infdrieures, on 
construit trois prismes, quelconques d’ailleurs, extörieurs au tetraödre. I etant le 
point d’intersection des plans des bases supärieures, on construit, sur laquatriörae 
face ABC comme base, uri prisme ayant son aröte laterale 6gale et parallele k SI. 
Montrer que ce dernier prisme est (äquivalent k la somme des trois premiers. 

542. fetant donnös un rectangle ABCD dont le plan est P, les cötes a, b, et un pomt 
S situö k une distance h du plan P, on considere la pyramide de sommet S et de base 
ABCD; on coupe cette pyramide par unplaU Q parallele k P et, dans le rectangle de 
section, on inscrit un quadrilatere q ayant trois cötes parallöles aux diagonales du 
rectangle. Enfm, on consid(äre le prisme droit R dont l’une des bases est ce Paral¬ 
lelogramme, l’autre (itant dans le plan P. 

1“ Determiner la distance du point S au plan Q de maniere que la somme des 
12 arötes du prisme R ait une valeur donnee 4 m. Gas d impossibilitö. 

2“ Parmi tous les prismes R qui correspondent ä la möme position du plan Q,. 
lequel a le plus grand volume? Etudier les variations de ce volume maximura 
lorsque le plan Q se deplace. 
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CHAPITRE III 

VOLUME DE LA PYRAMIDE 

406. Lemme. — Les seciions faites, dam dewx pyramides de bases 
äquivalentes et de mime hauteur, par des plans menes parallelement 
aux bases et ä la meme distance des sommets, sont equivalentes. 

^ Soient, en effet, H la hauteur commune des deux pyramides, h la 
distance de cliaque section au sommet correspondant: le rapport de 

cette section ä la base correspondante est (393, corolL) par 

consequent le möme dans les deux pyramides. Les sections etant 
proportionnelles aux bases,, si celles-ci sont, equivalentes, les 
sections le sont aussi. 

Theoreme. Deux pyrapiides triangulaires de bases iquivalentes 
et de meme hauteur sont iquivalentes. 

Soient les pyramides triangulaires SABC, S'A'B'C' (ßg. 311) dans 


ft' 



Fig. 3il. 


lesquelles les bases ABC.AB'C' sont equivalentes, tandis que les 

hauteurs correspondantesontlamemelongueur H; soient V V'leurs 

volumes. * ’ 
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Divisons l’arete SA en un cerlain nombre de parties egales, trois, 
pai- exemple, S«! = a^k. Par les points de division a^, 

menons des sections aj)^c^ paralleles ä la base : lesplans de 
ces sections dWisenl la hauteur en trois parties egales.' Si nous 
repetons la m6me construction sur la seconde pyramide — autre- 
ment dit, si nous divisons S'A' en trois parties egales et que nous 
menions par les points de division les sections a\b\c\, a\b\c'^ 
paralleles k la base A'B'G'—,les sections obtenues sont equivalentes 
chacune ä. chacune, d’apres le lemme precedent. 

Construisons deux prismes, Tun ayant pour base le triangle a^b^c^ 
et pour Tune de ses arötes laterales ajßa (de sorte que sa seconde 
base sera dans le plan a^b.^c^ et deux de ses faces laterales dans 
lesplans SAB, SAG); l’autre ayant pour base le triangle a^b^c.^et pour 
l’une de ses aretes laterales a^k (de sorte que sa seconde base sera 
dans le plan ABC, deux faces laterales etant toujours dans les plans 
SAB, SAG). Nous designerons par les chiffres 1 et 2 les prismes ainsi 
construits, qui sont inUrieurs ä la pyramide SABG, et forment, par 
leur ensemble, im solide qu’on peut appeler inscrit ä cette 
pyramide. 

SI nous operons de meme dans la seconde pyramide, en construi- 
sant des prismes l',2' qui aient respectivement pour bases a'^b^c^., 
et pour aretes latdrales a'^a\,a'^k!, ces prismes seront 
respectivement equivalents aux premiers, comrae ayant des bases 
equivalentes (ainsi que nous l’avons remarque) et m6me hauteur 
(le tiers de la hauteur commune H). 

La somme Sg des volumes des prismes interieurs a donc la meme 
valeur de part et d’autre et eile est plus petite que le volume de 
chacune des deux pyramides. 

Construisons, en second lieu, trois prismes exterieurs designes 
sur la figure par les phifFres I, II, III, ayant respectivement pour 
bases a/qCj, ABG et pour ar6tes laterales «iS, ka^. Ges trois 

prismes forment, par leur ensemble, un solide circonscrit ä la pyra¬ 
mide SABG, c’est-ä-direla comprenant tont entiere ä son interieur 
et ayant, par consequent, un volume plus grand. Si nous operons 
de meme pour la pyramide S'k'B'G' (^), nous obtiendi'ons un solide 
circonscrit equivalent au premier, pour les memes raisons que 

(1) Pour simplifier la figure, les prismes extörieurs n'ont 6t6 flgurds que sur la premiöre 
Pyramide. 
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preeedemment, et le volume commun S, de ces deux solides sera 
superieiir au A^olume de chacune des deux pyramides. 

Les Yolumes V, V' etant ainsi tous deux compris entre S 3 et Sj, 
ieur difference est moindre que Sg — Sg. 

Or lesprismesl, II sont respectivement equivalents(^) aux prismes 

1,2 com me ayant memes bases et möme liauteur : la 

difference Sg est donc egale au volume du prisme III, c^est-ä- 

dire (405) ä surf. ABC X — • 

3 

bi, au lieu de diviser SA en trois parties egales, nous avions pris 
lenombre des divisions egales ä n, nous construirions, dans chaque 
Pyramide, ? 2 -l prismes interieurs, w prismes exterieurs, et le raison- 
nement precedent nous montrerait que la difference entre V et y 

H 

est inferieure ä surf. ABC x —, c’est-ä-dire ä, la n° partie du prisme 
de base ABG et de hauteur H. 

Mais cette quantite peutetre rendiie aiissi petite quel’on veut, en 
prenant n assez grand. La conclusion ä laquelle nous arrivons ne 
peut donc avoir lieu si V et Y' ne sont pas egaux. 

0 . Q. F. D, 


Gorollaire. Le raisonnement qui precede muntre que U volume, 
de la Pyramide SABC est la limite commune des volumes S^, lorsque 
n augmente indeßniment, puisque ce volume Y differe de chacune 
des quantites ^ ^ moins qu’elles ne different entre elles, et que 
la difference tend vers zero. 


40/. Theoreme. Le. volume d'une pyramide est egal au fiers du 
produit de sa base par sa.hauteuf. 

1 Nous demoütrerons d abord. le. theoreme pour une pyramide 
triangulaire SABC {fig. M2). A ceteffet, nous menerons les droites 
BD, CE, egales ä paralleles k SA, de maniere ä former le prisme 
ABCSDE qui a pour base ABC et pour arAte laterale AS- Ge prisme a 
meme base et möme hauteur que la pyramide. Nous allons voir que 
celle-ci en est le tiers. 


liest aisö dB^roirque les prismas I, II sont respectkemeat 4gaux 
Uiaisüous ne dömoatrons pas ce fait, dont nous n’avons pas k nous servir. 
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, Si nous enievons, de ce prisme, le tetraedxe. donneSABC, il restera 
«ne Pyramide quadrangulaire SBGDE, dont la base esLle Parallelo¬ 
gramme BCDE et le sommet, S. En decompo- 
sant le parallelogramme en deux triangles 
par la diagonale BE, nous decomposerons la 
Pyramide quadrangulaire en deux tetraedres 
SBGE, SBDE. 

■ Ges derniers sont Äquivalents entre eux, 
comme ayant des bases egales (les deux moi- 
lies du Parallelogramme BGDE) et m6me 
hauteiir (la perpendiculaire abaissee du 
point S sur le plan BGDE). 

Mais le tetraedre SBDE peut dtre considere comme ayant pour 
■sommet Bet pour base SDE, et Fon voit alors qu’il est Äquivalent 
SABG, les bases ABC, SDE Ätant Ägales, et la hauteur etant, de part et 
d’autre, Ägale acelle du prisme. 

Les trois tÄtraedres dont se compose ce prisme Ätant Äquivalents 
entre eux, le volume du tetraedre SABG est egal au tiers de celui 
du prisme, donc au tiers du produit de la base ABC par la hauteur. 

2“ Pour Ätendre le thÄorÄme ä une pyramide polygonale, il suffit 
de la dÄcomposer en pyramides triangulaires. On repetera alors le 
raisonnement du 403, 2“. 

Corollaires. •— Deux pyramides qui ontmime base, sont entre eile.? 
comme leurs hauteurs. Deux pyramides qui ont meme hauteur, sont 
entre eiles comme leurs bases. 

408. La connaissance du volume de la pyramide peut Ätre considerÄe 
eomme le but essentiel de la tliÄorie des volumes des polyÄdres, 
developpee dans ce chapitre. 

Elle pernaet, en effet (ce ä, quoi la connaissance du volume du prisirui 
n’aurait pas suffi),. d’obtenir les volumes de tous les polyedres. Car 
pour evaluer le volume d’un polyÄdre quelconquß, on n’aura qu’ä le 
dÄcomposer en pyramides.. 

Nous allons indiquer deux applications de cettemethode. 

Tronc de pyramide. 

Definition. — On appelle tronc de pyramide ä bases paralUles^ ou 
simplement tronc de pyramide, la portion d’une pyramide comprise 



A 

FiG. .312. 
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lufS 

entre la baf 5 e et une section parallele ä labase {fig. 313). Cette sec- 
tion est la base superieure du tronc, la base primitive en etant la 
base inferieure. 

La hauteur est la distance des plans des bases. 



Fig. 313. FiG. 314. 


Theoreme. — Un tronc de pyramide est equivalent ä la somme de 
irois pyramides ayant pour hauteur commune, la hauteur du tronc et 
pour bases respectiveSy la base superieure, la base inferieure ei une 
moyenneproportionnelle entre ces deux bases. 


1“ Supposons d’abord qu’il s’agisse d’un tromc de pyramide trian- 
gülaire ABCA'B'C' [fig. 314). Le plan A^BG decompose ce solide en 
deux pyramides. L’une A'ABC a bien pour base labase ABC du tronc 
et, pour hauteur, celle du tronc ; c’est la premiöre pyramide dont ’ 
il est question dans l’enonce. L’autre est la pyramide quadrangu- 
laire xVBCB C', laquelle peut äson tour se decomposer, par le plan 
diagonal A'B'C, en deux tetraedres A'B'G'C et A'B'BG. 


Aß CG est la seconde pyramide de Tenonce, puisqu’on peut la 
considerer comme ayant pour base A^B'C' et pour sommet G. 

Pour evaluer le tetraedre restant A'B'BG, comparons-le d’abord 
au tetraedre A'ABC obtenu en premier Heu. Les deux solides ^ 


peu\ent etre consideres comme ayant pour sommet commun C et 
pour bases respectives A'B'B, A'AB : ils ont alors meme hauteur. 
Mais les triangles A'B'B, A'AB, etant consideres comme ayant pour 
bases respectives A B , AB, ont meme hauteur (la hauteur du trapeze 
AB AB} ; ces deux triangles et, par suite, les deux tetraedres sont 
dcmc entre eux comme les cötes A'B', AB. 

Comparons maintenant a A'B'BG le second tStraedre dejH obtenu 

BCC, en leur donnant le m^me sommet A'. Nous voyons, par im 
rmsonnement tout semblable au precedent, que ces deux tetrLdres 
sont entre eux comme les triangles B'GG', B'BC, lesquels ä leur 
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tour, ayant m^me haiiteur (celle du trapeze B'C'BC), sont dans le 
B'G' 

rapport 

B'G' 

Or ce rapport est egal (393) au rapport, obtenu tout äTheure, 

A'B' 

AB ■ 

A'B'BG A'B'G'G 
Donc on a aussi “ ÄTb^’ 

autrementdit,le lroisieme tetraedre A'B'BG estmoyen proporlionnel 
entre les deux premiers. II est donc (n“ preced., coroll.) equivalent 
a iine Pyramide ayant m6me hauteur que les deux premiöres et une 
base moyenne proportionnelle entre les deux premieres bases, 
c’est-ä-dire ä la troisieme pyramide de l’enonce. 

C.Q. F.D. 


2° Supposons maintenant que le tronc de pyramide seit poly¬ 
gonal, et döcomposons sa base inferieure en triangles (ßff. 314 dis) 
de surfaces B^, B^,... Les plans, menes par 



Fig. 314 bis. 


les cötes de ces triangles et le sommet S de 
la Pyramide dont fait partie le tronc, decom- 
posent la base supdrieure en triangles B'^, 

B'j..., respeclivement semblables aux Pre¬ 
miers, et le tronc de pyramide donne en 
trbncs de pyramides triangulaires. 

En appliquant ä ceux-ci le theoreme 
deraontre en 1°, npus voyons que le tronc 

de Pyramide donne equivaut ä la somme de pyramides ayant, pour 
liauteur commune, la hauteur du tronc, et pour bases respectives : 

1° Les triangles — La somme de ces pyramides est une 

Pyramide de meme hauteur, ayant pour base la base inferieure B 
du tronc, somme de tous ces triangles; 

2» Les triangles B^... - La somme de ces pyramides est une 
pyramide de m^me hauteur, ayant pour base la base superieure 
du tronc, somme des triangles B i, B 2 i-- -, 

3» Les triangles 6,,,.., respeclivement moyens proporftonnels 
entre B. etB'., entre B. etB'.,... - La somme de ces pyramides est 
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une Pyramide ayaat teujours la möme liaiiteiir (la liauteur du 
tronc) et dont la base est bx 

li nous reste ä faire voir que la somme öi-f- ög + ••• 'ßst moyenne 
proporlionnelle entre B et B'. 

Or ceci resulte 1^) de ce que les parties Bi, Bj... sont (393, Coroll.) 
proportionnelles ä B'i, 

En effet, le rapport est la racine carree du rapport ~ 

Oj B j B j 

(puisqu’on peut ecrire ^ • ~j ; par consequent, puisque les 


5i. h 
B^’ 


rapports —, ^ sont egaux entre eux, les rapports 


sont egaux et aussi les rapports 

Bl B 2 


On peut douc ecrire 

2 t-a. 
= A = h 

B'i B’, 


Bj —j— Bg -|- , , 

h h -f 


Doiic ^1 + ^2 + ••• est bienmoyen proportionuel entre B et B'. 

ü. Q. F. D„ 


La moyenne proportionnelle entre B et B' est \/BB^ Si douc Ii est 
la haiiteur d'un tronc de pyramide dont les bases sont mesurees par 
B, B',ie voIume est 


_Bh , B7^ 
~ 3 ^ 3 


+ 


V'BB' ■ h 
3 


h 

3 


(B + B' -f-‘v/BB'). 


409. Tronc de prisme. - Definition. - On nomme tronc de 
pn’swie,le polybdre limite par une surface prismatique et deux faces 
planes {dites encore du tronc), les plans de celles-c'i n’etant 
pas (comme dans le cas du prisme) paralleles entre eux. 


(!] Si Bl, B, 


Ifl somme g- äj... g- sorait 


t%, ..., n’(5taient pas proportlonnels ä bL 
que la moyenne proportionnelle entre R fif -R/ i i ~ ~ 

M-Bcurl«, 

▼ementpar Vb„ v'Bs, ..., ^4^, ’ 
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Theoreme. — Un Ironc de prisme triangulaire eqnwaut ä la somme 
de trois pyramides aya7it, pour base commune^ Vune des bases duü^onc 
et, pour sommets respectifs, les U'ois sommets de L’auh'e base. 

Soit le tronc de prisme /VßCDEF [fig. 315), dont les bases sont 
ABC, DEF, les aretes laterales AD, BE, CF. 

Le plan BCD detache de ce tronc de 
prisme une premiere pyramide DABC, qui 
est une de celles dont il est question dans 
Fe 110 nee. 

Reste la pyramide quadrangulaire DBCEF, 
que le plan diagonal DCE decompose en 
deux tetraedres DBCE,DCEF. 

Considerons le tetraedre DBCE : nous n’en 
cliangerons pas le volume en remplagant le 
sommet D par A, car nous ne cliangeons pas 
ainsi la base BCE, non plus que laliauteur, puisque les deuxpoints 
A, D, situes sur une mdme parallele au plan de la base, sont egale- 
ment distants de ce plan. Or le tetraedre ABCE, pouvant ötre 
considerd comme ayant pour base ABC et pour sommet E, constitue 
la seconde pyramide de l’enonce. 

Nous ferons subir la möme transformation au troisiöme tetraödre 
DCEF, que nous remplacerons par ACEF : ce qui ne cliangera pas 
le volume, pour la meme raison que tout ä Theure. Mais, si Fon 
considere le tetraedre ACEF comme ayant pour base ACF et pour 
sommet E, on voit qu'on peut de meme remplacer ce derniei par le 
point B, la droite BE etant parallele au plan ACF. On obtient ainsi 
le tetraödre ABCF, qui est precisement la troisieme pyramide de 
Fenonce. 

0. Q. P.D. 

Corollaire. —■ Un tronc de prisme triangidaire a pour volume le 
prodiiit de sa section droite par la moyemie arithmetique Q) de ses 
ar'etes laterales. 

En effet, dans la figure precedente, la pyramide DABC est le tiers 
du prisme de base ABC et d’arMe laterale AD : eile a donc pour 
mesure le tiers du produit de AD par la section droite abc de la sur- 

(1) Voiispoui- la döfinition de la moyenne arithpadtique, Bouklet, Legons d'Älgm, n» 127, 
page 38ö, noto 2. 
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tace prismatique.Lesdeux autres pyramides etantdememe mesurees 

par ~ X abc, ^ X abc, le volume du tronc de prisme est egal a 
3 3 


(AD + BE+ CF) ^ 
3 


EXERGICES 


543. Demontrer directement la formule qui donne le volume de la pyramide 
trian^ulaire. en considerant celle-ci comme limite de la somme des prismes inscrits 
in“ 406, Coroll.). (On emploiera la formule qui dönne la somme des carres des ?i 
Premiers nombres entiers, Bourlet, Legons d'Algebre, page 402.) 

544. Trouver le volume du tetraedre rdgulier (ex. 526) dont l’arete est a. 

545. Deux tetraedres qui ont un angle triedre egal ou symetrique sont entre eux 
< omme les produits des arätes qui comprennent oet angle. 

546. Deux tetraedres qui outen commun une aröte et le diedre suivant cette aröte, 
soiit entre eux comme les produits des faces qui comprennent ce diedre. 

547. Trouver un point tel qu’en le joignant aux sommets d’un tötraedre donne, on 
divise celui-cien quatre tötraedres Äquivalents. 

548. On donne trois paralleles, non situees dans un mÄme plan. Sur Tune d'elles, 
on prend un Segment de longueur donnÄe AB; sur les deux autres, respectiveme nt, 
deux points arbitraires G, D. 

Moiurer que le volume du tetraedre ainsi formÄ ne depend pas de la position des 
points A, C, D, non plus que du choix. entre les trois paralleles donndes, de la droite 
sur laquellesont pris A etB, pourvu que AB ait toujours la mdme longueur. 

549. Par chaque sommet d’un tdtraedre, ou möme un plan parallele ä la face 
opposÄe. Quel est le rapport du nouveau tdtraedre ainsi formd au premier? 

550. Par chaque arete d’un tdtraedre, on mene un plan parallele ä, l’aröte opposee. 
Que! est le rapport du paralldlÄpipÄde ainsi forme au tdtraedre donnd? 

.551. Le volume d’un tetraedre est le sixieme du produit obtenu en multipliant la 
plus eourte distance de deux aretes opposees par l’aire du paralldlogramrae qui a ses 
cötes respectivement egaux et paralleles ä ces deux ardtes. 

i>52. En portant sur deux droites donnees D, D', des Segments respectivement 
egaux ä n, al, on obtient quatre points formant un tetraddre dont le volume ne 
varie pas lorsque les Segments en qüestion se ddplacent sur leurs droites respectives 
saus changer de longueur. 

353. On donne deu.x segments AB, CD et on considere les droites L telles que ’es 
deux tetraedres ayant une arete commune sur L, l’arÄte opposÄe 5, celle-lä dtant AB 
pour iun, CD pour l’autre, soient dans un rapport donne. Lieu de celles de ces 
droites qui passent par un point donne. 

Cas oü AB et CD sont dans un ineme plan. Montrer qu’alors la droite L rencontre 
toujours ITine ou l’autre de deux droites fi.xes. 


(i) Oa trouvera plus loin (Compl., 608) d'autres fomes 
t cxpressioa du volume du tronc de prisme. 


SOUS lesquelles on peut mottre 
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554. Soit AD la diagonale du Parallelogramme dont deux cötes adjacents sont 
AB, AG. Montrer que si EF est un segment quelconque, le tetraedre ADEFequivaut 
älasorame ou 4 tadifference des tetraedres ABEF, ACEF. 

555. On. prolonge, au delä du sommet, les arßtes d’une pyramide et on coupe ces 
prolongements par un plan parallele k la base. Exprimer la somme des deux 
pyramides, dtant donndes les deux bases B, B' et la distance h de leurs plans. 


probl£imes 

PKOPPSI^S SUR LE SIXIEME LIVRE 

556. Couper un tdtraedre parun plan de maniore que la section soit un paralldlo- 
gramme. 11 y a trois directions de plaus repondant a la question. Trouver, pour 
chacune de ces directions, le Parallelogramme maximum. 

Mener la section de manierequ’elle soit un losange. Exprimer le cote dece losange 
4 l’aide des longueurs des ardtes du tetraedre. 

557. En joignant trois sommets d’un tetraedre regulier au milieu de ia hauteur 
abaissee du quatrieme sommet, on obtient trois droites rectangulaires deux 4 deux. 

558. Si la somme de deux ar'fites opposdes d’un tdtraddre est egale a celle de deux 
autres ardtes opposees, la mdme relation a lieu entre les diddres correspondants. 

559. Si les perpendiculaires abaissees, des sommets d’un tdtraddre, sur les faces 
d’un second tdtraedre, concourant en un mßme point, il en est de mßme des perpen¬ 
diculaires abaissdes, des sommets du second tdtraedre, sur les faces du premier. 

560. Si un tdtraedre est 4 arßtös orthogonales (ex. 535), le paralldlepipdde qu’on 
en dediiit dans l’ex. 550 a toutes ses arßtes egales. 

501. Si d’un point 0 pris sur la base ABC d’un tdtraedre SABG.on mene des paral¬ 
leles Oa, 05, Ocaux arßtes SA, SB; SC, jusqu’4 rencontre avec les faces SBC, SGA, 
SAB respectivement, on a 

sb"*“^ “ ■ 

562. Le plan bissecteur d’im diedre d’un teti’aedre dixise l’arßte opposde dans le 
rapport des aires des faces qui comprennent le diedre. 

563. Trouver les rapports rautuels des triangles en lesquels une face d’un tetraedre 
est divisde par les plans bissecteurs des diedres formes par les autres faces. 

564. On coupe une pyramide triangulaire SABC par un plan parallele 4 la base 
ABC, Soient D, E, F les points de rencontre de ce plan avec les arßtes SA, SB, SG. 
Trouver, lorsque le plan de section se dßplace parallßlement a lui-mßrae : 

1° Le lieu dderit par le point d’intersection des plans AEF, BFD, GDE ; 

2° Le lieu decrit par le point d’intersection des plans BCD, GAE, ABF . 

565. Tout polyedre peut ßtre ddeomposd en troncs de prismes ayant leurs aretes 
laterales paralleles 4 une mßme direction donnde quelconque. 

566. Mener, dans un prisme, une section parallele aux bases, teile que la pyramide 
ayant son sommet en un point de la base superieure, sa base dans le plan de base 
infdrieure et dont les arßtes passent par les sommets de la section, soit dqui valente 
au prisme. 

567. La somme des pyramides ayant pour bases les faces latdrales d’un prisme 
et pour sommet commun un point interieur quelconque, est constante. Dans quel 
rapport est-elle avec le volume du prisme? 


Geojietriu. n. 
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f’tJS. Tüiit plan mene par les milieux de deux arötes opposees d’iiii tetraklre, divise 
ce äoiide en deux parties equivalentes. 

569. Oll divise ies six aretesd’un letraedre dans des rapports donnds. Trouver le 
rapport du polyeclre convexe (ocfaedre) qui a pour sommets les points de division au 
tetraedre. 

570. Oti considere deux triangles equilateraux ABC, DEF, sitnds dans des plans 
paralleles et !els que les points ABC et les projections de points D, E, F sur le plan 
ABC äoient les sommets d’un he.xagone regulier. On joint le qentre de chacun des 
triangles aux trois sommets de l'autre. Quelle est la forme du solide commun aux 
deux [lyraniides ainsi forrnee.«? Quel est so-n voltime? 

571 . Par eliaque sommetd’un parallelepipede, on roene un plan parall&le ä celui 
ifui passe par les trois sommets voisins. Etudier le solide S ainsi fornad. Construire 
P, connaissant S. Tronver le rapport des volumes des deux polyedres, 

Qiroffre de particulier le solide S, lorsque P est un parallelepipede rectangle; — 
un rhoniboedre (390 bis); — un cube? 

57‘2. Par deux sommets oppo.ses A, G d’un carre ABCD, on mSne des perpendi- 
eiälaires AA', CG' ä son plan, et l’on choisit, sur la premiere, le point A' tel que sa 
dislancö au centre du carre soit egale au cote a — AB; sur la seconde, le point G' 
Ih! (pm sa distance au point A' soit double.de a. 

1“ Monlrer que le plan A'BD est perpendiculaire ä A^C'; 

Exprimer, k l’aide de a, les volumes des tdtraedres A'ABD, G'CBD, C^A'BD. 

573. On coupe un cube d’aiAte a par les plans passant par les milieux des ardtes 
jiboulissanrä chaque sommet; .on supprime les 8 pyramides ainsi ddterminöes eton: 
obtient un polyedre P' dont on demande l’aire etle volume, ainsi que le tiombre et la 
nature des faces, des angles polyedres et des arötes. 

574. On sait qu’un plan divise les faces laterales d’un prisme triangulaire dann 
des rapports donnes. A quelles conditions doivent satisfaire ces rapports pour que ce 
plan fiivise le prisme en deux troncs de prisme? Trouver le rapport des volumes 
de ces deux troucs. Construire le plan. 

57.5. Le polyedre dtdimite par deux polygones quelconques B, B' situds dans des 
plans parrdleles et, d’autre part, par des triangles ou des trapözes formes avec les 
sommets de B et ceux de B', a pour volume 

J A(B + B'+4B") 

0 

oii li est la distance des plans de B et de B', B" la section du polyAdre par un plan 
fKiraiiele a ceux-ci et egalement distant de rnn et de l’autre. 

(Dfk'omposer le polyedre en pyramides avant pour soinmet commun un point 

de E"). 

Ot'diiirede lä le volume du tronc de pyramide. 

576. Evaluer le volume compris entre deux rectangles dont les cötds sont paral¬ 
leles entre eux et quatre trapezes avant cbacun pour bases un cöte du premier 
rectangle et un cöte du second. 

Le.s dimensions des deux rectangles seront designdes par a, 6; a', b'; la distance 
ik* ieurs plans par /i. 


LIVRE YII 


DEPLACEMENTS - SYMETRIES 
SIMILITUDE 


CHAPITRE PREMIER 

DISPLACEMENTS 

410. Deux ßgures F, F' sont egalessi Von peut trouver trois points 
non en ligne droiie A, B, C de l'tme, auxqueh correspondent les points 
A', B', G de Vautre^ de maniörc que, si M est un point quelconque deFet 
M' son homologue dans F', la figiire ABCM soü egale ä la figure 
A'BX'M'. 

Supposons, en effet, qii’il en seit ainsi et transportons la figure F' 
de maniöre que le triangle A'B'G' vienne siir ie triangle ABC (qui lui 
est manifestement egal dans ces conditions). 

Soient alors' M et M' deux points correspondants des deux 
figures. En general, le point M' n’est pas dans le plan A'B'C' et les 
droites A'B', A'C', A'M' forment un triedre egal, par hypothese, ä 
A.BGM. Lorsque A'B'C' est superpose ä ABC, ces deux triödres 
comcident (380, Rem.) et A'M' prend la direcliop AM. Comme 
A'M' = AM, le pojnt M' vient sur M. 

La mi^me conclusion subsiste si M' est dans le plan A'B'C', en vertu 
de ce que nous savons (PL, 50, Rem. II) sur les figures planes egales. 

Les figures F, F' ont donc ete ainsi completement superposees. 

Le raisonnement montre en outre q\ie deux figures egales qui onl 
trois points homologues eommuns^ non en ligne droite, co'incident. 

II en rdsulte que deux deplacements qui produisent le meme effet 
sur trois points A, B,. C non en ligne droite^ sont identiques entre eux, 

O. Q. F. I). 
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Car les deux figures F', F qui resultent d’une meine figure quel- 
conque F par ces deux deplacements, coiucident, comme ayant trois 
points homologues communs. 

411. Rotations. 

Gonsiderons deux figures egales ayant deux points homologues 
communs A, B. 

D’apres la defmition de la ligne droite (PL, 5), la droite AB a 
la meme position dans les deux figures, et il en est de m^me 
dun point quelconque m de cette droite, puisque le segment 

Am doit avoir la meme gran- 
deur et le m^me sens de part 
et d’autre. 

Ainsi les deux figures ont en 
commun iom les poinLs d'une 
droite. 

Gonsiderons la portion de la 
figure situee dans un plan quel¬ 
conque perpendiculaire ä' AB, 
par exemple dans le plan P qui 
est perpendiculaire ä AB au 
fig. 316. point m [fig. 316), et composee, 

par consequent, de points M 
tels que Mm soit perpendiculaire k AB. A ces points correspon- 
dront, dans la seconde figure donnee, des points jouissant de la 
meme propriete (le point m restant le möme) et, par consdquent, 
situes dans le meme plan P, 

Nous avons donc, dans ce plan, deux figures egales et de meme 
sens(‘), qui ont un point commun m et, par suite, se deduisent 
Tune de l’autre par une rotation autour de ce point (PL, 100). 
L’angle de cette rotation est l’angle plan du diedre que forme un 
plan quelconque passant par AB dans la premiere figure avec le 
plan homologue de la seconde. Cet angle de rotation est donc le meme 
dans tous les plans P. 

Definition. — On donne, en geomötrie de Fespace, le nom de 
rotation äl’operation par laquelle on deduitLune de l’autre les deux 

(1) Parce que deux droitos issues de m forment, avec Taxe, un triödre dont la dispositioa 
doit Stre la möme dans les deux figures donndes. 
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figures dont il vient d’etre parle; autrement dit, ä l’operation qui 
consisLe, etant donnee une droite AB (dite axe de rotation), et im 
angle (dit angle de r&talion)^ ä faire tourner chaque point de la 
figure primitive, dans le plan mene par ce point perpendiculaire- 
ment ä Taxe et autour du point de rencontre du plan en question 
avec Taxe, d’un angle egal ä l’angle de rotation {fig. 31ß). 

On doit avoir clioisi iin sens sur Taxe et indique, une fois pour 
toutes, si les rotations elTectuees sont directes ou retrogrades par 
rapport au sens ainsi choisi (349). 

Si Fon est libre de choisir ä sa volonte le sens de Faxe, on peut 
evidemment toujours le prendre tel que la rotation soitdirecte. 

Reciproquement, deux figures deduites Vxme de l’aulre par- une 
rotation, sont egales. 

Car, si M, M' en sont deux points correspondants, m leur projection 
(commune, en vertu de Fliypothese) sur Faxe AB, on peut deplacer 

lapremiöre tigure de maniere ä amener Fangle droit MmX sur son 

egal M'otA. Ce .deplacement, n’ayant pas change les positions des 
points de AB, est, d’aprbs ce qui pröcede, une rotation dont Faxe 

est AB et Fangle evidemment ögal ä MmM'. Cette rotation qui, par 
bypotliöse, change la premiere figure en une figure egale, co'ineide 
donc avec la rotation donnee, puisqu’elle a m4me axe et m6me angle- 

412. Tra-nispositioii par rapport sl une droite. 

L’angle de rotation peut dtre de 180“ : alors le point M' cor- 
respondant ä un point quelconque M de la 
premiere figure sera le symetrique (PL, 99) 
de M par rapport ä sa projection m sür Faxe 
(fig.-iil). 

On donne a la rotation de 180® autour d’une 
’droite le nom de transposition par rapport ä cette 
droite. 

Dans ce cas, il est inutile d’indiquer le sens 
de la rotation. La transposition est reciproque, 
c’est-a-dire qu’en appliquant la mßme cons- 
truction au point trouve M', on retomberait sur le point M. 

Il resulte de ce qui prec&de que deux figures transposees l’une de 
Vautre par rapport ä une droite, sont egales entre eiles. 
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413. Translatioiis. 


Definition. — Si, par les differents points A, B, C, ... d’une figure F, 
011 mene des droites AA', BB', CG', ... toutes paralleles entre elles, 
de meme sens et egales, les points A', B', C', ... forment une figure F' 
qui est dite (voir PL, 51) deduite de la pre- 
miere par la translation kk! {fig. 318). 

Cette nouvelle figure est egale ä F. 

En effet, si A et B sont deux points de E“', 
il leur correspondra, dans F', deux points A' 
et B', tels qiie A'B' soit egal et parallele ä 
AB, avec le meme sens. 

A trois points A, B, G de F, correspondront 
trois points A', B', G', tels que le triangle A'B''C' 
soit egal^ABG. En particulier, langle ILATi', par exemple, est 
egal ä BAG. De plus, le plan A'B'G' est parallele ä ABC. 

Soient alors A, B, G, M quatre points de F. Si ces points sont dans 
un meme plan, la figure ABGM est (PL, 50) egale ä celle que 
forment les points homologues A', B', GVM'. 

Si, au contraire, les quatre points A,B, C, M ne sont pas dans 
un möme plan, le triedre ABGM est egal au triödre liomologue 
ABGM (382 bis], Si Ion 'fait coincider ces deux triödres, comme 
A'B', A'G', A'M' sont respectivement egaux ä AB, AG, AM, les deux 
figures ABGM, A'B'C'M'coincideilt: d’oü (410)l’egalite des figures F, F’. 

Par exemple, les projections d'une meme figure sur deux plans 
paralleles (362 bis) se deduisent l’une de l’autre par une translation 

egale ä la distance des deux plans et perpendiculaire ä leur direc- 
tion. 



Fig. SIS. 


414. Dei>lacemctits lielicoi‘daiix. 

. deplaceraenl rdsivl- 

^ translation T, ceite derniere efcant 

parallele a 1 axe de la premiere. 

Lordre. des deux op^raUons est indifferent (ce qui närriverait pas si la 
^ans ation ne ait pasparallöle ä Faxe de roiation (3)). Antrement diL si 
M est la nouvelle Position que vient occuper le point M, apres une rota- 

Ü') sera dontifee.plua lom, f6475 

(2) Voir, pour le sens de oe mot, PL, 103, liv. II ^ 

(3) Yoir exercice 622. 
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lion R d’un angle donne aulour de Taxe D {fig. 319); Md, la iiouvelle Posi¬ 
tion que vient occiiperle poinL M' par une translatioii determinee T paral¬ 
lele a D, Oll reLointoerai’t sur le ttidme point Md en 
faisant siibir au point M la translation T, de maniere 
ä obtenir un point Mj, et faisant ensuite tourner ce 
point Mj de l’angle donne aiitour de D. 

Si, ea etfet, m est la projection commune des points 
M,M' siir Taxe; m^, la pTojection du point Mj, la 
flgure MpaijMd se d6duit evideinment de la figure 
par la translation MMi. Elle est donc, comme 
celle-ci, un triangle isoscele dont 'le plan est perpen- 
diculaire ä D et dont rangde est celui de la rolation R : 
ce qui deniontre rexactitude de notre affirmation. 

Le deplacement hMicoidal cornprend eviderannent, 
conmie cas particuliers, la rotation (lorsqne la translation T est nulle) et 
la translation (lorsque la rotation R est nulle.) 

Remarque. — Lorsqu’on sedonn^un ddplacement helicoidal, un sens 
determine est par lä mönie donne sur Taxe, ä savoir le sens de la transla¬ 
tion. On dira donc qu’un deplacement belico'idal est direct (ou encore sinis- 
trorsum), ou bien au contraire qu’il est retrograde (ou dextrorsum) suivant que 
la rotation est directe ou rötrograde par rapport au sens de la translation. 

415. Nous avons vu que deux figures legales qui ont deux points coin- 
uiuns (1) peuvent ötre amendes ä coincider par une rotatiou. 

Deux ftgurC'S Egales qui onttm point communpement dtre amenöes ä coinoider 
■par deux rotations surcessives. . 

Soient, en eifet, A le point commun ; B,B' deux points homologiies. On 
a AB = AB' et, par consequent, le point B' viendra coincider avec B si l’ou 
fait tourner la seconde figure autour d’une perpendiculaire au plan BAB', 

d’un angle egal ä B^A^. Les deux figures ayant alors deux points commuus, 
une seconde rolation arafenera la coincidence complete. 

Deux ßgures egales quelconques peuvent ötre amenees ä coincider par une 
translation suivie de deux rotalions. Gar, si A,A' sont deux points homo- 
logues quelconques, la translation A'A imprimde ä la seconde figure amene 
le point A' sur le point A, aprds quoi on est ramene au cas prdeddent. 

Mais ces combinaisons de trauslations et de rotations peuvent etre 
siniplifiees et rerapiacees par un seul ddplacement helicoidal. 

A cet effet, nous proedderons comme en gdomdtrie plane (PI., 102-103), 
en dtiidiant d’abordla composition des transpositions. 

416. Deux transpositions par rapport A la meme droite se detruisent: 
nous savons (412) que, si M' est le transpose du .point M ,,par rapport A la 
droite D, M" le transpose de M' par rapport ä cette meme droite, le point 
M" coincide avec le point M. 

(l)-C’est-ä-'dire telles que deux points coTnoident a.vec Aeui'S homoiogues. 



0 

Fig. 319. 
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Theoreme. — Deux transpositions successives, par rapport ä deux axes 
difff'rent^, equmdent : 

1“ 8ile& deux axes sont paralleles, ä ime translation parallele ä la perpen- 
dkulaire cornmune aux deux axes et double de celle qui am^nerait le premier 


axe sur le second; 

'2° Si les deux axes sont concourants, ä unerotation autourde kur perpcn- 
dicnlaire cornmune, double de celle qui amenerait le premier axe sur le second; 

.3° Si les deux axes ne sont pas dans un meme 
plan, ä un diplacemenf helicotdal, mjant pour 
axe leur perpendiculaire commune et double de 
celui qui amenerait le premier axe sur le second. 
Soient les axes parallöles Di,Dä {fig. 320); 
^ M un point quelconque de la flgure primitive, 
^ projete en sur D,; M', son transpose par 
rapport ä D, (7 JIiM'= Mm^), projete en rn^ sur 
Do; M", le transpose de M' par rapport ä Dg 
~ M'mg). Le plan mene par M perpen- 
diculairement aux droites contient MM' 
(qui est perpendiculaire a Dj) et M'.\J-" (qui est perpendiculaire ä Daj. 
DoncwqwJa est une perpendiculaire commune aux deux axes et il est clair 
(Pi., 55) que M" se deduit de M par une translation parallele ä celte 
perpendiculaire commune et double de celte perpendiculaire commune. 

ä“ Soient les deux axes D^, Dg {fig. 321) concourants en 0 ; P, leur plan; 
Oa?, la perpendiculaire ä ce plan menee par le point 0; et, comme tont ä 
l’heure, M,M', M" troispoints donl les deuxpremiers sont transposös riui 
de 1 autre par rapport ä Dj (la droite qui ies joint coupant en nit), les 
deux derniers par rapport ä Dg (la droite qui les joiut coupant Dg cn nig). 


Fig. 320. 




r^mor TD ‘ant par rapport a D, quo par 

w ate N D N,N',N"sur ceplL, 

dJ„rdwcTN7w ‘ 

d'aaqle 6gal aa double de celui des deui a™ “ ““ 

Mais ,es droites NM, N"M« sont dgales. paratleles toutes deua ä Or. et de 
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m§me sens (contraire ä celui de N'M'); il est, des lors, clair que la mßme 
rotatioii d’axe Oa? qui amöne N sur N" arnene aussi M sur M". 

3“ Soient les deux axes D^Da {ßg^ 322), non ^tues dans uii möme plan; 
O^Oa, leiu' perpendiculaire commune. Par le point Oa, menons la parallele 
äDi- En Ire les deux rotations de 180” que nous avonsä composer, inter- 
calons deux i’otalions successives de 180° autour de D/ : ce qui est indif¬ 
ferent puisque ces deux rotations se detruisent. 

Les deux transpositions successives par rapport ä Dj, D/se composenten 
une translatiou parallele ä OjOa et double de OjOa; les deux transpositions 
relatives a D',, Dg, en une rotation autour de 0, Og, double de celle qui 
ameneralt D'j sur Dg : le theoreme est donc demontre. 


Reciproque. — Tout dcplacement helicoidal peut etre decompose en deux 
transposUions par rapport ä deux droites differentes. 

Ces deux droites doivenl: 

SHl s'agit d'une translation, äre perpendiculaires ä cette transJation; 

S'il s'agü d'une rotation ou d'un diiplacement helicoidal, itre perpendiculaires 
ä l'axe et le rencontrer. 

A CCS condüinns prös, on peut choisir arbürairement Vune des droites, 
i'autre ötant ahrs detcrmlnde. 

Si, par exemple, c’est Faxe de la premiere transposition qui est pris arbi- 
trairement sous les conditions indiquees, le second axe se deduira du pre- 
niier par une translation egale ä la moitid de la translation et une rotation 
egale ä la moitie de la rotation donn6es. Ce second axe etant ainsi deter- 
mini, les deux transpositions produisent bien, en vertu du thdoreme prece- 
4ent, un deplacement resultant identique au ddplacement donnd. 


417. Theoreme. — Un nombre quelconque de ddplacements häicoklaux ont 


powj’ deplacement rdsuUant un, di~ 
placement helicoidcd unique. 

S'ü s'agit' de rotaiions concou- 
ranles, le diplacement risultaniest 
une rotation qui concourt avec les 
Premier es. 

S'ü s'agit de translations, le dd- 
placement rösultant est une trans¬ 
lation. 

II suffit evidemment(i) de de- 



Fig. 323. 


montrer le theoreme pour deux 

ddplacements: car pour en composer trois, on pourra composer les deux 
Premiers, puis le deplacement resultant avec le troisieme ; et ainsi de suite. 
Soient donc deux deplacements hdlicoidaux(^) d’axes Aj, A .2 (/^p- 323). 


(II uomparör iri., xuo. «/q«« 

(2) Si Tun dos döplacements donnös, le premier par exemple, est une translation, on prenüxa 
pour Fax© A, dans le raisonnement qui va suivre, une droite quelconqu« parallele 4 cette 
translation. 
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N'oüs fiourrons renifilacer le premier par deux transpositions d’axes D'j, 
(d t>da. en prenant arbitrairement la seconde droite D’j parmi celJes qui 
coiipeiit ii an"le droit Taxe Aj. Nous pourrons de möiiie remplacer le seeond 
def.lriceiiient par deux transpositions d’axes [> 2 , D'g, et cela, en prenant 
arbilra rernent le premier axe parmi ceux qui coupent ä angle droit Aa- 

Xoijs ferons en sorte que D', et Da coi'ncident : il suffira, pour cela, de les 
fairr- eoinci ier toutes deux avec la perpendiculaire commune h Aj, Ag. Alor.s 
Ir-; transpositions par rapport ä ces deux axes se detruisent, et il resto les 
symetries par rapport ä D,, D'g, lesquelles donnent bien un deplacement. 
helicoidal unique. 

Si les ddplacements donnds sont des rotations 
et que les axes A^, Ag concourent en un point 0, 
la droite D'j passera par ce mßme point et il 
en sera de meine de et de D'g. Le ddplace- 
ment resultant sera donc une rotation d’axe 
passant par 0. 

Si les deplaeeraents donnes sont des transla- 
tions, les droites D'j, Dt, D'g sont paralleles entre 
eiios et ie deplacement rdsultant est une translation. 

Ce dernier fait est, d’ailleurs, dvident ä priori, et il est clair que la • 
tivinsiatfon resultante est la diagonale d’un Parallelogramme qui a pour 
cütes les deux composantes {fig, 323 bis). 

c. Q. F. D. 

4i8. Il suffit dvidemment de combiner le theordme prdcddent avec les 
iemarques du 415 pour arriver ä rdnonce que nous avions en vue : 

Theoreme. — Deux figures igaUs peuvenf toujours äre amenees ä coin- 

ctiier: 

> il g nun pomt commun, par une rotation; dans le cas gtiniral, par un 
deplaceiiteni helicoidal. 


Fig. 3Ü3 bis 


EXERCIGES 


autour d’mvaxe fixe D, l’angle de 
autour .j'uaaxe D'qui fait pLtie de S Gp r^t la %ure S 

demudkm etant e^lement^uelcraque! ^ ® 

AkX' LrdroirdonTöltS^^^ saniere 

qui revient au mime 

arhitntirede fespace). Queis sont iL cas d’eSeption^^' parallWe ä un plan donne 
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■8. On fait tourner une figure invariable S autour d’un axe fixe D, I’angle' de 
tioii ötanL quelcönque; apres quoi, oa fait tourner une partio S' de ia figure S 
mr d’un axe D' qui fait parCie de S, puis unepartie S" de S' autour d’un axe D" 
tait Partie de S', les deux angles de rotation etant egalement quelconques. 
ontrer qii’on peut disposer des angles des trois rotations de maniöre que toutes 
Iroites de la flgure S" deviennent paralleles aux droites correspondantes dune 
re donnde S"o egale ä S". 

'9. Trouver une rotation transformant respectivement deux points donnds en 
c autres points donnes (la distance des deux premiers points dtant, bien entendu, 
>osee egale ä celle des deux autres). 
ans quels cas le probleme est-il inddtermind? 

SO. Construire i’axe de Ia rotation qui transforme deux demi-droites concourantes 
aees OA, OB en deux demi-droites OA', OB' concourantes avec les premidres 

1 gle )A^Oj^ dtant egal ä lo^. 

il. 6tant admis que deux flgures dgales P, F' qui ont un point commun, derivent 
e de rautre par une rotation, en ddduire que deux flgures dgales quelconques 
vent Fune de l’autre par un deplacement hdlicoidai. 

>n montrera qu’iliy a des droites de P qui sont paralleles ä leurs homologues 
P'. Soient alors P un plan de F perpendiculaire aux droites en iquestion,; P', son 
lologue; /■, la partie de F situde dans P; /”, la partie correspondante de F'. On 
liquera 4 / et d la projection de / sur P lethdoreme du n" 102. (PL, liv. II.)) 

iSS. Queis sont les diffdrents ddplacements qui laissent Inaltdrde une droite 
nde? 

53. 1,1 y a une infmitd de rotations qui transforrnent l’une dans Tautre deux 
.tes donndes D, D'. Les axes de ces rotations ne sont autres que ies droites 
el.ees Gi, dans l’exercice 454. 

arrni ces a'otations, il y en a deux dont rangl«^- est de 180”. 

54. Tout deplacement hdlico'idal qui transforme l’une dans l’autre les deux 
ites donndes D, D'a son axe A parallele 4 celui d'une des rotations considdrees 
s l’exercice prdcddent. 

uel est le lieu de Faxe A, lorsqu’en donne la direction de cet axe ? 
rouver ce lieu : 1“ directement; 2" en utilisantla composition des ddplacements 
es deux exercices prdcddents. On prouvera que Faxe A rencontre toujours, 4 
le droit, Fune ou l’autre de deux droites fixes (suivant qu’il est parallele 4 une 
ite Gl ou 4 une droite G^). 

55. Trouver le lieu de Faxe d’un ddplacement helicoidal, connaissant la direction 
:et axe et deux points homologues. 

56. Construire Faxe d’un deplacement helicoidal, connaissant un point-de cet 
, la granddur de la translation et deux points homologues. 

57. Un ddplacement clonnd quelcönque peut, en gendral, dtre ddcomposd en 
X rotations, dont une suivant une droite donnde quelcönque. Queis sont les cas 
iception ? 

58. On compose un ddplacement hdliooldal clonnd avec une quelcönque des trans- 
Dns T paralleles 4 une direction donnde. Lieu de Faxe du nouveau ddplacement 
31 obtenu, lorsqu’on fait varier la grandenr de la translation T. Montrer qu’en,. 
4ral il y a un et un seid de ces ddplacements qui se rdduit 4 une rotation. 
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589. On conipose unerotation donnee avec une rotation donc l’axe esf fixe el ren- 
contre le prenüer, niais dont l'angle est variable. Lieu de Taxe de la rotation resul- 

tante. 

590. Composer une rotation donnöe avec une rotation d’axe donnö rencnntrant le 
Premier mais d'angle inconnu, de maniere que le ddplacement resultant seit une 
transposition (ou plus generalement, une rotation d’angle donnd). 

591. Composer un döplacement belico'idal donne avec un deplacement inconnu, 
mais d’axe donne, de maniero que le deplacement rdsultant soit une transposition. 

59-2. Deux rotations (d’angles nonnuls) dont les axes ne sont pas dans un möme 
plan, ne se composent jamais suivant une rotation. 

593. Lorsqu'un deplacement Mlicoidal ne se rdduit ni ä une translation, ni 4 une 
rotation, il n'e.xiste aucun plan qui reste inaltere par ce deplacement. 

594. Mener, par un point donne, deux droites qu’un ddplacement donne trans- 
forme l’une dans l’autre. 

595. Etant donne un ddplacement, trouver deux droites homologues entre elles, 
qui soient situees dans un mSme plan donne. 

596. Construire un angle polyedre, connaissant les bissectrices des faces,- 

Le Probleme peut-il etre indetermine? 

Connaissant toutes les bissectrices, moins deux, trouver le lieu de cos derni^res, 
de maniere que rinddtermination ait lieu. 

597. Deduire de la composition des rotations le lieu des iranspuses d’un point 
donnd, par rapport 4 toutes les droites qui passent par un point fixe et sont situöes 
dans un plan fixe. 

598. D(5composer une rotation R en deux rotations S, S' dont les angles soient 
dgaux entre eux, Taxe de la rotation S etant, d’autre part, donne et concourant avec 
celui de R. Quel est le lieu decrit par faxe de la rotation S' lorsque faxe de la 
rotation S decrit un plan? 

598 iis. Decomposer unddplacementhelicoldal en deux ddplacements hdlicoTdaux 
S, S' composds de translations egales entre elles et de rotations egales entre elles, 
tous deux dextrorsum ou tous deux siuistrorsura, Taxe du deplacement S etant 
donne. 

599. Trouver deux deplacements helicoidaux d’axes donnds qui se composent 
suivant un deplacement d’axe egalement donnd. 
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CHAPITRE II 

SYMETRIES 

419. Definitions. — Deux poinls M, M' sont dits (comme en 
geometrie plane) sijmetriques par rapport ä un poinl 0 (ou encore 
par rapport au centre 0) {ßg. 324) lorsque le point 0 est le milieu 
de la droite MM' 

Deux points M,M' sont dits symefriques par rapport ä iin 



FiG., 324. 3 ?ig, 32Ü, 


'plan P {ßg. 32S), lorsque la droite qui les joint est perpendiculaire k 
ce plan et divisee par lui en deux parties egales. 

La symelrique d'une figure F, par rapport ä un point ou ä un plan, 
est la figure formee par les symetriques des differents points de F. 

419 bis. Coincident avec leurs symetriques par rapport ä un 
point : 

— le centre de symetrie ; 

— les droites qui passent par ce point, et non dautres droites . 
car toute droite qui coi’ncide avec sa symelrique doit contenir deux 
points symetriques l’une de l’autre, ce qui exige qu eile passe par le 
centre ; - 

— les plans qui passent par le centre (et non d’autres plans, 
pour une raison tout analogue). 

Coincident avec leurs symetriques par rapport ä un plan . 
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— ies points du plan de symetrie, et non d’autres points; 

- ies droiles situees dans le plan de symetrie et eelles qui lui 
soül perpendiculaires; 

- le plan de symetrie et les plans qui lui sont perpendiculaires. 


420. Theoreme. — Deux ßgures symefxiques dune meine Iroisiänu, 

par rapport ä deux centres differenU^ 
M &ont egales entre elles. 

Si, en efFet, Mi et sont les syme- 

yh; -triques de M par rapport aux deux 

^centres Oi, {fig. 326), la droite 
jjjj, ” est (PL, 55)parallele ä OiOg et double 

de OjOa- 

Donc, les figures symetriques d’une m^me troisieme, par rapport 
:T (J, et 0^, respectivement, se deduisent l’une de l’autre par une 
Iranslation parallele ä OjO^ et double de OiOg. 


Theoreme. — Deux figures symetriques d'une menie troisichne^ Vune 
par rapport ä un point, l'autre par rapport ä un plan^ sont dgales 
entre elles. 

11 sulTit, d’apres le theorbme precddent, de faire la demonstralion 
pour une Situation determinee du centre de symetrie : eile sera, par 
cela meme, faite pour toutes les autres posi- 
lioiis de ce point. 

Nous pouvons, par consequent, siippo- 
ser que le centre de symetrie 0 est sitiie dans 
le plan de svmetrie P. Dans ces conditions, 
nous allons faire voir que les symetriques 
d'iine meme ßgure F, l'une par rapport au 
point 0. l'autre par rapport -au plan P, se 
deduisent l'une de l'autre pmr une rotaiion 
de 18CP aiitour d'une droite : cette droite est la perpendiculaire 0.x‘ 
au plan P, menee par le point 0. 

Soient, en effet, M un point quelconque de F {ßg. 327); Mi, son 
syinetrique par rapport h 0 ; Ma, son symetrique par rapport ä P, 
de Sorte que la droite MM^, perpendiculaire au plan P, a son milieu 
M dans ce plan. La droite Oaj, parallele ä MM^ et menee par le milieu 
de MM„ renconlre en son milieu le troisieme cöte M,M, du triande 

MMjM,. “ 



Fig. ;^27. 
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D’ailleurs, est parallele ä Om (qui joint les milieux de MM^ et 
de MM,) et, par suite, perpendiculaire ä Oa;. Donc, les points 
Mp Ma sont bien transposes Tun de l’autre par rapport ä 0a\ 

c. Q. P. D. 

Corollaire. — Deux figures symetriques d'une meme troisieme F, 
q)är rapporf ä deux plans differents, sont egales entre elles^ puisqu’elles 
sont egales ä la symetrique de la figure F par rapport ä un point 
quelconque de Fespace. 

On peut d’ailleurs (exercice 600) consLater directement que ces 
figures se deduisent Tune de l’autre par une rotation ou une 
translation convenable. 

421. Theoreme. — Une ßgure plane est egale ä sa symetrique p)ar 
rapport ä un point ou ä un plan quelconque. 

Le tlieoreme est evident lorsque le plan de symetrie coincide avec 
le plan de la figure, puisque celle-ci coincide alors avec sa 
symetrique. II est des lors vrai dans tous les cas, d’apres le niimero 
precedent. 

En particulier, la ßgure symetrique d’un plan est un plan; 

La ßgure symetrique d'une droite est une droiie; la figure symetrique 
dun Segment de droite est un segment de droite egal au premier 

Deux angles symHriques l'un de Vautre sont egaux; 

La ßgure symetrique dune circonference est une circonferencep etc. 

421 bis. Corollaires. — 1. Une droite et un plan,perpendiculaires 
entre eux, ont pour symetriques une droite et un plan perpendicidaires 
entre eux : cela resulte de la definition du plan perpendiculaire ä 
une droite, puisqu’un angle droit a pour symetrique un angle droit. 

II. L'anyle dune droite et dun plan est egal 
ü rangle de leurs symetriques : cela resulte de la 
definition et du corollaire precedent. De meme : 

III. Deux diedres symetriques sont egaux. 

422. Theoreme. - • Deux diödres symetriques Vun 
de Vaulre, par rapport ä un point ou ä un plan, 
sont de sens contraires [lorsque les sens choisis sur 
les aretes se correspondent). fig. 328 . 

Si, en effet, le plan de symetrie est le plan de 
Tune..des faces [fig. 328), les aretes coincident (et cela en direction 
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et sensj pendant qiieles faces non communes sont de pari et d’autre 
de la face commune. 


Gorollaire. — Dans deux figures symetriques^ les triädres corres- 
pondants ont leurs dispositions inverses, 

G est d ailleurs ce qui a ete vu au n° 373 bis : car si on prend pour 
cenlre de symötrie le sommet d’un des triödres consid^res, on retombe 
sur la construction des triedres symefcriques indiquee au n“ 373. 

Les triedres symetriques consideres en cet endroil sont donc des 
figures symetriques au sens actuel. 

D apres ce qui precede — au lieu que deux figures transposees 
par rapport ä une droite sont superposables — deux figures 
symetriques par rapport ä un point ou ä ün plan, tout en ayant 
tous leurs cötes, tous leurs angles, tous leurs diedres egaux ä. 
chaeun, ne sont pas en general superposables,, parce que ieur dispo- 
sition est inverse. 

423. Theoreme. Deuxpolyedres symetriques sont equivalents. 

Nous distinguerons deux cas : 

Des polyedres considerds sont des pyramides. 

Ges pyramides ont leurs bases egales (421); leur hauteurs sont 
d ailleurs symetriques Tune de l’autre (421 öis, Coroll. I) et, par conse- 
quent, ögales ; elles sont donc eqüivalentes; 

2 ° Cas gendral. Decomposons Tun des polyödres donnes en 
pyramides. L autre sera decomposable en pyramides, symetriques 
respectivement des premieres. Ges pyramides etant eqüivalentes 
chacime ä chacune, les polyedres totaux le sont aussi. 

0. Q. F. D. 


424. On dif qu une figure admet pour axe de transposition ou, 
simplement, poui axe) la droite D, lorsqu'elle comcide avec sa trans- 
posee par rapport a D. 

Dememe, une figure est dite admettre un plan ou un centrede 
symetrie, lorsqu’elle comcide avec sa symetrique par rapport ä ce 
plan ou ä ce centre. 

Une figure F qui a un plan P ou un centre G de symetrie (^) est 


(i) n est clair que la mema conolusion ne s’appliquerait pas au cas of 
-u d'un plan de symötrie, la flgure F admettrait uaLe de ?ranJposuL 
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superposabje ä sa symetrique F' par rapport ä un point G" ou ä an. 
plan P' quelconque, puisque F et F' peuvent etre considerees 
comme symetriques d’une m^me figure (ä savoir F elle-meme) Tune 
par rappdrt ä P ou ä C, l’autre par rapport ä P' ou ä C'. 

Toutefois, il faut bien observer que, dans la Superposition de F et 
de F', ce ne sont pas, en general, les points homologues(c’est-ä -dire 
symetriques Fun de Fautre par rapport ä P' ou ä C') que Fon 
arrive ä faire coincider. G’est, par exemple, ce qui se produit dans 
le cas du triedre isoscele (383j : iin triedre isoscele est effectivement 
(voir exercice 480) une figure qui a un plan de symetrie. 

EXERCIGES 

600. Deux flgures sont symätriques cl’une mOme ü’oisieme, par rapport ä deux 

plans differents. Quel est le dOplacemeiit qui amene la premiere d coTiicider avec la 
seconde? , , ' 

(Distinguer deux cas, suivant que les deux plans sont concourants ou paralleles). 

601. Möme question pour deux flgures symdtriques d’une mOme IroisRime, l’une 
par rapport ä un plan, Tautre par rapport ä un point non situd dans ce plan. 

602. Une figure limitde en tous sens peut-elle avoir deux centres de symötrie ? 

603. Tout plan mend par le point d’intersection des diagonales d’un parallepipöde 
divise celui-ci en deux parties äquivalentes. 

604. Symetrie oblique. — Un point quelconque M etant considere, seit JF le point 
tel que la droite MM' soit parallele 4 une droite fixe D et divis4e en deux parties 
ßgales par un plan P (söcant 4D); le point M' est ditderiver de M par symetrie 
oblique. 

Prouver que : 

La figure obliquement symdtrique d’une droite est une droite ; 

La figure obliquement symetrique d’un plan est un plan. 

Deux polyedres obliquement symetriques Tun de l’autre sont Äquivalents. (On peut 
utiliserpour cela l’ex. 565.) 

605. MOrae question lorsque le point M' est deflni, ä i’aide du point M, par la 
condition que la droite MM' soit parallele 4 un plan fixe P et divisde en deux parties 
egales par une droite fixe D (sdcante 4 P). 

ün dömontrera que cette transformation peut se ramener 4 deux syradtries obli¬ 
ques, telles qu’elles ont dte definies a l’exercice precedent, ou encore 4 une symötrie 
oblique et une symdtrie par rapport 4 im point. 

606. Appliquer les conclusions de l’exercice precddent 4 l’exercice 568. 

607. Si une figure F est dgale 4 la symetrique, par rapport 4 un plan, d’une 
figure F', les deux figures peuvent Otre amenees 4 coincider par une rotation pre- 
cÄdÄe ou suivie d’une symetrie par rapport 4 un plan perpendiculaire 4 faxe de 
rotation ou par rapport 4 un point situe sur cet axe. 

608. Inscrire, dans un angle polyedre convexe donne, un angle polyedre tel que la 
somme de ses faces soit minima. Cas du triedre. 

Geometbie. II. . y 
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HOMOTHETIE ET SIWILITUDE 


425. Definition. — De meme qu’en geometrie plane, nous 
nonimerons homoikeiigue d’un point quelconque M, par rapport ä 
un poinl 0, appele cenfre d'homothetie, et ä un nombre 4, appele 
rappori dliomoiheiie ou de similitude,.leipoint M' obtenii en joignant 
OM et portant sur cetle droite, ä partir du point 0', un segment 
dünne par la relation 

OM' , 


Poiir achever de defmir Fhomothetie, on.doit indiquer s’il faut 
prendre !e segment 0M-' dans- le sens. OM’ (bomothetie direcie) ou 
dans iesens oppose (Iiomothetie inverse). 

La symetrie par rapport ä un point est, ainsi que nous Tavons 
nuiti* i Pl., 140, Rem.], un cas partieulier d’homothetie; inverse;, le cas 
«ü ie rapport de similitude est egal ä 1. 

426. Le Iheoreme dejä enonce en geometrie plane (n°141) : 
Theoreme. Bans deux figures homotheiigi-ces, la droite qui 
deux points quelconques de l'une. des figures-, et celle ■ qui 
pmi Im points homologties de Pmtre sont towjours paralleles et 
dmis te' rapport de similitude; eile sont de meme sens ou de sens 
contraires, suivant que riiomothetie est directe ou inverse, 
biibsisle, avec sa demonstration, en geometrie de l’espace. II en 
est de rnenie des 

roliaires. I. La figure homoiheiigne d;une droite est une droite 
mruüeie aLagn-emiere; 
d ou rfeulte, moyennant le 330’; 
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II. La ficjure homolheliqiie d-un plan est un plan parallele av 
premier ; 

II en est de möme egaiement des corollaires. 

III. I)eu,v anqles hoTnothetigues Viin de l'a,utve sonl eqaux. 

La figure homotheiique d'iin iriangle esl un iriangle semblable au 
premier 

et (moyennant le corollaire II et le llieoreme du n“ 393j 

IV. Xö ßgwe ho'inoihdiiqve dun polygone plan est un polygone 
semblable au premier; 

Plus generalernent, la ßgure honiottietique d'une figure plane est 
une figure qolane semblable ä la premicrc (‘). 

V. La figure homotheiique d'une circonference esl une circonference, 
les cenlres elanl homotlieliques l'un de l au Ire et le rapqjovl desrayons 
eianl egal au rapporl de simililude. 

Entiii les corollaires I et II donnent: 

VI. ünedroite el un planperpendiculaires ont pour homo^heliques 
une droile et un plan perpenidiculaires 

et, moyennant les n“ 358 bis, 384 bis : ^ 

VII. Dans denn, figiires homolhetiques, 

Ins diMres homologues sonl egaux; 

Les angks polyddres homologues sonl egaux si Vhomothelie esl 
direcie; symäriques, si l'homollietie esl inverse. 

427. La reciproque du thebröme precedent: 

Reciproque. — Deux figures etant donnees, s'il existe deux ppinls 
0, 0' leis que la droile qui joint le point 0 d un point M quelconque 
de lapremiere figure et celle quijoint leqjoinl 0' aupoini M' homologue 
de la seconde soient constamment paralleles et dans un rapporl donne 
k {ioujours de meme sens ou toujours de sens contraires), les deux 
fgures sonl homoihetiques, 

subsiste egaiement et se dömontre comme en geometrie plane, 
moyennant la Convention, qui consiste ä considerer, comme cas 

(l)Il.peut sembler que cetteproposition ne seit autre que la döfinition des figures semblables 
(PI, 146). II n’en est rien : deux figures semblables soiit en effet telles que l'une seit ögale k 
une homothdtiquo de l’autre par rapporl ä un point de son plan (seule espdee d’homothetie 
considdrde en geometrie plane); au,Heu que cette dernifere restriction n’est point supposde 
dans rdnoncö actuel. 
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lunite de deux flgures homolhetiques, deux flgures egales qui se 
deduisent i'une de l aulre par mie translalion 

II en resulle, comme en geometrie plane (144) : 

Theoreme - Dmi: fitjures homothetigues d'une meme troisüme 
,.,n> homMUliqua enin eile,; le rapP»^* d’homotheiie est le quotient 
des Mpporls prmilift, et celte homothitie est directe ou inmne, 
stäanil Iiue Ics homolheties primitives sonl de meme nom ou^ de noms 
conlraires, Les trois eentres d'homothetie sont sur miß meme hgne 
drolie (dite ao:e d’homothetie). 

La demonstration de ce dernier fait de l’dnonce : les trois eentres 
sont en Ugne droite, peut etre simplifide lorsqu’on fait intervonir riio- 

moth^tie dans l’espace. 

Seien t, en eff et, 0 un 
point de la premiere 
fignre [fig. 329); 0' et 
0" ses homologues daiis 
la seconde et dans la 
troisieme; M, un point 
Fiü. 320. de la premiöre ligure, 

situd en dehors du plan 
Ou 0 ; M , M" ses homologues. Le centre d’homothetie des deux 
premieres figures est ä l’intersection de 00^ MM'; celui de la 
premiere et de la troisieme, ä l’iutersection de 00", MM"; celui 
des deux dernieres, ä Tintersection de O'O", M'M". Ges trois 
eentres sont donc evidemment sur une meme droite, ä savoir 

riiilersectiondesplans OO'O", MM'M". 

Remäeque. Si les deux homotheties primitives sont de meine 
nom, avtx le meine rapport de similitude, les deux figures homothi- 
tiques dune meine troisieme se deduisent Vune de l’autre par iransla¬ 
iton. C’est le cas limite auquel il a ete fait allusion tout ä l’heure. 

loYersement, si les figures F et F' sont homothetigues, toute figure 
qui se dediät de F' par translation est aussi homothetique ä F. 

428. Theoreme. — Lorsque quatre figures sont homothetiques 
entre ellesj les six eentres d'homothätie sont dans un mdme plan (dit 
plan d’homothetie) et forment un quadrilatdre complet dont les cötes 
sont les quatre axes d'homothetie des figures prises trois ä trois. 
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Designons par F^, F^, Fg, F^ les quatre figures; par 8 , 3 , S^g, etc., 
les centres d’homothetie des figures F^, Fg-, Fj, Fg; etc, Les points 
Si 2 ,,,Sig, Sjg sont sur une mdme droile, Taxe d’homothetie des figures 
F,, F. 2 , Fg. Le point 8,2 est d’ailleurs, avec les points 814 . et 8 , 4 , sur 
une seconde droite, Taxe d’homothetie des figures Fj, Fj, F^.. Un plan 
passant par ces deux droites (et ce plan existe toujours ('), puisqiie 
les deux droites ont un point commun) contiendra les deux autres 
axes d’homothetie : celui de F^, Fg, F^, (dont il contiendra les points 
Sjg, 8 , 4 ) et celui de Fj, Fg, F^, (dont il contiendra les points 833 , 824 ) : 
il contiendra donc les six centres, lesquels auront bien la disposition 
indiquee par l’dnonce. 

429. Definition. — Deux figures sont dites semhlables si l’une 
d’elles est egale ä l’une des homothetiques directes de l’autre. 

Gette defmition Concorde d’ailleurs (426, Coroll. IV), dans le cas 
des figures planes, avec celle qui a ete donnee en geometrie 
plane. 

Des differents corollaires duji° 426 rösulte d’ailleurs : 

Theoreme. — Deux ^^olyedres semhlables ont leurs faces homologues 
semhlables^ avec le mSme rapport de similitude, et leurs angles 
polgedres homologues ögaux chacun ä chacun. 

Nous allons demontrer la reciproque : 

Reciproque. ~ Si deux polgedres ont leurs faces semblables 
chacune ä chacune, avec le meme rapport de similitude^ leurs angles 
polgedres egaux chacun ä chacun., ces elements eiamt pareillement 
assembles (^) : ils sont semblables. 

Nous allons d’abord demontrer que si deux poly&dres ont leurs 
faces egales et leurs angles polgedres egaux chacun ä chacun et pareil¬ 
lement assembles, ils sont eg.aux. 

Pour cela, nous transporterons Fun des polyedres sur l’autre, de 
maniere qu’une de ses faces — soit, par exemple, la face F, dont 

(1) Tl peut ne pas etre unique, si les deux axes d’homotli6tie qui le dötermineat coi'ncident: 

les centres Si 2 , Si 3 , ... sont alors tous en ligne droite. : 

(2) C’est-d-dire que cos dldments se correspondent dans les deux polyedres de manifere qu'ä 
deux faces du preraier, contiguSs suivant une aröte, correspondent, dans le second, deux 
faces respectivement semblablesaux premidres et aussi contiguSs entre elles; qu’ä des faces 
formant un angle poly6dre, correspondent des faces ^semblables aux premieres) formant 
l'angle polyödro egal au Premier, etc. 
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les sommets sont A, B, C, D, E {ßg. 330) — vienne coincider avec 
kl face Iiomologue (et par consequant egale) F (aux som- 

mets A', B', C', F ) E ) de 



0 D- 

Fio. 330. 


l’autre. 

Alors l’angle polyedre 
eiiiA et l’angle polyedre 
en xV, figures egales 
entre elles qui ont trois 
points commuiis non en 
ligne droite (puisque les 


faces F et F' sont entiere- 


ment superposees), coincident; et comme on peut raisonner 


de raeme pour chaque sommet de ’F, on voit que tonte 
face F; du premier polyedre, contiguä ä F, coincide avec son 


homologue. 

Mais on peut recommencer le raisonnetnent precedent, en partant 
de Fp et demontrer la möme conclusion pour tonte face Fg contigne 
a Fj,; continuant ainsi de proclie en proehe, on peut manifesLement 
rnontrer que la coincidence est etablie pour toutes les faces. Les 
deux polyedres sont donc bien egaux. 


Prenant alors, conformernent ä Fenonce, deux polyedres P, P' 
qui uut toutes leurs faces senablables, avec le mdnie rapport de 
siiiiilitude A*, et leurs angles polyedres egaux, ces elements etant 
pareiilenient assenables, nous considererons le polyedre Pj, homo- 
llielique direct de P avec A: pour. rapport d’homothetie. Ce polyedre 
«iura toutes ses faces egales et toiis ses angles polybdres egaux aux 
i.u et aux angles polyedres liomologuescde PA; il sera donc egal 
ä P'. et les polyedres P, P' sont semblables. 


Gi Q. P. D. 


430. Theoreme. ^^'^'■xpolyedres semblablespeuvent äire decom- 
pmH en pymmUes sembUles et pareillement assemblees. 

n suftira, äcet etVet, apres avoiramene les deux solides dans la 
Position Oil ils sont liomothetiques, de decomposer Fun d’eux 

en pyramides (395) et Fautre, en pyramid^s .honiotlietiques^ ^^d^ 
prernieres. •, 


On demontrerait d’ailleurs,,paT une marche analogue ä celle qui 
•> sun.o ,ians le plan (PL, 149) et ä eelte da n- präoedent, quo, 
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. 'neciproquement^ deux.polyMves^ icomposäs dß<pgmmMes sembla.bles et 
pareülement assembUes sont semb'ldbles. 

431. Theoreme. — Le rapport des volumes de deiix polyedres 
semblables .est egal au cube du rapport de similitude. 

Comme precedemment (423), nous distinguerons deux cas : 

1 “ Les polyedres 'Sont des pyramides. 

Soient B et H la base et la hauteur de la premiere pyramide ; 
B'.et.H', labase et la.hautear de la seconde ; A le r,Support de simi¬ 
litude ; on a (PL, 257) 

B'= Ä'B, H'== J:H 


et le rapport des volumes sera 


O 

i B.H 
0 


__ 2! 5! 

“ B ■ H 



2° Cas geniral. — On decomposerales polyedres donnes en pyra¬ 
mides semblables »et pareillement ‘assemblees. Deux pyramides 
correspondantes quelconques ötant dans le rapport A®, leurs sommes 
sont, en vertu d’un theoröme connu sur ’ies proportions (‘), dans le 
möme rapport. 

C.Q.F.D. 


EXEKCIGES 


609. Si (ieux flgures se correspondent point pai- point, de maniere que la lipe 
joignant deux points quelconques de l’une soit parallele ä celle qui Joint les points 
’homologues de l'autre, eiles 'Sont ho'möthdtiques. 

610. Si deux figures se correspondent point par point, de manieie que A, B, G, 
etant trois points quelconques de Tune, A', ß', C’ leurs homologiies dans 1 autre, 

l’angle ^B'A^' soit toujours egal ä,.B AiQi elles sojitvS.einW.aW6S,MOii liune est sem- 
blable ä la symetrique de l’autre.. 

(1) Tannery, Aecon« dAn't/tmdfjg'Me, n" 196, !p. 231. edmparer Pl„.257. 


GJiOMETKIE. 

A ,v.\' (mais non egales) peuvent 6tre ameniJes ä coinciiler 

sn " :xe r/otatll’ ^ S 

lie!'" semblable ä la symetrique de 

ellefde”“: ho,„olhd,i,„es entre 

C>14. Lieu du centre d’une homothetie dans laquelle le rapport de similitude 

donod nZZZtTlZT '‘r “" '■“= ™ ™PP»rt 

par point et deux plans donnes; par trois plans concourants donnds 

'^^ux polyedres, P Q 

Q connars ant^’r'' surfaces Detennine; 

y, connaissant P et un polyedre semblable a 0. 


PKOBLfiMES 

PROPOS^S SUR LE SEPTlilME LIVRE 

tdtraedres sont dgaux ou symetriques : 

2- sil" OM '“■=' dtacne 4 chacune; 

ohacune i chacuoe; ^ "" ““ symetrique, compris entre arStes dgales 

I' l'l'h Öm ünelrPm'^'d Niedres dgauit chacun ä chacnu; 

ä chacun; «S^readjacenteä deux triSdrea dgaux ou symdtriques chacun 

iT.« 1“”,','™''" *4cnne. 

symetrique“ “ont asrnTbS”d‘'e“ia‘’mto?&fot 

des'L^drt™ ““ ““ oas de similitude 

poinrM*“*,'e°MA + MB Ti*" “■ '* >*’ sur D le 

maxImuU ’ ^ + ““ ““ « '= P<>™‘ « tel que NA-NB seit 

0 Sxd™"t\?parL™lt^^^^^^^^ 1“ 0« SOS dlstances 

621. Quedeviennentles ^noncösdes exercice«; fini nf i 
estdivisee par le plan P (ex. 604) ou la drX n fe, eo-fa ‘’™“° **“' 

quelconque, et non en deux parties ögafes ^ donnd 
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622. Une rotation et une translation obliques entre elles se composeiit suivant un 
d^placemeiit lit5licoidal dont Taxe est parallele ä celui de la rotation. Si Fon ehange 
l’ordre des deux operations, on a deux mouvements dont les axes sont symetriques 
Tun de l’autre par rapport au plan qui passe par Faxe de la rotation et par la per- 
pendiculaire commune menee ä ce dernier et ä la translation. 

623. Plus generalement, en composant deux döplacements donnes dans un ordre 
deterrninö, puis dans Fordre inverse, on obtient deux deplacements dont les axes 
sont transposes Fun de Fautre par rapport d la perpendiculaire commune aux 
deux axes primitit's (la grandeur de la rotation et celle de la translation riisultantes 
etant d'ailleurs les mdmes dans les deux cas). 

624. L’ordre dans lequel on compose deux deplacements n’est indifferent que si 
CCS deplacements, qui sont alors dits permulables, sont : 

1° Ou deux ddplacements de mSme axe; 

2” Ou deuxtranslations; 

3“ Ou deux i'otations de 180° autour d’axes qui se coupent k angle droit, 

625. Etant donnes trois plans P, Q, R passant par une m6me droite D et, dans 
Fun d’eux, une droite. SA secante ä D en S, il existe, en gdneral: 

1° Un triedre ayant une arAte suivant SA et tels que P, Q, R soient les plans bis- 
secteurs de ses diedres ou de leurs suppldments (ex. 488), Discuter, suivant les cas, si 
c’est Fune ou Fautre de ces deux circonstances qui se prdsente. Lorsque, P, Q, R et S 
i’estant fixes, SA varie, le plan de la face opposee A SA passe par une droite fixe; 

2« Un triedre tel que P, Q, R soient cbacun perpendiculaire A une des deux faces, 
en passant par la bissectrice de cette face ou celle de son suppldment, l’une tle ces 
bissectrices dtant SA. Discussion analogue A celle de 1°. Lieu des arötes du triAdre 
lorsque SA varie, P, Q, R et S restant fixes; 

3° Un triAdre tel que P, Q, R passent cbacun par une de ses arAtes et la bissectrice 
de la face opposAe ou de son supplAment, Fune de ces bissectrices etant SA. 

626. ^Itant donnAes trois droites coiicourantes Sn, Sö, Sc d’un niAme plan, il 
existe, en gAnAral : 

1“ Un triedre tel que Sa, Sft, Sc soient les droites dontil est question dans Fexer- 
cice 489, Fune des faces etant dans un plan donnA P passant par Sa. Lieux des arAtes 
de ce triedre lorsque P tourne autour de Sa; 

2° Un triedre tel que Sa, Si, Sc soient les droites dontil est question dans Fexer- 
cice 491, Fun des plans bissecteurs mentionnAs en cet endroitAtant uii plandonneP 
mene par Sa; 

3“ Un triedre tel que Sa, Si, Sc soient les droites dont il est question dans l’exer- 
cice 493, Fun des plans bissecteurs mentionnes en cet endroit etant un plan donneP 
passant par Sa. 

627. (GAnAralisation de la l'“ partie de Fex. prAcAdent). Gonstruire un angle 
polyedre, connaissant les bissectrices des Supplements de ses faces. — Le problAme 
est, en general, possible lorsque le nombre des faces est pair. Lorsque ce nombra 
est impair, le problAme est, au contraire, impossible ou indetermine. Quel est, dans 
ce dernier cas, le Heu d’une arAte de Fangle polyAdre cherchA? 

Lorsqu’on donne toutes les bissectrices moins une, quel est le lieu sür lequel doit 
setrouver cette dernierepour que le problAme soit possible? 

628. Etant donnes trois plans P, Q, 11 passant par une mAme droite D et, dans Fun 
d’eux, une droite SA sAcante A D en S, trouver un triedre tel que P, Q et R passent 
cbacun par une de ses arAtes et la bissectrice de la face opposAe, Fune des arAtes- 
etant SA. (Utiliser ex. 597.) 


LIVRE VIII 


LES CORPS RQNDS 


GHAPITRE PREMIER 

DEFi NITIONS OtN^RALES — CYLIND,RE 

432. Parmi les surfaces qui ne sont pas planes, les plus simples 
sont les surfaces cylindriques, les, sxn^f8.CQS com'gfwes et les surfaces 
äe.revoluti'on. 

On nomme surface cylindrique [ßg. 3.31), ou 
simplement cylindre, la surface engendree par une 
droite, dite ^enem^n■ce, ,qui se deplace en restant 
parallele ä une ,droite .fix,e. 

II est clair qu’oh determinera une surface' cylin- 
drique en se donnant : 1® la direction commune 
des generatriees; :2° un 'point de chacune d’elles. 
On prend, en general, ces points'de maniere qu’ils 
varient conLinüment lorsque la generatrice varie 
Gontinüment etiorment uneligne (C, ßg. '331), qui 
est dite la’cJireo^jn'ce. 

II est clair qü’on peut considerer comme ' direc- 
triee.toute ligne tracee.§ur,la surface etrencontränt 
toutes les generatriees. 11: est. souvent a’^^anta- 

geux de‘prendre pour diirectriee une courbe . plane. 

■ Le plan en ime surface cylmdrique, ä sayoir celle qü’on obtient 
(332) en prenant pour directrice une droite. 
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433. Definition. — Une droite est dite tangente ä une surface, en 
un point A de cette surface, lorsqu’elle est tangente en A h une ligne 

tracee sur lasurface. 

Theoreme. — Toides les tangentes que !'on peut mener ä une sur- 
faee cylindrique^ en un point de cette surface, sont dans un meme 
plan. 

Ce plan est dit le plan iangent au cylindre, mene 
au point considere. 

Le plan tangent au cylindre en un point contient la 
generatrice qui passe par ce point et est le meme tout 
le long de cette generairice. 

Soient A le point donne {ßg. 332); G, la generairice 
qui passe par ce point; C, une conrbe tracee sur la 
surface par le point A.et admettant une tangente AT, 
distincte (^) de G; G', une autre courbe tracee par; A 
sur la surface et admettant une taugente.ATG Soient 
maintenant M' un point de C', voisin de A; M, le 
pointoüla generatriceG'du point M' vientrencontrerta courbe G(2): 
les deux droites AM, AM' sont, avec G, dans un m^me plan (le plan 
des deux generatrices G, G'). Donc leurs. positions limites seront 
aussi {’*) dans un mßme plan avec G : autrement dit, toutes les 
droites telles'que AT' seront dans le möme plan GAT. 

Ce plan contient bien la droite G et est bien le möme en lous les 
points de G (comme posi tion limite (®) du plan GG'). 

434. Une surface cylindriquepeut Hre consideree comme le Heu des 
positions que vient occuper la directrice, lorsqu'pn lui fait subir.suc- 
cessivement les differentes translations paralleles’ aux generatrices. 
Car, dans ces differentes translations, chaque point de la directrice 
se döplace evidemment sur la generatrice correspondante et decrit 
toute cette generatrice. 

Lessections d’une surface cylindrique par des plans paralleles entre 

(1) Nous ne considörerons pas lo cas oü il ne passerait pas. parle point A, de courbe ayant 
oine tangente distincte de G. Ce cas, qui u est pas theoriquement impossible, ne se prdsente 
qjas dans ies cylindres que Ton a k considdrer habitueUement. 

(2) On ddmontre que ce point esiste nöcessairement lorsque la tangente AT est distincte 
■de G. 

(3) Nous admettons ici (voir PI., 104, note) les propositions suivantes : Quand irois droites 
mriables issues d’unmSnie point sont dans un mSme plan, il en est de mgme de leurs positions limites 
{si celles-ei existent).—.Quand une droite variable- et un plan variable quiUa contient tendent 
chamn vers wie position limite, la position Umite du plan contient la position limite de la droite 
•Ces propositions se dernontrent d’ailleurs aisdinent (V. Bxeroices 486 6tA87). 


G- ,6 



Fia. 332. 


GEOMETBIE. 


140 

eux {maisnon paralleles aux generatrices) {fig. 333) sont ägales. Q^xf 
ellesse deduisent l’unede Tautre par translation (335). 

En particulier, on designe sous le nom de seclions 
droites du cylindre, les sections par des plans per- 
pendiculaires aux generatrices. On voit que tontes 
les sections droites d’un möme cylindre sont egales 
entre elles. 

Dans le cas oü le plan secant est parallele ä la 
direction commune des generatrices, la section se 
compose evidemment dune ou plusieurs de celles-ci. 

435. On nomme plus specialement cglindre le 
volume obtenu en coupant une surface cylindrique 
par deux plans paralleles [fig. 334) et limite, par conseqnent, par 
une Portion de surface cylindrique et deux aires 
planes ögales entre elles (dites bases). 

La hauteur du cylindre est la distance des plans 
des bases. 

ün cylindre est dit droit., lorsque ses genöra- 
trices sont perpendiculaires aux plans des bases : 
autrement dit, lorsque celles-ci sont des sections 
droites. 

436. On nomme surface conique {fig. 335) ou 
plus simplement c6ne, la surface engendree par 
une droite (dite generatrice) qui se deplace en passant par un point 
fixe (dit sommet du cöne). 

II estclair qu’on determinera une surface 
conique en se donnant : 1“ le sommet; 
2° un point de cliaque gen6ratrice. On 
prend, en general, ces points de maniere 
qu ils varient contindment et forment une 
ligne (C, fig. 33b), qui est dite directrice 
ou base du cöne. On peut considerer comme 
directrice toute ligne tracee sur la surface 
et rencontrant toutes les generatrices. 

Le plan est une surface conique., ä. 
savoir celle qu’on obtient en prenant 
pour directrice une droite (323). 




Fm. 334. 
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Theoreme. — Les langentes que Von peut mener a. um surfuce 
üonique^ en un point aulre que le sommet^ sont toutes dans un meme 
plan. 

Ce plan esl, dit le plan tangent au cöne au point considere. 

Le plan tangent au cöne contient la generatrice du point de contact 
et est le meine en tous les points d'une meme generatrice. 

Meme demonstration que pour le cylindre (433). 


Une surface conique peut etre consideree comme le Heu des positions 
que ment occuper la directrice, lorsquon lui fait subir successivement 
toutes les homotheties qui oni pour cenire le sommet. 

Lorsque la directrice est fermee, ses homothetiques directes 
forment une premiere portion ou nappe du cöne, pendant que ses 
homothetiques inverses forment la seconde nappe. 

Ces deux nappes sont alors separees Tune de l’autre par le som¬ 
met [fig. 335). 

Les sections d’un möme cöne par des plans paralleles sont 
serabläbles (393, Rem.). 

La section d’un cöne par un plan passant par le sommet se 
compose evidemment d’une ou plusieurs generatrices. 


437. On appelle, plus specialement, cöne, le volume obtenu en 
ooupant une nappe de surface conique par un plan, autrement 

dit, limite par une aire plane 
(dite base) et une portion de sur¬ 
face conique {fig. 336). 

La hauteur du cöne est la dis- 
tance du sommet au plan de la 
base. 

Onnommetroncdecöne [fig. 337) 
le volume obtenu en coupant un Fig. 337. 
cöne par un plan parallele ä la 
base; autrement dit, limite par une portion de surface conique 
et deux aires planes semblables (dites bases). La hauteur du tronc 
du cöne est la distance des plans des bases. 

438. On nomme surface de revolution., la surface engendree par 
une ligne G qui se deplace en tournant autour d un axe fixe, 1 angle 




Fig. 336. 
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de rotalion prenant successivement Loutes les valeurs possibles. 

Dans ces conditions, un point quelconque M de C se deplacera, 
d tipres ce c|ug iious savons, dans le plan mene par ce point per- 
pendiculairenient ä 1 axe. il decrira dans ce plan, un cercle ayant son 
eenire sin* Taxe. 

Ce cercle est dit un parallele de la siirface. 

Conime il passe un parallele par tout point de la surface, on voit 
qu une surface de revoluiion peut etre consideree comme le Heu deorit 
par un cercle qui varie (en changeant, en general, de rayon) de 
munierc que son.centre decrive wie droite, son plan restant perpendi- 
rulnire d cette droite. 

Onacheveradedefmir la surface en imposant au cercle variable 
la condition de rencontrer constanunent la ligne donnee G. Comme, 
une fois laxe donne, il suffit de se donner un point quelconque 
dun parallele pour le determiner entierement, on voit que la 
hgne C peut etre remplacee par n’importe quelle autre courbe traeee 
sur la surface et rencontrant tous les paralleles. 

On choisit, le plus souvent, pour la ligne C, la section de la sur- 
ace par un plan quelconque passant par Taxe. Cette section MM' 
{ßg. 338), dite meridienne de la surface, admet 
M-. . ^ ^yidemment comme axe de transposition Taxe 

f .. i puisqu’elle contient les points dia- 

me'tralement opposes de chaque parallele. On 
! \ pourra, par consequent, se contenter d'en con- 

( ] moitie', par exemple la partie situee 

y j dun seul et möme cöte de Taxe. 

^ ^omme les diverses positions 

Fm «s occ^ipees par la meridienne, lorsque son plan 

ouine autour do Taxe. Pär chaque point de 
Vne surfarp rU ..' passe evidemment im meridien. 

eile est svmedrimir^ (^^'^et^ une infinite de plans de symelrie : 

u« paraiiüle^ quolco^nq„r”uU de” cette“ 

■‘”419M,etdun-62(Pl.,irii) P™P™te. en vertu da 

r.vo,utio„ extste, 

nieoer aiix Äffwentes courbes tno' tangentes que l’on peut 

dans Un inöme plan. Ce plaii doit ^ surface par ce point, sont 

P^an doit, d uprös ce qui precMe, coincider avec 
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son symelriqu& par rapport au plan meridien qui passe au poinl consi- 
döre, et, par suite, 6tre perpendiculaire ä ce dernier plan. 

439. Apres le plan, les surfaces cylindriques les plus simples sont 
celles qui önt pour directrices des cercles. 

Parmi. celles-lä,. on considere, en particulier, celle qui a pour 
seclian droite un cercle et qoii est la 5ur/ace cylindnque de revolu- 
tion : cette surface est, en effet, celle qu’on obLient en faisant 
tourner une droite D autour d'un axe A qui lui est parallele, car, 
dans ce mouvement, la droite reste constamment parallMe äA, pen- 
dant qu’un quelconque de ces points decrit un 
cercle dont le plan est perpendiculaire ä A; et 
inversement, tont cylindre dont la seclion droite 
est un cercle peut Atre obtenu de cette maniere, 

Taxe A etant la parallele menee par le centre du 
cercle a la direction des generatrices. 

En coupant la surface cylindrique de revolution 
par deux plans de sections droites, on obtient le 
aßindre droit ä base circulaire om cylindre de r4vo- 
luLion {ß,g. 339), que Ton peut encore considörer 
comme la figure engendree par un rectangle AA'DD' {-ßg. 339) 
tournant autour d’un de ses cötes. 

Un cylindre de rßvolution est manifestement defini quand on se 
donne le cercle de base et la hauteur (ainsi que le sens dans lequel 
eile doit etre portee). Deux cylindres de 
revol ution qui ont meme rayon de base et 
m4me hauteur, sont egaux. 

440, Surface laterale du cylindre. 

Un cylindre etant donne {fig. 340), ins- 
crivons dans la premiere courbe de base 
un polygone quelconque : ce polygone 
sera la base d’un prisme ÄBCDEA'B'C'D'E' 
[ßg\ 340) ayant pour aretes des genera¬ 
trices du cylindre et pour seconde base un 
polygone inscrit dans la^seconde. base de celui-ci : prisme qui sera 
dit inscn't au cylindre. • 

Vaire laterale du cylindre est, par definition, la limite vers' 
laqiielle tend l’aire laterale d’un prisme inscrit, lorsque le nombre 




Fift. 339. 
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des cÄtes du Polygone de base augmente indeflniment. de maniare 
<JUG chaciin d eux tGndo vors zero. 

nro!veVr M "0“^ ^'1»“» 

prouver 1 ex.stence de cette limite et en trouver la valeur. 

Thdoreme, - Uaire laterale dun eylindre droit ä baee circulaire 

est igale au produii du perimetre de la base par la 
haute ur. 

En effet, l’aire laterale du prisme inscrit 
3^1) est egale (388), au perimötre de la sec- 
i tion droite (qui se confdnd ici avec la i)ase)mul- 

e tiplie par Taröte laterale. 

Si 1 on augmente indefiniment le nombre des 
cötes du polygone de base, de maniere que clia- 

Fig. 341 . le perimetre de ce 

polygone tend, ainsi que nous l’avons demontre 
, , . 176-177), vers une limite, qui est lalöngueur 

te a circonference de base du eylindre; l’aröte du prisme -etant 
dailleiirs constamment egale ä la liauteur du eylindre, le theoreme 
est demontre (^). 

L'aire latMp p f eylindre, h sa hauteur. 

ronToet Lt cireonfenenoe de base a pour 

enfenlTof» '”? 

+ bases, L-aire totale est dono 

^1. Volume du eylindre. 

d’eux tende vers ‘ndeßniment, de manibre que chacun 

allons ppmler Po “vculaire, droit ou non, nous 

XIS ence de eette limite et en trouver la valeur. 

{Plil79 „oLTlaloigL^ufr^ ^ quo Ton a pu dölinir 

moment que le pörimötre d’uu pol4onrinti f = c’est-Ldire, du 

augmente indefiniment tend vLs Sie limite conrhe etdont le nombre de cöteSs 

nmipUpar l’arSte / queiconque est ägale aupMmetre de la section droite. 
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Theoreme. Le volume du cylindre ä base circulaire est egal d la 
sw'face de base, nultipli^e par la hauieur. 

Le volume du prisme inscrit est, en effet, egal au produit de la 
surface de sa base par sa hauteur : cette derniere est commune au 
prisme et au cylindre, pendant que la surface de base du prisme a 
pour limite la surface de base du cylindre 

Corollaire. — Soient, comme precedemment, R le rayon du 
cylindre; h sa hauteur. Le voluvie est viR^h. 


Remarque. — No US avons defini faire laterale et le volume d’un cyJin- 
dre comme liraites de faire laterale et du volume d’un prisme inscrit 
Nous serions evidemment arrives ä la mörae limite en considerant faire 
laterale et le volume d’uii prisme circonscrit (on ddsigne sous ce nom 
un prisme ayant pour bases des polygones circonscrits anx coarbes de 
bases ei dont les ardtes sont paralleles et dgales aux gdudratrices du 
cylindre). 


EXERGIGES 


629. _Si une droite a plus de deux points communs avec une surface cylindriaue 4 

base circulaire, eile est une gdndratrice de la surface. ^ 

630. Trouyer le lieu des milieux descordes interceptdes par une surface cylindri- 
{]ue 4 base circulaire sur des droites issues d’un rjoint fixe. 

631. Mener, par un point donnd de l’espace, un plan tangent 4 un cylindre de 

revolution donnö. ^ n j luuio 


d’ 


632. Lieu des centres des homothdties de rapport donnd et telles 
une droite donnde rencontre un cercle donnd. 


que fhomologue 


633. Trouyer le lieu des points de fespace tels que leurs projections sur les cotds 
d un tnangle donne so.ient trois points en ligne droite. 

634. _Ddmontrerquelesseulessurfacesderdvolution, qui soient en möme terans 
des cylmdres, sont les cylindres de rdvolutiori ddfmis au n“ 439. 

635. Galculer les dimensions du litrequisert 4 mesurer les grains et du litre qui 
sert 4 mesurer les liquides, sachant que ces deux instruments ont tous deux la 
torme cylindrique, la hauteur etant, dans le premier, dgale au diamötre de la base 
et, dans le second, double de cediametre. 


_ 636. Quel est le rapport des volumes engendr<§s par un rectangle tournant succes- 
sivement autour de deux cötds consdcutifs ? 


637. Etant donnds^un cercle et deux diametres rectangulaires, trouver un ree- 
tungle ayant deux cotds suivant ces diametres, un sommet sur la circonference et 
et qui, en tournant autour d’un de ses c6t6s, engendre un cylindre de surface totale 
donnee. Maximum de cette surface totale. 


(1) Le raisonnement s applique övidemment 4 un cylindre de base quelconque, en admettanfc 
outefois que la ddfiuition (PI., 260, note) de l’aire d’une oourbe fermöe s'applique 4 la courbe 
.de base de ce oylindre. Moyennaut cette condition, on a donc le thöoröme suivanU -Le volume 
d un cylindre quelconque est egal au produit de sa base par sa hauteur. 
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GIS Etant dc-nnö un cylindre droit k base circulaire, evaluer la portion de l’aire 
1 i*Gral.»"comprise entre labase, un plan Ppassant par un diametre de la base et deux 
-ri.-nitriro? quelconques (voir la figure ci-contre). Montrer que l’aire ainsi döflnie 
est guarrable, c'est-4-dire qu’on peut construire un rectangle 
äquivalent (on suppose qu’on a trace le cercle de base, marqud 
sur sa circonference les pieds des deux genäratrices, donnd la 
longueur interceptee par le plan P sur l’une d’elles et la 
direction du diametre commun aux deux plans). 

(On imitera la mäthode du n“ 440, en remplapant d’abord la 
«urface cylindrique par une surface prismatique inscrite). 

639. En coupant une surface cylindrique ä base circulaire 
par deux plans non paralleles entre eux (mais ne se coupant 
pas ä l’interieur de la surface), on obtient un solide (qii'on 
peut appeler tronc de cylindre). Montrer que l’aire latärale 
» t je voIume de ce solide sont les mämes que’ceux d’un cylindre limitä par la möme 
surface cylindrique et deux plans paralleles ä la base du cylindre menes aux points 
oü la parallele aux generatrices menee par le centre de cette base rencontre les 
plans doiines. 
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CHAPITRE II 

CONE - TRONC DE CONE 

442. Parmi les cönes, on dislingue ceux qui ont pour bases des 
cercles. 

En particulier, iin cöne dont labase estiin cercle et dont le sommet 
est sur la perpendiculaire eleve au plan du cercle par son centre, 
a reQu le nom de cöne droit ä base-circulaire ou cöne 
s de revolution. 

Ce cöne [ßg. 342), considöre comme surface 
conique illimitöe, est, en effet la surface de revo¬ 
lution qui a pour möridienne une droite secante ä 
Taxe; considerö comme solide limite, c’est la figure 
engendree par un triangle rectangle qui tourne 
Fig. 342 . autour d’iin de ses cötes. 

Un cöne droit est evidemment determinö lors- 
qu'on donne son cercle de base et sa liauteur, avec le sens dans 
lequel celle-ci doit ötre portee. Deux cönes droits de möme rayoii 
de base et de möme hauteur seit egaux. 

La longueur commune des generatrices d’un s 

cöne droit a regu le nom d'arete laterale ou d!apo- 
iheme du cöne. On donne le nom d''angle au sommet 
du cöne ä l’angle qiie forment entre elles deux 
göneratriees situees dans un merae plan meridien, ^ 
angle evidemment double de l’angle compris entre 
i’une d’elles et Taxe. 

II e&t clair que le tronc de cöne de re'aolution'^on.i 
s’obtenir en faisant tourner un trapeze rectangle ABab {ßg. 343) 
autour du cöte perpendiculaire aux bases. 

Remaeque. — Si la generatriee est perpendiculaire k Taxe, la 
surface degenöre en un plan. 
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443. Aire laterale du c6ne de r^volution. 

Si. dans la base d’un cöne quelconque, on inscrit un polygone 
quelconque, la pyramide qui a pour base ce polygone et dont le 
sonimet est le meme que celui du cöne, est dite' inscrite ä celui-ci. 

On nomme aire laterale du cöne, la limite vers laquelle tend l’aire 
laterale dune pyramide inscrite, lorsque le nombre des cötes du 
polygone de base augmente indefiniment, de maniere que chacun 
d'eux tende vers zero. 

Nous allons, dans le cas du cöne de revolution, prouver i’existence 
de cette limite et en trouver la valeur. 



L'aire laterale du cöne droit est egale au demi-procLuit 
de la circonference de base par l'arete laterale. 

Dans le cöne donne, de sommet S {f.g. 344), 
inscrivons la pyramide SABCDE. L’aire laterale 
de cette pyramide est la somme des triangles SAB, 
SBC, SCD, autrement dit, la somme des 
demi-produits obtenus en multipliant chacune 
des bases AB, BG, CD .... de ces triangles par la 
Iiauteur correspondante. Elle est donc egale {‘) öi 


Fra, 344. 1 "4" i i 

la demi-somme---, inultipliee par 


une quantite a intermediaire entre la plus grande et la plus petite 
des hauteurs. 

Lorsque le nombre des cötes du polygone de base augmente 
indefiniment de maniere que chacun d’eux tende vers zero, ia 
summe .AB + BC + ... lend vers da longueur de la circonference de 
bdse. Quant aux hauteurs, si nous considerons, par exemple, la ‘ 
hauteur SH {ßg. 344) du triangle SAB, laquelle tombe au milieu H 
di .AB, nous voyons, dans le triangle SAH, qu’elle est comprise entre 


aAetSA- AH, lequelest egaläSA- Elle tend donc vers- 

lorsque le plus grand des cötes 
.AB BL, .,, tend vers zero, la plus grande et la plus petite des 
auteurs considerees precedemment tendent vers l’arete laterale du 
cone. II en est donc de möme de a et le theoröme est demontre (^). 


!! Tas'n’ery, Legons d'Arithmitique, a» 188 nao-e gia 
Coatrairemeat * L . P.s® 

' i-.aiie cöne, la 


u^junmanque, a« 188 , page 212, 

däiTtlaVon relüZ ^ ce va voir plus loin pour I 

amoustration relative äl aire du cöne de rövolution n’est point v^alabl 
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Corollaire. — Appelons maintenant a l’arete laterale du cöne, et 

1 

seit R le rayon de base. Vaire laterale sera - 2tcR x « = tcR« 

5 • . 2 ■ 

L aire totale du cöne s’obtiendra en ajoutant, ä l’aire laterale, celle 

de la base, ce qui dormera ttR« -f ttR® = ttR [a -f R). 

Remarque, — Si, au lieu de pyramides inscrites au cöne, nous avions 
considere des pyramides circonscrites, ' b’est-ä-dire 
ayant pour bases des polygones circonscrits ä la base 
du cöiie (le sonimet restant le möme), nous aurions 
constate que les surfaces laterales de ces pyramides 
lendent vers la mötiie limite que les surfaces late¬ 
rales des pyramides inscrites. Le raisonnemeut prb- 
cödent peut eu effet se rdpdter dans ces nouvelles 
condiüons, avec cette seule modification que, dans 
une Pyramide circonscrite SA'B'G'D',.- {fig- 34b), les 
hauleurs des triangles SA'B', SB'G',,.- sont coustam- Fm. 345 . 

ment egales ä rapolliöme du cöne, car elles tombent 
(363 bis) aux points de contact des cötbs A'B', B'G',,.. avec le cercle de base, 

444. Volume du cOne. 

On nomme volume d’un cöne quelconque, la limite vers laquelle 
tend le volume d’une pyramide inscrite, lorsque le nombre des cötes 
dupolygone de base augmente indefmiment demaniere que chacuii 
d’eux tende vers zero. 

Dans le cas du cöne ä base circulaire, nous allons prouver 
l’existence de cette limite et en trouver la valeur. 

Theoröme. — Le volume d'un cöne ä base circulaireest egal au Hers 
du produit de la surface de base par la hauteur, 

Ce theoreme se deduit immedialement du theoreme relatif au 
volume de la pyramide, en remarquant que Faire du polygone qui 
sert de base ä la pyramide tend, par definition, vers Faire du cercle 
quisert de base au cöne, lorsqu’on augmente le nombre des cötes 
dans les conditions indiquees (’j. 

Corollaire. — Soient R le rayon de base; k la hauteur. Ze volume 

1 

est - ttR^ä, 

- 0 

en dehors de co cas spdcial. Pour los autres espfeces de cöne (et en particulier pour le cöne 
o&Zt'^'ne A base circulaire), on peut dömontrer l’existence de la limite, mais non en doniier 
d'övaluation ölömentaire, du moihs en gönöral. 

(1) Le raisonneinant et sa conclusion s’ötendent övidemment h un cöne quelconque, pourvu 
que l’ou puisse döflnir l'aire de la base. 
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M5 Aive laterale d« trouc de cOue de rfivolution. 

Si, dans le cöne dont fait partie uii tronc de cdne donne on inscrit 

superieure du tronc ddlaohe de 
cette pKam.de an tronc de pyramide. qui eet dit i„scni au tronc 

On nomme aire laUrale du tronc de cdne, la llmite vers laouelle 

ehacun:et:cÄ:i3r:. 

Cette deflnition esl manifestement equivalente ä la suirante • 
Laire laterale dun tronc de cöne est la difterence des aires Ls 
denx cdnes qm fonl partie de la m^rne surface conique que le lene 
qui ont iases respectives les deux-bases de ce troL. 

Theoreme. - Vaire latlnüe d’un tronc de cöne de rimlution est 
egale a la demi-somme des deux eh^on» Uo^a ^ est 

Varite latimte. Conferences de bases, multiple par 

Soit le tronc de cöne ABA'R' (ffn Q/<ß\ d i t- * 

AA' et aui faif nartiA h’ a laröte laterale est 

qui fait Partie d un cöne SAB de sommet S. L aire laterale de 

ce cöne est la difference des aires 
latörales du cöne SAB et du cöne 

SA B qui a pour base la petite base 
du tronc. 

Par le point A, menons ä SA une 
perpendiculaire A.b egale ä la lon- 
gneur de la circonference de base 
AB, et joignons Si^. Si, par le point 
Al nous menons une parallele k'b' 
ä A.b, jusqu’ä rencontre en b' avec 

lon^ueur de la cann a • A'6' sera egale ä la 

gueur de la seconde circonference de base A'B'. Car le ranport 

des deux circonferencesde^bases A'B;, AB, c’est-ä-dire l^appor! 

d’autre part, 

DSs lors, Faire laterale du c6ne-SAB esl egale (443) ä celle du 



de leurs rayons, esl egal ä ou a et Fon a, 

Circ. ABrrzAÖ. 
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triangleS4ö et Faire laterale du cöne SA'B'j ä celle dutriangle SA7;. 
L’aire du tronc de cöne dönne equivautdonc ä celle trapezerectangle 
k.k.'bb', laquelle ahien Fexpression indiquee par Fenonce. 

Corollaires. — I. Si R, R' sont les rayons des bases-j a, l'arete^ 
l'aire laterale est tc (R -f 

. II. L ’aire laterale d'un tronc de cöne est egale au produil de 
l'arele par la circonference obtenue en coupant le solide par un plan 
paralUle aux bases et equidistant de ces bases. 

Car un tel plan passe par le milieu A" {ßg.Mß) deAA': la lon- 
gueur de la circonference, de section est (d’apres un raisonnement 
tout semblable k celui qui a ete fait tout äi’heure) egale k la droite 
k''b" parallele ä AZ» et limitöe äS6. Le produit decette circonference 
par Faröte AA' equivaut donc (PL, 252 bis) k Faire du trapeze 
kk’bb'. 

0. Q. F. D. 

Rbmaeque, — On peut considörer le cylindre et le cöne comnae des 
cas limites du tronc de cöne : le preraier correspondant ä Fhypo- 
these oti le trapbze qui engendre le tronc de cöne devient un 
rectangle (ses bases etant egales); le second, ä Fhypothese oü ce 
trapeze se röduit k un triangle (üne des bases ötant nulle). 

Les corollaires precedents continuent ä s’appliquer et donnent 
bien : pour R' = R, Faire du cylindre (440); pour R' = 0, Faire du 
cöne (443). 

446. Volume du tronc de cdne. 

Le volume du tronc de cöne est la limite Yers laquelle tend le 
voliime d’un tronc de pyramide inscrit, lorsque les cötes des poly- 
gones de bases tendent tous Yers zero. II est evidemment egal 
ä la difference des yolumes de deux cönes, les memes dont il a 
ete question dans le nuuiero precedent, apropos de Faire laterale., 

Tbeoreme. — Un tronc de cdne ä base circulaire est equivalent ä 
la somme de trois ebnes ayant pour hauteur commune la hauteur du 
'tronc et, pour bases respeetwes, les deux bases de ce tronc et une 
moyenne proportionnelle entre ces deux bases. 

Car le tronc de pyramide inscrit est, d’apres le tbeoreme du 
11 ° 408, equivalent a la somme de trois pyramides, qui tendentrespec- 
livement vers les trois cönes dont parle Fenonce. 



152 


GEOMETRIE. 



Gorollaire. — Si R et R' sont les rayons des bases, h la hauteur, 


Ic volume est ^ tt Ä (R* -h R'^ H- RR') . 


Gar 


les bases du trone sont respectivement mesurees par ■:tR® et tiR'®, 


doat la moyenne proportionnelle est ^/ttR^ X ttR'® = 'irRRG 


EXERCIGES 

640. Si une droite a plus de deux points commiins avec une surface conique ä base 
circiilaire, eile est une genöratrice de la surface. 

641. Montrer que les seules surfaces de rdvolution qui soient en möme temps des 
Cüiies sont les cönes de revolution deflnis au n° 442. 

612. Mener, par un point donnd, un plan tangent ä un cöne ä base circulaire 
donne. 

64,3. Si un cöne de revolution est tangent aux deux faces d’un diedre, les gdndra- 
trices de contacl font des angles egauxavec l’aröte. Le plan menö par l’axe du cöne 
et l'arete du diedre fait des angles egaiix avec les faces, et fait aussi des angles eganx 
avec les pians möridiens des genöratrices de contact. 

644. Quel est le lieu des axes des cönes de rövolution tangents ä deux pians 
düiines? 

645. Quel est le lieu des axes des cönes de rdvülution qui passent par deux droites 

concGuraiues donnöes? ^ uiuiuc.-» 

646. Lieu des points tels que le rapport de leiirs distances 4 un point et 4 un plan 

passant par ce pomt soit constant. ^ <■ ci a uu pian 

diff en^Sf-frunn'dp c”’culaire, mais quelconque d’ailleurs (c’est-4- 

surhce c2ue dom toujours un plan de symötrie et que la 

..urtace conique dont il fait partie admet un axe de symetrie. 

ni!i?no^rSrdarun concoiirantes, 

vinn?ln G, “ ? nombre des Solutions’ 

ne aes trois premieres). Constrinre la position de cette quatriöme droite. 

tilile 4 un cöne de revdutiOT'^ifa^^^ «onvexe 4 quatre fapes soit inscrip- 

ifi soinrne des deux autres ou sinon an’P opposös soit egale 4 

P usieur-s arötes par leurs prolongemerns. ainsi lorsqu on remplace une ou 

Üble 4 £x c6^nL**drrövo2on^^^ polyedre 4 quatre faces soit inscrip- 

lution? Dans ce dernier cas ieq hya« soit inscriptible 4 trois cönes de rövo- 

m TrolZ Tm , ® ““--o Iriractangle. 

C'uel «l le" „X te ‘ äonnäs. 

lanEentcom'munP'““® äonnis ont »n quatrieme plan 

faees paar que cet anq°a"sS drconsSHhl?/"'**A*'”''i * quatre 

cas 1 angle polyedre est-il conscrintihia i ^ rövolution? Dans quels 

Coutparer l.'s.lutS 
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653. — Parmi les generatrices d’un cöne de revolulion, quelle est celle qui fall le 
plus petit ou le plus grand angle avec une demi-droite donnee? 

654. L’angle au sonamet d’un cöne de revolution-est plus grand que l’angle de deux 
generatrices non situees dans le möme plan möridien. 

655. On coupe un cöne ä base circulaire par un plan parallöle 4 la base, mais situe 
au delä du sommet et formant, par consequent, avec la seconde nappe de la surface 
conique^ un second cöne homothetique du premier. Evaluer le volume du solide 
[Ironc de cöne de seconde espece) formö par reasemble des deux cönes, connaissant 
les rayons des deux cercles et la distance de leurs plans. 

656. Tnscrire, dans un cöne de revolution donne, un cylindre de surface latörale 
donnöe. Maximum de celle-ci. 

657. On donne deux cönes de rövolution egaux SAB, S'A'B', places de fa(;on que les 
plans des cercles de bases AB, A'B' sont paralleles et que le sommet de chacun des 
cönes est dans le plan du cercle de base de l'autre. On coupe ces deux cönes par un 
plan P parallele aux plans des deux bases et situe entre ces plans; ce plan P coupe le 
Premier cöne suivant un cercle CD et le second cöne suivant un cercle C'D'. On desi- 
gne parr, l, h, le rayon de la base, l’aröte, la hauteur de chacun des cönes, par x la 
distance du sommet S au point de rencontre du plan P et de l’aröte SA et par y la 
distance du sommet S au plan P. 

1“ Determiner oo de tagen que le rapport de la somme des surfaces latörales des 
deuxtroncs de cöna ABCD, A'B'G'D' et de la surface laterale du cöne SAB soit egal 
4 un nombre donnö l. Discuter. 

2“ Döterminer y de fagon que le rapport de la somme des voluraes des troncs 
de cönes ABCD, A'B'G'D' au volume du cöne SAB soit ögal 4 nn nombre donnö p- 
Discuter, 
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GHAPITBB III 

PROPRlgieS DES SPHERES 

447. Sphere coMsideree couuue ime surface de re^o- 

^ Theoreme. — La surface engendreepar la revolution d'une demi- 
ctrconßrem.e autour de son diametre est une sphere. 

Reciproquement, tonte sphere peut etre consideree comme engen- 
ree ee Gelte facon, laxeetant un diametre quelconque de la surface. 
1° Soit une demi-circonference de centre 0 [ßg. 347 ) tournant autour 
;^ de son diametre AB. 

® La distance OAIentre unpoint quelconcpio 

de la demi-circonference et le centre 0 ne 
•claaugera pas clans ce deplaccment, de sorte 
que le point M restera constamment siu- 
iine Sphäre S ayant mö;ne centre et mömO' 
rayon que la circonference donnee. 
Inversement, tout point de la sphere- 
^ ohtenue est tel que la distance OM' 

a OA. II appartient donc h nun 
• , circonference, section de la splii^re par le 

p an MB, et qui est une des positions que vienl prendre la circonfd- 
renco donnee dans son momement de rdvolutiou autour de Taxe. 

" Olt AB un diametre quelconijue d’une Sphäre donnee 0. Bar AB, 

<• centaO ™ «rconfdrence de 

La sph Jre engendree par la revolution d’une des moitids de celto circon¬ 
ference autour de 1 axe AB coincide manifestement avec la sphdro donnee. 

autour 

commfffmTelymäirü. 

P “itln^n^wi“;“f*'* (370), section de laspMrepar unplan 
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447 bis. Lß tlieoreme du n"' preeedent entraine les corolkires 
suivants : 

Gorollaires. I. — Le Heu des points de l’espace d'oü Von voit im 
Segment donne AB sous un angle droit est une sphere, celle qui a 
AB pour diametre. 

. Au contraire, le lieu des points d’oü Ton voit AB sous un angle 
donne different de l’angle droit (surface engendree par la revolution 
dun arc de cercle autour d’une corde non diametrale, n’est pas nne 
sphere. 

Ge premier corollaire entraine ä son tour le suivant : 

II. — Le lieu des points de Vespace tels que le rapport de leurs 
distances ä deux points fixes soit egal ä un nombre donne k, est 
une sphere (sauf si le rapport donne est egal ä 1, la sphere devenant 
alors un plan). 

En effet, en se reportant ä la demonstration donnee en G-eometrie 
plane (PI., 116), on constate que les points du lieu sont ceux d’ou Ton 
voit mi certain segment CD sous un angle droit. 

448, Le thöoreme enonce sans demonstration au n« 438 sur les 
surfaces de rövolution, savoir : 

Le lieu des tangentes que Von peut mener, en un point determme 
kde la surface, aux diverses courbes qu’on peut Iracer sur cette sur¬ 
face par ce point, est un plan, 

peut se demontrer aisement en ce qui concerne le cas particulier de la 
sphke. 

Par un point donne A de la splihre {fig. 348), soit tracee une courhe 
quelconque (G), que nous supposerons avoir 
une tangente AT. Nous allons demontrer 
que cette droite AT est perpendiculaire au 
rayon OA. 

La tangente AT est la limite d’une secante 
AB, lorsque le point B' tend vers le point A. 

Le point M, projection du centre sur AB, 
est le milieu de AB : il tend donc, dans les 
conditions dont nous venons de parier, vers Fig. 348 . 

le point A : d’oü. resulte necessairement la 

consequence demandee. La droite AT est, comme on le voit, une tan¬ 
gente ä la sphere, au sens du n° 369. 
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Inversement, toute droite AT perpendiculaireal’extremite dun rayon 
de la sphere est tangente au nioins ä, une courbe tracee sur la surfacej 
ä savoir le grand cercle situe dans le plan OAT. 

Donc, au sens actuel comnie a celui du n° 369 : 

Thöoreme. — Le Heu des tangentes qu'on peut mener ä la sphere 
eil liii de ses points est le plan perpendiculaire au rayon gui aboutit 
en ce point {ßg. 348). 

G’est donc ce plan qui doit 6tre dit plan tangent. 

Il y a evidemment lä un tlieoreme analogue ä celui qui avait ete ]ore- 
cedemment etabli pour les cylindres (4-33) et pour les cönes (436). 

Toutefois, nous avons ä noter une difference importante : un plan 
tangent ä la sphk’e n’a manifestement qu’wn seul point de contact, Le 
cylindre et le cöne presentaient, au contraire, cette particularite que le 
plan tangent etait le mßme en une infinite de points (ä savoir, tous les 
points d’une möme generatrice). 

Le Premier cas (celui cj;ui se presente pour la Sphäre) est d’ailleurs 
le cas general lorsqu’on passe ä des surfaces cfuelconques (Gf. ex. 
n® 1272). Le second doit ätre considere comme exceplionnel. 

449. Thäoräme. — Toute sphere qui contient. trois points d'un 
cercle contient ce cercle tout entier. 

Gar le plan de ce cercle eoupe la Sphäre suivant un cercle, forcemenl 
identique au Premier (PL, 57). 

Thäoräme. — Le Heu des centres des spheres qui passent par un 
cercle donne est la droite (dite axe du cercle)perpendiculaire au plan 
du cercle en son centre. 

En effet, il resulte du n° 370 et de ce que nous venons de voir que les 
centres des spheres qui contiennent le cercle donne sönt tous sur la 
droite en question, et que, reciproquement, la sphere qui a pour 
centre un point quelconque de cette droite et qui passe par un point 
du cercle donne, contient ce cercle tout entier. 

450. Thäoräme. — Deux cercles qui ont deux points communs 
Sans etre situes dans un meme plan, determinent une sphere. 

boient les deux cercles G, G' [fig. 353) dont les plans sont P, P' 
et qui ont les deux points communs A, B. 

Toute sphere passant par le cercle G aura son centre sur la perpendi- 
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culaire Ga? elevee par le centre de ce cercle au plan P, et recipro- 
quement, toute sphere ayant son centre sur cette droite et passant par A 
contiendra tout le cercle C.. En 
particiilier, il resulte tout d’abord 
de lä et du n“ 340 que la droite Ca? 
est dans le plan peypendiculaire 
au inilieu de AB. 

De mßme, toute sphere passant 
par le cercle aura son centre 
sur la perpendiculaire C'a?' elevee 
par le centre de ce cercle au 
plan P'; et, reciproquement, toute 
Sphäre ayant son centre sur 
cette droite et passant par le point A, contiendra tout le cercle G'= 
En particulier, cette droite est dans le plan perpendiculaire au 
milieu de'AB. 

Les deux droites C.r, CV sont dans un meme plan; elles ne sont 
ni paralleles ni confondues (sans quoi les plans P, P', qui leur sont 
respectivement perpendiculaires, soraient eux-mömes paralleles, 
ou confondus, ce qui n’est pas). Elles se coupent donc enun point 
unique 0. 

La spliere de centre 0 et de rayon OA röpond, et repond seule, A 
laquestion. 



Remarques. — I. On verrait de m4me que deux cerdes, qui sont 
tangents entre eux sans elre dans un meme plan ißg. 3o4), determinent 


une Sphäre. 

II faudrait seulement, dans la demonstration pröcedente, rempla- 
cer le plan perpendiculaire au milieu de AB par le plan mene au 



point de contact, perpendiculaire- 
ment ä la tangente commune. 

II. Si les deux cercles donnes 
etaient dans un meme plan, ce 
serait ce plan qui remplacerait la 
sphere. Le plan est un cas-limite 
de la sphere*, comme la droite est 
un cas-limite du cercle (PL, 90, 
Rem.). 
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ThsorGHis* — Un cQvclß 6i un poifit a son plan ddtcv- 

'.ninenl iine sphere. 

Qiialre poinis, non siiues dans un meme plan, diLerminent une 
sphere. 

i° La condition, imposee ä la sphere cherchee, de passer par un 
cercle et un point exterieur ä son plan, peut dtre remplacee (450, 
Coroll. II) par celle de contenir deux cercles qui ont deux points 
commiins : ä savoir, le cercle donne et celui qu’on peut mener par 
deux points de ce cercle et le point donne ; 

2“ De meme, la condition, imposee ä, une sphere, de passer par 
quatre points donnes A,B,C,D, peut etre remplacee. par celle de 
contenir deux cercles qui se coupent en deux points : le cercle ABC 
et le cercle ABD. 

Gorollaire. — Une sphere ne peut avoir deux centres, ni, par suite, 
deux rayons differents. 

451. Cöne et cylindre circonscrits ä la sphere. 

Theoreme. — Le Heu des tangentes que Von peut mener ä une 
sphere par un point exterieur est un cöne de rövolution. 

Ces tangentes sont toutes egales entre elles, 

Le Heu de leurs points de contact est un peilt cercle de la sphere. 

Les plans tangents au cöne, Heu des tangentes, sont tangents ä la 
sphere. Ce sont les seuls plans jouissani de ceiie propriöie qu'on 
puisse mener par le point donne, 

Soient 0 le centre de la sphere donnee 
{ßg. 355), S le point donne. Soit T le point 
de contact d’une tangente menee par S ä 
Tun quelconqxie des grands cercles dont les 
plans passent par ,OS. Si noüs faisons 
tourner la droite-ST autoiir de Taxe OS, eile 
ne cessera pas d’etre tangente a la sphere, 
puisque celle-ci est de rdvolution autour 
de OS. 

Les tangentes ainsi obtenues (ä savoir les 
positions successives de ST) et qui satisfont 
evidemment aux conditions de rdnonce, 
sont d ailleurs les seules que 1 on puisse mener du point S ä la spliärc; 
Ctir une teile tangente est, d’apres la demonstration du n° 449, tangen te 


s 
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an grand cercle silue dans le plan qui passe par son point de contact 
.ct les points 0, S. 

En chacune des positions du point T, le cöne et la spiiere onl ineme 
plan tangent, ä savoir celui qui est determine par la droite ST et la 
langente Ti! au cercle lieu du point T. 

Nous obtenons ainsi une Serie de plans tangents menes du point S a 
la spliöre : ce sont d’ailleurs les seuls, car, si le plan tangent en un 
point T passe par le point S, la droite ST est tangente. 

Remarque. — On dit que le cone dont nous venons de parier est 
circonscrit ä la sphere, et celle-ci inscrite au cone. 

Inversement, le long d’un petit cercle quelconque, on peut circons- 
crire un cöne ä la sphere : le soinmet de ce cöne sera le point oü le 
plan tangent en un point quelconque du cercle coupe le diametre per- 
pendieulaire au plan de ce cercle. 

Thöoröme. — Le lieu des tangentes menees a une sp/idre, paral^ 
lelement ä une droite donnee, est un cylindre de revolution. Les 
■plans tangents ä ce cylindre sont tangents ä la sphere. Ce sont les 
seuls plans quijouissent de cette propriete, tout en etant paralleles 
h la droite donnee. 

Le lieu de leurs points de contact est le grand cercle dont le plan 
est perpendiculaire ä la droite donnee. 

Soit Ox {fig. 356) la parallele a la droite donnee, menee par le 
centre de la spliöre. Soit T^ une tangente menee, parallölement ä 
cette droite, ä un grand cercle dont le plan 
passe par Ox. On pourra, comme tout ä 
l’beure, faire tourner cette droite Ty autour 
de Ox, Sans qu’elle cesse d’ötre tangente ä 
la sphere. Elle decrira, dans ces conditions, 
un cylindre de revolution et le point T de¬ 
crira un grand cercle, car le rayon OT, 
perpendiculaire ä la tangente, decrira le 
plan menö par 0 perpendiculairement ä la 
direction donnöe. Fig. aas. 

On yerrait, comme plus haut,, que les • 
seules tangentes ä la sphere paralleles a Oa;, sont les gendratrices du 
cylindre dont nous venons de parier et que ce cylindre esi circonscrit k 







160 


GEOMETRIE. 


la sphere, c’est-ä-dire tangent (*) a cette surface en tous les points du 
cercle que decrit le point T. 

lü.v^v&Q,Ta&xi\.,lelongd‘uri grandeerde quelconque,onpeiildrconscrire 
ä la sphere un cijlindre, celui qui a pour section droite legrand cercle. 


452. Par une droite entierement exterieure ä une sphde, on peut 
mener deux plans tangents ä cette sphere . 

Soient D la droite donnee [fig. 357); C, le cercle de contact du cöne 

circonscrit ä la sphere, ayant pour 
sommeLun point P de cette droite. 
Le plan du cercle C coupe D en un 
point I, exterieurä G (puisqu’il est 
exterieur ä la sphere). Du point I, - 
on peut mener deux tangentes IT, 
IT' au cercle G. Le plan tangent ä 
la sphere au point T n’est autre 
(n° precedent) que le plan TIP. 

Inversement, tout plan tangent ä, 
la sphere passant par P doit (n°prß- 
cedent) <§tre tangent au cöne dont 
il vient d’ötre quesüon. S’il passe egalementpar I, il coincide avec 
Tun des deux, que nous venons d’obtenir. 

On peut mener ä une sphere deux plans tangents paralleles ä un 
plan donne. Leurs points de' contact sont les extremiteS du dia- 
metre perpendiculaire au plan donne. 



Fig. 3S7. 


452 Ö 2 S. Le theoreme du n" 383 est un cas particulier du suivant : 

Theoreme. — La condition necessaire et süffisante pour que deux cercles 
de la sphere se coupent ä angle droit^ est que le plan de Vun d'eux passe 
par le sommet du cöne (ou soit parallele ä l’aoce du cylindre) circonscrit 
suivant l'autre. 

Tout d’abord, dans le cas oü le premier cercle est un grand cercle, cette 
proposition resulte de la demonstration du n“ 383 {fig. 286) : car, dans 
celle-ci, lg, droite IT, tangente au grand cercle IPP', passe (451) par le som¬ 
met S du cöne circonscrit suivant le petit cercle considere. 

Mais tout cercle qui coupe celui-ci ä angle droit en I doit etre tangent 
k IT; car IT est la seule tangente ä la sphere en I qui soit perpendiculaire 
ä It. Donc le plan d’un tel cercle devra passer par le point S. 

(1) Par analogie avec la defmition donnee en Geomdtrie plane, on dlt que deux surfaces 
sonl tangentes en un de leurs points communs, lorsqu’elles ont meme plan tangent en ce point. 
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Inversement, 'tont corcle passant ^ dont le plan passe par S esl 
tangent üi IT et, par consequent, la condition est aussi süffisante. 

453. Interseetion de dLeu:^^: stpheres. 

Thöoröme. — Si deux spheres distinctes ont unpoint commun en 
deiwrs de la ligne des centres, leuv intersection est un cercle, dont le 
plan est perpendiculaire ä cette ligYi& d le centre, situe sur cette ligne, 

Soient, en effet, 0, 0' deux spheres qiü onfc en commun un point A, 
situe en dehors de la ligne 00'. Le point A, en tournant autourde. 
00', engendrera un cercle qui appartiendra k la fois aux deux 
surfaces. Gelles-ci n’ont d’ailleurs aucun point commun en dehors 
de ce cercle, en vertu du n" 451. 


453 bis. La Situation respective de deux spheres ddpend de l’ordre 
de grandeur dans lequel sont rangees la distance 00' des centres, la 
somme R + R' des rayons et la difierence R — R' de ces mömes 
rayons. Cette dependance estindiqnöe parle theoröme suivant: 


Theoreme, — Deux spheres- sont : ' ' 

1“ ExUrieures [fig. 358), si la distance des cenires esl superieure ä 
la somme des rayons; , ; 




9.° Tangentesexterieurement(ßg. 359), 
si la distance des centres est egale ä la 
somme des rayons; 

3“ Secanies suivant un cercle (fig. 
360), si la distance des centres est com- 
prise entre la somme des rayons et leur 
difference; 

k° Tangentes interieurement (fig. 

, Geometrie.TI. , . 



IL 
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361), si la distance des centres est egale'ä la difference desrayons. 

5“ Interieures {ßg. 362), si la distance des centres est plus peilte 
que la difference des rayons. 

La demonstration est identiquement Ja meine qu’en geometrie 
plane (PL, 66) sauf en 3“, oii il suffit de remarquer qu’en coupant la 
figure par un plan quelconque passant par la ligne des centres, on 
obtient, dans les deux spheres, deiix grands cercles secants entre 




eux, de Sorte que ces surfaces ont un point commun en dehors de 
la ligne des centres : aprös quoi, on est ramene au iiumero 
precedent. 

454. Intersection de trois splieres. 

Si trois sphdres ont un point commun en dehors du plan qui con- 
tient les trois centres^ eiles en ont un second., symdtrique du premier 
par rapport ä ce plan, puisque celui-ci est un plan de symetrie 
commun des trois surfaces. 

D’apres cela trois spheres peuvent .• 

Soit n’avoir aucun point commun 

Soit avoir un seul point commun situe dans le plan des centres 
(les trois plans tangents se coupant suivänt une ligne droite, per- 
pendiculaire au plan des centres); 

Soit avoir deux points communs; 

Soit avoir en commun trois points et, par suite, un cercle entier. 

455. Puissance d’iin point par rapport ä une sphere. 

Theoreme.- Si,p)ar un pointdonne de l'espace, onmene differenies 
secantes ä une sphere, le produit des segments issus du point donne ei 
aboutissant respectivement avx deux points d'intersection de chacune 
delles avec la siirface est le meme pour toutes les sicantes 
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Soient A le point donne {;ßg. 363); ABB', ACC, deux quelconques 
des secantes. Le plan de ces deux droites cöupe la sphere suivani 
un cercie, lequel donne bien 

AB-AB'= AC-AGL 

Le produitdont ilest questiondansl’enoncene depend donc qiie de 
la sphere et de la position du point donne A. 

Ce produit, precede du signe + si le point A est exterieur, du 
signe — si ce point est interieur, est dit la du point par 

rapport ä la sphere. 

La demonstration precedente montre que si, par un pöint donne, 
■on mene differenis plans coupant une sphere donnee suivantdes cercles, 



le point donne a, par rapport ä tous ces cercles, la meme puissance, d 
savoir la puissance de ce point par rapport ä la sphere. 

Considerons, en particulier, un plan passant par le point donne et 
noupant la sphere suivantun grand cercie : nous voyons immedia- 
tement {ßg, 364) que, comme pour le cercie en Geometrie plane, la 


puissance d'un point par rapport 
ä une sphere est representee par 
rexpression — R®, oü R est le 
rayon de la sphere, d la clistance du 
point au centre{'). 

Dans le cas du point exterieur, la 
puissance est egale au carre de la 
taugen te. 

456. On appelle angle de deux 



dl' 


{1) Comparer IM., 134. 
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sur/aces, en un de leiir.s poinls communs, Tangle diedre forme par lea 
doiix poiuts tangents. 

D'upre-s cela, I’angle de deux spheres est (378) egal ä l’angle des 
rayuns qui aboutissent au point commun, oii ä son Supplement. Si 
les deux spheres se coupenfc ortliogonalement, ce's deux rayons sont 
perpendiculaires entre eux. 

Lorsque deux spheres sont orthogonales^ le carre du rayon de 
eltaeune d'elles est egal ä la. puissance de son centre par rapport ä 
l'autre (‘). Car le rayon de la premiere sphere qui aboutit en un 
point commun est tangent ä la seconde sphere {fig. 365). Recipro- 
quenient,.«« le carre du raijon d'unesphere est egal ä la puissance de son 
centre par rapport dune aut7'e sphere^ ces deux spheres se coupent 
n angle droit. 


457. Plan radical de deux spheres. 


Theoreme. — Le Heu des points qui ont ineme point jmr rapport ä 
dru.v Spheres, est un plan perpendiculaire ä la ligne des cenlres. 

Ce plan est dil plan radical des deux spheres considerees. 
Demonstration. — Un plan quelconque P, mene par la ligiie des 



PiG. 366. 


centres des deux spheres doniiees, 
les coupe suivant denx grands cer- 
cles G, C' [ßg. 336). La poi-tiou du 
lieu cherclie, siluee dans le plan P, 
se compose de Taxe radical de ces 
deux cercles. 

Lorsque le plan P toiirne autour 
de la ligne des centres, Taxe radical 


qui vient d dtre considere engendre 
un plan, lequel conslilue le lieu clierclie. 


Lor.sque les deux spheres se coupent, le plan radical n’est aiilre 
que le plan du cercle c d’intersection, car tout point situe dans ce 
plan a pour puissance, tant par rapport ä l’une que par rapport ä 
1 aulre sphere, sa puissance par rapport au cercle c. Ce qui precede 
.no.i™ I«s points de ce plan sont les seuls d avoh memo 
puissance par rapport aux deux sphäres; le mdmefaitpeut d’ailleurs 
^»e reconnaitre directement (Comparer PL, 137). 

Le plan radical ou, du moins, la portion de ce plan exterieure 
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aux deux sphöres (dans le cas oü celles-ci se coupent) est (i) le lieu 
des centres des splieres orthogonales ä la fois aux deux premieres. 

Si les sphöres donnees sont concentriques, le plan radical est 
rejete ä Tinfini (®)- ' ' 

458. Theoreme. — Les plans radicaux de trois spheres prises deux ä 
deux se coupent suivant une meine droite {sauf dans le cas oh les trois 
ceniressont en ligne droite et oh les trois plans radicaux sont paralleles 
enire eux ou tous confondus). 

En effet, si S, S', S" sont les trois spheres considerees dont les 
centres ne sont pas en ligne droite, le plan radical de S et de S' 
coupe le plan radical de S et de S" suivant une droite, laquelle est 
le lieu des points qui ont m4me puissance par rapport aux trois 
spheres et se trouve, par consequent, situee dans le plan radical 
de S'et de S". 

La droite dont nous venons de demontrer l’existence se nomme 
axe radical des trois spheres. Elle n’est d’ailleurs autre que la 
perpendiculaire au plan des trois centres, menee par le centre 
radical des grands cercles suivant lequel ce plan coupe les sphöres 
donnees. 

L’axe radical (ou du möins sa partie exterieure aux trois spheres), 
est le lieu des centres des sphöres qui coupent les premieres 
ortliogonalement. 

Si les trois centres sont en ligne droite, les trois plans sont tous 
perpendiculaires ä cette droite. 

Si le plan radical de S, S' coYncide avec le plan radical de S, S", il 
sera aussi le plan radical de S',S'', puisqiie tous les points de ce 
plan auront meme puissance par rapport aux trois spheres. 

Theoreme. — Les six plans radicaux de quatre spheres prises deux 
ä deux[ou les quatre axes radicaux de ces quatre sphires prises trois ä 
trois) se coupent en un meme point (dit centre radical des quatre 
spheres), sauf le cas oü les quatre centres sont dans un mime plan, 
les plans radicaux etant alors parallMes ä une meme droite. 

Car si les plans radicaux de ,S avec S', de S avecS'^ de S avec S'" 
se coupent en un point I, ce point aura meme puissance par rapport 

(1) ComparerPl., 138. 

(2) Comparer PI., 136, Rem. II. 
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aus qualre splieres S,S^ S '’,S'"' et apparlienctra,par suite, auxautres’ 
pians radicaux. 

IIsera(s’il est exterieur aux quatre splieres) le centre d’une Sphäre 
qui les coupera toutes quatre orlliogonalement. 

459. Splieres homöthetiques. 

La figure honwihetique d'une sphere est une sphdre, le rapport des 
i'ayoiis eiant egal au raptport (LhomothHie et les deux centres se 
correspondant. 

Si, en effet, 0 est le centre de la sphere doniiee, 0' son liomotbe- 
iique; M uii ppint quelconque de ladite sphere, M' son homologue, 
le Segment O'M' est, avee OM, „ dans un rapport 6gal au rapport 
d’homothetie (426) : ce segment est denc bien constant. 

460. Reciproquement, deux spheres quelconques sorii deux figures 
Iiomothetiques, et cela de deux facons differentes (‘) : Vhomoihelie eicml 
directe dans un cas, inverse dans L'autre. 

En elFet, siO, 0' sont les centres des deux splieres; OM, O'MMeiix 
rayons paralleles et de mäme sens, mais quelconques d’ailleurs (le 
point M prenant successh-ement toutes les positions possibles sur la 
premiere sphöre), les Segments 0M,0'M' satisfont aux coiiditions 
enumerees dans Thypotliöse du n° 427. 

La möme conclusion suhsisterait si OM, O'M etaient des rayons 
paralleles et de sens contraires : le tlieoreme est donc demontre. 

Le theoröme resulte encore, d’ailleurs, de ce que les grands cercles 
obtenus en coupant les splieres par un plan passant par la ligne des 
centres sont homothetiques entre eux, le centre etle rapport d’homo- 
tlietie etant independants du clioix du plan secant. 

Remarque. — Deux spheres ne peuvent eine homothetiques de plus 
de deux faco7\s differentes. Car, d’apres le numero precedent, dans 
louteliomotlietie qui transforme la premi&re sphere eiilaseconde, les 
centres se correspondent et le rapport d’liomothetie est egal au 
rapport des rayons. Or il n’y a que deux points qui divisent la ligne 
des centres dans un rapport egal ä celui des rayons (®). 

On nomme, comme en .geometrie plane, centre de siniilftude 

({) ToutefoiSjil importo de remarquer que deux spheres ögales ne peuvent dtre considÄreas 
comme homothötiques que moyennant rextension donnöe k cs mot au n“ 427 
(2) Voir aussi exeroice 6ia. 
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externe ei centre 'de simitiiude ihierne, Jes centres des döux liomö- 
thelies dont Texistence vient d’etre constatee. 

461. Lapropriete qui appartient aux spheres, d’etre homothetiques 
de deux manieres differentes, leur est commune avec toutes les 
figures. douees de centres de symetrie. 

Soientj Cn efPet, F iine flgure quelconque; Fj, sa symetrique par 
rapport ä un pointO. Toute homothetique F' de F sera (427) liomo- 
tlietique de Fj, le centre d’homothetie etant en general different du 
Premier et les homotheties etant de noms 
contraires. 

/M 

Si maintenant la flgure F admet le point 0 
comme centre de symetrie, eile coTncide / /M' 

avec Fj: eile est, par consequent, liomothe- /o /q. 

tique ä F' de deux manieres differentes. 

Les deux homologues M, Mj (/i^. 367) d’iin 
m^me point M' de F' sont toujours symetri- 
ques Tun de l’autre par rapport au point 0. fig, 367 . 

On clioisira entre les deux homothdties en 

indiquant lequel de ces deux points on fait correspondre au point ML 

462. Trois sph&res ont quaire axes d'homothetie, comme trois 
cercles en geometrie plane. 

Cesquatre axes d’homothetie sont, en effet, les mdmes que ceux 
des grands cercles ddtermines par le plan des trois centres. 

Quatre sphh'es onthuit plans d'homothetie (428). Car, ayant pris un 
point M sur la premiere sphere 0, et menant, dans les trois 
autres 0', 0", 0'", les diametres M'M(, paralleles 

au rayon OM, on pourra choisir, parmi les extremites de chacun 
de ces diametres, le point qui sera Fhomologue du point M 
dans riiomothetie correspondante. Une fois choisis ainsi les trois 
homologues du point M, on aura un plan d’homothetie bien däter- 
mine. Or ce triple choix peut se faire de huit fagons differentes ; 
car on peut d’abord choisir entre les points M), M(, ainsi qu’entre les 
points M'LM'(, ce qui peut se faire de quatre manieres, etä chacune 
des quatre combinaisons ainsi obtenues en correspondent deux, 
differentes entre eiles par le choix fait entre M'" et M)''. 

Chaque axß d'homothetie des trois premiöres spheres, correspon- 
dant au choix fait entre M et M) d’une part, M" et M(' de l’autre, esf 
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conlenu dans deux plans i’homothetie; chaque Centre ddi'omotlietie^' 
dans quaire. ' : 

463. Plans tang’ents communs ä deuxspheres. 

Tout playi tangent commun ä deux spheres passe par un centre de 
similitude : le cenire de similitude externe^ si le -plan tangent esi. 
extirieur (c'est-ä-dire laisse les deux spheres d'un meme cöt ^]; 
le centre de similitude interne, si le plan tangent est interieur 
(c’est-ä-dire laisse les deux spheres de partet d'aulre). 

Cela resulte de ce que les rayons OA, O'A' {fig. 368) qui abbu- 



tissentaux deux points de coiitact, sonfc paralleles entre eiix, comnie 
elant lous deux perpendiculaires au plan tangent commun. 

Reciproquement, tout plan tangent ä Tune des spheres, mene par 
undes centres de similitude, est tangent k l’aiitre sphere, en raison 
de 1 liomothetie des deux figures par rapport ä ce point. 

Le& plans tangents communs ä deux spheres sont donc les plans 
tangents ä 1 un ou ä rautre des deux ebnes circonscrits a l’une 

d elles et ayant pour sommets les centres de similitude, si ces ebnes 
existent. 

Si onsereporte aux raisonnements du n“ 452, on voit immbdia- 
tementque Tun quelconque de ces deux ebnes a pour meridienne 
une tangente commune menee, par le centre de similitude corres- 
pondant, aux grands cercles C, C' determinbs, dans Les deux sphbres 
donnees, par un plan passant par la ligne des centres. Les deux 
c nes existerontdonc si les deux sphbres sont exterieures; un seul 
d entre eux, si les sphbres se coupent ; aucun, si elles sont inte, 
neures 1 une ä l’autre. ■ 
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464. Plans tang-ents commims ä trois sphelres. 

Tout plan tangent commun ä trois spheres passe par un de leurs 
axes desimilitude : il doit, en effet (n“ preced.), passer par un centre 
de similitude de la premiere et de la seconde sphere donnee et par 
un centre de similitude de la premiöre et de la troisieme. 

Inversement, tout plan, tangent ä Tune des spheres et passant par 
un de leurs axes de similitudej est tangent aux deux autres sphöres, 

D’apres cela, ä cliaque axe de similitude des trois spheres, pourvu 
qu’il seit Sans point commun avec ces spheres, correspondent deux 
plans tangents communs passant par cet axe. Si aucun des quatre 
axes de similitude ne coupe les spheres, il y aura huit plans 
tangents communs. Si cette condition n’est pas remplie, le nombre 
des plans tangents s’abaisse de deux ou plusieurs unites : il peut 
n’y avoir aucun plan tangent commun (par exemple si deux des 
spheres donnees sont interieures l’une ä l’autre). 


SXEHCICES 


658, Une surface teile que lecercle qui passe par trois quelconques de ses pointe 
y soit contena tout entier, est une sphere (ou un plan). 

659, Si des cercles, en nornhre quelconque, sont tels que deux quelconques d’entre- 
eux se coupent en deux points : 

Oll bien tous ces cei'cles ont deux points communs ; 

Ou bien ils appartiennent tous a une möme sphere. 

66Ö, Quelle est la surface engendree par une circonfdrence, lorsqu’elle tourne 
autour d’mi axe qui se projette sur son plan suivant un de ses diamfetres? 

661. Lieu des projections d’un point donnö sur les plans qui passent par un. 
point fixe. 

662. Lieu des centres des sections faites dans une sphere par des plans qui 
passent par un point fixe ou par une droite fixe. 

663. Le centre d’une sphöre est fixe, pendant que son rayon varie. Lieu du cercle 
de contact du cöne circonscrit A cette sphere, ayantpour sommet un point donne, 

664. Lieu des points d’oü Ton peut mener 4 une sphere trois tangentes formant 
un triedre trirectangle. 

665. Lieu des points d’oü Ton peut mener 4 unesph4re trois plans tangents formant 
im triedre trirectangle. 
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666. Le Iteu des poiots te!s que leui’s distances ä trois points donnes soient pro- 
portionnolles ä trois nombres donnes, est un cercle orthogonal 4 toutes les splieres 
qui passent par les trois points donnds. 


6Ü7. Lien des points tels que les ebnes circonscrits ä deu.x spheres donndes et 
ayant ces points pour sommets soient egaux. 

.Meine probieme, lorsqu’il y a trois spheres donnees. 


668. Lien des points tels que la sorame des carres de leurs distances ä deiix 
points donnes, raultiplies respectivement par des coeffleients donnds, soü conataate, 

Gü9. I.ieu de.s points dont les puissances par rapport ä deux spheres donnees soient 
enlre eiles coirane deux nombres donnes. 

Meme probieme, lorsquil y a trois spheres donnees et trois nombres donnes. 

Ö70. Lieu des extrdmites d’un segment egal et parallele ä iin segment fixe, saebant 
que ces extrdmites sont respectivement sur deux spheres donnees. 

67i’. Trouver un triangle se deduisant par une translation d’un triangle donnd et 
ayant ses sommets sur trois spheres donnees. 

673. Un plan fixe quelconque est coupd par des spheres qui passent par un möme 
cercle suivant des cercles ayant meme axe radical. 

674. Trouver une sphere, connaissant un cercle et le plan tangent en un point de 
ce cercle. 


675. Plus gendralement, trouver une sphdre qui passe par un cercle domie et 
soit tangente ä un plan ou k une sphere donnde. 

676. Faire passer,par un cercle donnd, une sphdre orthogonale 4 une sphere donnde. 

677. Trouver une sphere ayant son centre sur une droite donnde, tangente 4 une 
droite donnde et passant par un point donnd. 

678. Trouver une sphere ayant son centre sur une droite donnde, tangente 4 une 
droite donnde et 4 un plan donnd. 

679. Trouver une sphere passant par un cercle donnd et tangente 4 un aotre cercle 
donnd. Diseussion. 


6S0. Une sphere varie en passant par un cercle fixe C. Lieu du cercle de contact 

du cöne circonscrit ä la sphere, ayant pour sommet un point donnd du plan de C._ 

Lieu des poinls de contact des plans tangents menes par une droite donnde du plan de 
C. — Lieu de la droite d’intersection des plans tangents en deux points du cercle. 

681. Qu’arrive-t-il lorsqu’une sphere varie en passant par deux points fixes A, R 
et restant tangente ä une droite fixe qui rencontre A B pi’olongee? 

682. Une sphere variable passe par deux points fi.xes, et est tangente ä un plan 
fixe ou 4 une sphere fixe. Lieu du point de contact. 

683..Trouver une sphere passant par deux ooinls donnes et angente 4 deux 

n ans nnnn/ac ° 


nt!! sphere variable est angente 4 deux droites fixes et a son centre dans lo 

Trm,!!!? Paraildlement a ces deux droites, 4 egale distance de Tune et de l’aulre. 
trouver le lieu de ce centre. 
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685. Lieu des centres des spheres tangentes ä Irois plans donnes (quatre droites, 
sauf si deux des plans donnes sont paralleles). Gombien: y a-t-il de cönes ou de 
cylindres de revolution tangents ä trois plans donnes? 

686. II existe en general liuit spheres tangentes aux cötes d’un quadrilalere 
gauche. Mais si la soinme de deux cötes est egale ä celle des deux autres, le 
nonibre des spheres tangentes anx quatre cötes est inlini. Trouver, dans ces condi- 
tions, le lieu des centres des spheres. Quelle est celle dont le rayon est le plus petit? 

Deduire de lii la solution de l'exercice 558. 

687. Conditions pour qu’il existe une sphöre tangente aux six aretes d’un tetraödre. 

688. Inscrire ou ex inscrire une sphere ä un tetraedre. Voir ci-apres ex. 1211 bis 

689. Une sphöre varie en restant tangente ä un plan fixe en iin point fixe. Lieu 
des points de contact des plans tangents paralleles ä un plan donne. 

690. Trouver une sphere coupant ä angle droit deux cercles donnes (Q. Gas 
d'impossibilile. Gas d’indetermination. 

691. Si un cercle variable renconlre deux cercles fixes chacun en deux points, son 
plan passe en general par un point fixe. (Gas d’exception.) 

692. Trouver un cercle qui diviae deux cercles donnes en deux parties egales. 

693. Trouver un cercle qui soit divisd pur deux cercles donnds en deux parties 
dgales, Conditions de possibilite. 

694. Trouver un cercle tangent ä deux cercles donnes. Dans cet exercice et dans 
les deux prdcedents, cas d’indötermination, 

695. Lieu des centres des sphöres qui coupent deux sphöres donndes suivant des 
grands cercles j — des sphöres qui sont coupees par deux spheres donnees suivant des 
grands cercles; — des spheres qui coupent, suivant un grand cercle, une sphere 
donnee et sont coupees suivant un grand cercle par une aulre sphere donnde. 
Probtemes analogues (au nornbre de quatre) lorsqu’il y a trois spheres donnees. 

696. Si deux spheres n’ont aucun point commun, il existe deux points {points- 
limites) tels que les spheres reduites h ces points aient, avec les sphöres donnees, 
ineme plan radical. Toute sphere orthogonale aux deux premieres passe par les 
points-limites. 

697. Si trois sphöres qui n’ont pas meine plan radical n’ont aucun point commun, 
les spheres qui leur sont orthogonales passent par un cercle fixe. Ge cercle est le 
lieu des points tels que les spheres reduites ä ces points aient, avec les sphöres 
donnees, möme axe radical. 

698. La sphöre orthogonale ä quatre sphöres donnees (si eile existe) est le lieu des 
points tels que les spheres rdduites ä ces points aient, avec les spheres donnees, 
möme centre radical. 

(1) üae sphere et un cercle se coupent ä angle droit lorsque la tangente au cercle, menee 
par un point commun, est perpendiculaire au plan tangent ä la sphere au möme point. 
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699. IJeu des points-limites de deux spheres S^, Sg dont chacune vario en passant 
par im cercle fixe. Oii trouve la sphere S consideree ä l'ex. prec. mais il faut 
s'assurer que tout point de cette sphöre appartient au lieu en construisantles spheres 
Sj, Sj correspondantes. (On construira leurs cercIes d’intersection avec S). Qu'ar- 
rive-t-il lorsque le probl&me pose ä l’exercice 690 est indetermine? 

700. Autour d’un point fixe comme sommet, on fait tourner un triedre trirectanHe 
dontles aretes rencontrent une sphere donnee. Montrer : 

1“ Que la somnie des carres des cordes interceptees par la sphfere sur les troi.s 
aretes reste constante; 

2“ Qu il en est de meme de la somme des carres des six segments qui vont du 
sommet aux points d’intersection des arAtes avec la spii6re; 

3“ Que la somme des aires des cercles d’intersection de la sphbre avec les trois 
faces est egalement constante. 

JOl. Dans les mAmes conditions, si l’on fait passer un plan par trois des points 
d intersection consideres ä l’exerclce precedent, le lieu de la projection du sommet 
du triedre sur ce plan est une sphere (ex. 513, 1° et PI., ex. 70). 

Si le sommet du triedre est sur la sphere, le plan en question passe par un point 
fi.xe, leque! est le centre de gravite du triangle forme par les trois points d'inler- 
section des aretes avec la sphere. 

702. On peut choisir trois spheres de raaniere que leurs huit plans tangents 
commumy(464) existent. (Il sufflra, aprös avoir choi&i pour centres quatre points 
non situes dans un ra6me plan, de prendre les rayons sufflsamment petits.) 
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CHAPITRE IV 

SURFACE ET VOLUME DE LA SPHÄRE 

480(*). Thöoräme. — La surface engendree par un segment de 
droite tournant autour d’un axe süue avec lui dans un meme plan 
et ne le Iraversant pas, a pouv mesure la projection du segment sur 
l'axe, mullipliee par la circonßrence qui a son centre sur Vaxe et 
touche le segmeoil en son milieu[^)<- 

La surface engendree par un segment de droite AB [ßg. 394), 
tournant autour d’un axe .xu/ situe avec lui dans un möme plan et ne 
le traversant pas, est en general, celle d’un tronc de cöne dont les 
circonferences de bases ont pour rayons les perpendiculaires Au, 
Böabaissi^es despoints A, B sur Taxe. 

Exceptionnellement, le tronc de cöne se reduit ä un cöne, lorsque 



Fi«. 393. Pi«. 393 bis. . Fl«. 393 Ur. 


le segment a ime extremite sur Taxe [ßg. 393), oii ä un cylindre, 
lorsque le segment est parallele ä Faxe [ßg. 393 A/‘s) ("). 

Soient M le milieu de AB; Mm, la perpendiculaire abaissee de ce 

(1) Les n°*463-479 (Geometrie sur lasphere) ont etö incorporesau cinquiömeLivre(Chap.VI, VII) 

(2) L’expression ainsi obtenue cesse d’avoirun sens lorsque le sog'iuont est perpendiculaire 
lil’axe (ßcj. 395 ter). Cette circonstance nc se prdsentora pas dans les raisonnoments quisuivront. 

fo) Dans le cas, exclu par la note preeddonte, öu le segment donnd serait perpendiculaire ä 
Taxe, on aurait une coiirüimo circiilaire ou un cercle. 







174 


GEOMKTRIE. 


point sur Taxe. La siirface laterale du tronc de cöne a pour mesure 
(■ 445 ) le produit 27 c AB. Mm; et cette expression est encore valable 
lorsque le tronc de cöne est remplace, soit par un cöne, soit par 
un cylindre (445, Rem.). 

Par le point M, menons laperpendiculaire ä AB, jusqu’ärencontre 
en 0 avec laxe. D’autre part, par le point A, menons la parallele 
AH ä Taxe, jusqu’ä rencontre en H avec ß^. Le Segment AH* est egal 
ä ab, c est-ä-dire ä la projection de AB sur Faxe, D’autre part, les 
triangles ABH, M?nO sont semblables, comme avant leurs cötes 
perpendiöulaires, et donnent 



fig. ‘m. Donc 


Surf. AB = 271 AB. Mm = 277 OM-AH =: 277 OM. ab. 


481. Aire de la zone. 


0. Q. F. B, 


Befinition. On nomme zone, la portion de surface Spiierique 
comprise entre deux plans paralleles {fig. 395). Les circonference.s 

situees dans ces deux plans et qui limi- 



tent, par consequent, la zone, en sont 
dites les bases. La distance des deux 
plans de bases est la hauteur de la zone. 

L’une quelconque des deux portions 
que Fon determine dans une surface 



Fig. 39g. 


spherique en la coupant par un plan, 
est dite une calotte spherique. On peut 
evidemment considerer la calotte sphe¬ 
rique comme une zone dans laquelle un des 


^ de bases est tangent ä la spbere. 

La Zone (ou la calotte) peut Mre encore döflnie comme la surface 
engendpM par la revolutiou d'un arc de cercle AB (fig. 396, 396 bis) 
autour d un diametre sans point commuu avec lui (cas de la zone) ou 
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llb. 

passant par une de ses extremites (cas de la calotte). La hauteur est 
alors la projection de I’arc AB sur Taxe. 



FiG. 396, FiG. 39ß6!S. 


4B2. Pour definir l’a^re de la zone, nous remplacerons d’abord 
Parc AB par ane ligne brisee (ACDEB, ßg. 397) inscrite dans cet 
arc. L’aire de la zone sera, par definition, la limite vers laqiielle 
tend Faire eugendree par cette ligne en tournant autour de Faxe, 
lorsque le nombre des cötes de la ligne augmente indeflniment de 
maniöre que cbacun d’eux tende vers z6ro. 

L’existence de cette limite et son expression resultent des deux 
theoremes suivants : 

Theoreme. — IJaire erigendree par une ligne bris6e inscrite ä 
un cercle, en tournant autour d'un diametre qui ne la coupe pas, est 
6gale ä la projection de la ligne brisöe sur le diametre, multipliee par 
la longueur d'une circonßrence dont le rayon est comjpris enire la plus 
pctiie ei la plus gründe des distances du centre aux cdtes de la ligne 
brisie, 

Soit la ligne 'brisee ACDEB ißg. 397) inscrite dans un cercle de 
centre 0 et tournant,autour du diambtre xy, lequel ne la traverse 
pas (une des ex tremites de la ligne brisee, ou les deux, pouvant etre 
sur xy). Söient u, c, d, e, b, les projections des sommets sur xy. 

Les perpendiculaires aux milieux H, K, L,M des cötes de la ligne 
brisee concourant toutes en 0, le thdoreme du n° 480 donne ici (^) : 



Surf. AG = ^Tt'öc 0 üfl 

T'' '‘i ‘ \ 

Surf, CD = cd ‘ ÜK 

\ 

Surf. DE — 2« 0 ÜL 

xac dO eby 

Surf. EB = 27: -Ül 

FiG. 397. 


(1) Le cas d’excaption signal6 ä 
raisonnemeiit aotuel, une oorde d’un 

la paee 173, note 2, ne peut se prdsenter dans le 
cercle ne pouvant Atre perpendiculaire k un dianaAtre 

Sans 6tre traversde par lui. 
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La surface engendree par la ligne ACDEB est donc mesiiree par 
27 c [ac • OH cd • OK -j- de ■ OL -\-~eb • OM). 

Or, d’apres un theoreme connu d’arithmetiqiie (^), l’expression 
•entre parentheses est egale au produit de la somme ac -\- cd 
+ -f- eb, c’est-ä-dire de ab, par une quantite comprise entre la 

plus grande et la plus petite des quantites OH, OK, OL, OM : ce 
qui demontre le theoreme. 

Corollaire, —, Si la ligne brisee est reguliere, les distances 
■OH, OK, OL, OM, sont toutes egales ä Tapotlihme de cette ligne 
brisee. 

Donc 1 aire engendree 'par une ligne brisee reguliere tournant autour 
dun axe situe dans sonplan, passant par son centre et ne la traver- 
sani pas, est egale ä la projection de cette ligne sur Taxe, multipliee 
par la longueur de la circmßrence inscrite, 

483. Theoreme. — L'aire engendree par un arc de cercle tournant 
autour dun diamitre qui ne le traverse pas, est egale ä la projection 
de l arc sur le diametre, multipliee par la longueur de la circonference 
enliere. . ’ ' ‘ 

Autrement dit, Faire de la zone est egale au produit de sa liauteur 
par la circonfirence d'un grand cercle. 

Soient, en effet, Farc AB, de centre 0, tournant autour du diametre 
xy, ab, la projection de ABsurajy. Si, dans Farc AB, nous inscrivons 
une ligne brisee ACDEB, celle-ci, en tournant autour de xy, engen- 
drera une aire egale au produit de 2t: ■ ab par une quantite 
intermediaire entre laplus grande et la plus petite des distances du 
centre aux cötes de la ligne brisee. 

Si maintenant on augmente indefiniment le nombre des cötes, de 
maniere que chacun d’eux tende vers zero, toutes les distances 
dont il vient d’etre question tendent vers le rayon OA =R de la- 
circonference. 

Donc Faire engendree a bien une limite, itidependante de la loi 
suivant laquelle on fait croiLre le nombre des cötes de la ligne 
brisee (pourvu que tous ces cötes tendent vers zero) et cette 
limite est 


2tz R • 'ab. 

•{i) TANNERy, Lecons d!Arithmetique, n“ 188 , page 212. 


0. Q.'i’. D. 





SURFACE ET VOLUME DE LA SPHERE. ^ 177 

Remarqüe. — Le raisonnement precedent et sa conclusion sont 
applicables au cas d’une calotte spherique. 

Corollaire. — On voit, par le tlieoreme precedent, que deux zones 
d une mene sphere sont proportionnelles ä leurs hauteurs. 

484. Aire de la sphere. 

Theoreme. — Vaire de la sphere de rayon R est 47 rR 2 ^ 

En eilet, le raisonnement du numero precedent est encore appli¬ 
cable lorsque l’arc AB devient la demi-circonference. La projection 
ah est alors le diametre 2R; la zone engendree n’est autre que la 
Sphäre entiere. La surface de cette sphere est donc mesuree par le 
produit 

27rR X 2R =: 47 vRI 

G. Q. F. D,_ 

Corollaire. — La snrface de la sphere. est egale ä quaire fois la 
surface d'un grand cercle. 

Rumarque. — On voit que les surfaces de deux spheres sont pro- 
porlionnelles aux carres de leurs rayons. 

485. Theoreme. — Le volume engendr^ par iin triangle iournant 
autour d'un axe silue dans son plan, passant par un de ses sommets et 
ne le traversant pas, a pour mesure le produit de la surface que decrit 
le edle oppose au sommet siiue sur l'axe, par le Hers de la hauteur 
correspondante. 

Nous distinguerons trois cas : 

1“ (In des cötes du triangle est silue: sur l'axe. 

Soit le triangle ABC [fig. 398, 398 bis) dont le cöte AB est situe sur 




Taxe xy. Par le sommet C, menons, sur cet axe, la perpendi- 
culaire Cc. Les deux triangles rectangles ACc, BCc engendreront, 

Geomktrir. n. 12 
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en tournant autour de xy, deux cönes ayant pour base commune 
le cercle de rayon cC, pour hauteurs respQctives Ac, Bc, et dont les 

■1 _ 3 _ 1 - t -2 _ 

volumes seront respectivement — ttCc, -äc, - ttCc «Bc. Le volume 

engendre par ABC sera la somme ou la difference des deux cönes 
ainsi obtenus, suivant (jue le point. c sera sur le segmeut AB 
{fig. 398) ou sur un de ses prolongements, par exemple au delä 
du point B\fig. 398 bis] : on aura dönc 

VoL ABC — ^ ^' Cc^» Ac -)- ^ ttCc^ »BC = ^ Cc (Ac -f- Bc) 

dansle Premier cas, et 

A _ _ _ 1 —. ~ 

Vol. ABC = itCc^-Ac — ö • Bc = K (^c — Bc) 

8 o o 


dans le second. 

Mais comrae on a, dans le premier cas. 


et, dans le second, 


AB — Ac -[~ Bc 
AB = Ac — Bc, 


il vient, en toute hypothese, 

Vol. ABC = 5 TT Üc^ AB. 

ö 

D’autre part, si AH est la hauteur du triangle issue du poiJQ^ A, 
on a 

CcoAB = BC.AH: 

car ces deux produits representent tous deux le double de l’aire 
du triangle ABC. On peut donc ecrire 

Vol. ABC = — TT Cc • Bu ' AH, 

ce qui donne 

Vol. ABC = g AH ■= Surf. BC, 
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car la surface ^crite par le cöte BG est celle d’im cöne et, a pour 
mesure (443) t: BG • Cc. 

2° Le cöte oppose au sommet situe sur Vaxe est parallele ä 
Vaxe. 

Soit le triangle ABG [ßg. 399, 399 bis) dans lequel le sommet A 
est situe sur 1 axe xy, tandis que le cöte BG est parallele ä cet axe. 
Menons encore la haiiteur AH et projetons les points B, G en ö, c 
sur laxe. Lorsqu on fait tourner la figure autour de cet axe, le 
rectangle BöAH engendre un cylindre et le triangle ABö engendre 
un cöne ; comme ces deux solides ont möme base (le cercle de 
rayon Z>B) et möme hauteur (A6), le cöne est le tiers du cylindre : 
leur dilference, c’est-ä-dire le volume engendre par le triangle ABH, 
2 

est les g du cylindre engendre par le rectangle AöBH. ' 

De meme, le volume engendre par le triangle AGH est les ^ du 
cylindre engendrö par AcGH. 

Donc le volume eiigendrö par le triangle ABG, lequel est la somme 
[ßg. 399) ou la difförence {ßg. 399 Aw) des volumes engendrös par 

les deux triangles pröcedenLs, est les ? du cylindre engendre par le 

rectangle BöGc, ce cylindre etant la somme ou la difförence des 



Heux cylindres que nous venons de considerer. Autrement dit, on a 


Vol. ABG = ? Vol. BöGc = | 7rB/>^BG 
o o 

1 1 

= AH X 27t Bö • BG = - AH X surf. BG. 
o 6 

Cas general. 

Soit le triangle ABG [ßg. 400) dont le sommet A est sur Taxe xy, 
le cöte BG n’etant pas parallele ä cet axe. Soit D le point de 
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renconlre de xy avec BG prolonge. On a (1°), en appelant fcoujours 
AH la liauteur issue de A, 

Vol. ABD = surf. BD X J AH, 

0 

Vol. AGD == surf. GD X ^ AH, 
d’oü, par difference, 

Vol. ABC = surf. BC X ^ AH. 

0. Q. F. D, 

486. Volume du secteui* spherique. 

Definition. — On nomme secieur spherique, la figure engendree 
par un secieur circulaire tournant autour d’un diamötre qui ne le 
traverse pas. Dans ce mouvement, l’arc qui sert de base au secieur 
circulaire engendre uue zone, qui esfc dite base du secieur spherique. 

Pour definir le volume du secieur spherique, nous remplaceron.s 
le secieur circulaire parun secieur polygonal inscrit. Le volume du 
secieur spherique sera, par definition, la liinile vers laquelle tend le 
volume engendrö par ce secieur polygonal, lorsque le nornbre des 
edles de la ligne brisee qui lui serl de base augmente mdefmiment, 
de maniere que chacun d’eux lende vers zero. 

Les Iheoremes suivanls montrent l’exislence de cetle limite et en 
fournissent Fexpression, laquelle est independanle de la loi suivant 
laquelle on construilles lignes brisees inscrites. 

Theoreme. — Le volume eugendre par un secieur polygonal 
(PL, 253 bis) eniournani autour d'im axe situe dans son plan, passant 

par son centre et ne le traversant q^as, 
est egal au Hers de la surface engen- 
dree par la ligne brisee qui sert de 
base au secteur, multiplie par une 
quantite iniermediaire entre la plus 
gründe et la plus qtieliie des distances 
du centre aux cöMs de ceite ligne. 

Soll le secieur polygonal OAGDEB (/?^. 401), tournanl aulour d’un 
axe xy passant par son centre 0, situe dans son plan et ne le Iraver- 
sant pas. Les triangles OAG, OGD, ODE,OEß, engendrent respective- 
ment des volumes dont Fexpression est fournie par le theoreme 


D 



0 

Fig. 401. 



A y 

Fig. 400. 
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precedent. On a ainsi, en designant par OH, OK, OL, OM, les distances 
du ceutre aux cötes AG, DG, DE,EB : 

Vol. OAG = ^ surf. AG X OH 
ö 

Vol. OGD = I surf. GD X OK 
0 

Vol. ODE = ^ surf. DE X OL 
Vol. OEB = 1 surf. EB X OM. 

o 

En faisant la somme et recourant encore au Lheoreme d’arithme- 
tique dejä applique n“ 482, on voitbien que le volume engendre par 
le secleur esL egal au liers de la somme surf.AG+ surf.GD + surf. DE 
-f- surf. EB, — c’est-ä-dire au liers de la surface qu’engendre la 
ligne AGDEB, — multiplie par une quantite intermediaire entre la 
plus grande et la plus petite des quantites OH, OK, OL, OM. 


0. Q. F. D. 


Corollaire. — Si le secteur polygonal est regulier, les lignes OH, 
OK, OL, OM sont toutes egales ä l’apothöme de la ligne brisee 
reguliere AGDEB. 

Donc le volume engendri par un secleur polygonal regulier iournant. 
aulour dhin axe 'situ6 dans son plan, passant par son cenire eine le 
traversant pas, est igal ä la surface engendree par la ligne brisee qui 
seri de base au secteur, multipliee par le Hers de VapotMme. 

Theoreme. — Le volume du secteur spherique est egal ä la zone qui 
luisertde base, multipliee par le Hers du rayon. 

En effet, si l’on augmente indefiniment le nombre des cötes d’une 
ligne brisee inscrite dans Tarc AB {fig.fi^i) qui engendre la zone de 
base, — et cela de inaniöre que chacun d’eux cites tende vers zero, 
— la surface engendree par cette ligne brisee inscrite tend vers la 
surface de zone, pendant que les distances OH, OK, etc. {ßg. 401), des 
differents cötes,au centre tendent toutes vers le rayon. Donc le 
volume engendre par le secteur polygonal correspondaiit tend bien 
vers la limite indiquöe dans Tenonce, 


Corollaire. — Si R est le rayon de la sphere,h la hauteur de la zone 

. . 2 . 

qui sert de base au secteur, le volume de celui-ci est - 
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Gelte expression est bien, en effet, le produit de ^ R par l’aire de 
la Zone, trouvee au n» 483. 

487. Volume de la sphere. 

Theoreme. — Le volume de la sphere de rayon'^ est ^ ttR®. 

3 

En effet, les raisonnements qui precddent sont applicables ä la 
figure engendree par un demi-cercle tournant au tour de son dia- 
metre, c’est-ä-dire au volume de la sphere. On doit alors, daus 
Fexpression indiquee au corollaire du nuiiiero pröcedent, remplacer 
la hauteur h par 2R; ce qui conduit bien au resultat annonce. 

Corollaire. — Le nokme de la sphere de diam&tre D est - 

6 

llsuffit, pourle voir, de remplacer R, par ?, dans Fexpression 
4 

3 . 

Remabque. — On voit que les mlumes des deux sphöres sont 
proportionnels aux cubes de leurs rayons [ou de leurs diam&tres). 

488. Volume de Taimeau spherique. 

On nomme anneaif s|?Äe'n 5 'ue le solide engendr6 par la revolution 
d’un Segment de cercle(Pl., 263) aulour d’un dia- 

*_a mfetre qui ne le traverse pas. 

^ \ Le volume engendre par un s eg ment de cercle four- 

.B nrnit auiour d'un diamitre qui ne le traverse pas 

(volume de Förawea« spherique) est le sixüme du 
volume du cylindre qui a pour base la corde du 
Segment et pour hauteur la projection de cette corde 
sur l’axe. 

fig. m . Soit le segment de eerele compris entre Farc Aß 

d’une circonference 0 {fig. i02) et sa corde, tour¬ 
nant autour de Faxe a??/qui passe par 0. Soit encore ab la projec- 
tioE AB sur xy. 

Lorsque la figure tourne autour de jry, le secteur circulalre OAB 

ongendre un volume qui est mesure (486) par le produit ? ttFÄ" Tb. 

3 
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D’aiitre part, le triangle rectiligne OAB engendre, dansles mömes 

1 

conditioiis, un volume egal (485) ä surf. AB X ^ (en designant 
par OH ia dislance du centre ä la corde AB), c’est-ä-dire (480) ä 

ÄTc aö. ÖH X 5 OH = Jt: OH". a6- 

0 o 

La difference des deux volumes precedents est evidemment 
constituee par le volume de Fanneau spheriqiie : celui-ci a donc pour 
mesure 

- X ^ X OH" ‘ ab = -tzcib (OA" — 011^) • 

a o 0 

Mais, dans le triangle OAH, on a 

ÖÄ' —ÜH' = ÄH'= 

4 

Donc 

2 ÄB^ 1 o 

. Vol. anneau AB = ^ xaö -r~ — -xAB^ • ab. 

0 4 D . 

c.Q,. r. D. 

489. Volume du seg-meut splierique. 

On nomme segment'sphmgue la portion desphere comprise entre 
deux plans paralleles : volume limite, en general, par une zone et 




deux cercles dont les plans sont paralleles entre eux {fig. 403), ces 
cercles etant dits les bases du segment. Le segment spherique peut 
aussi 4tre ä une seule base, c’est-ä-dire limite par un cercle et une 
calotie apherique {fig. 403 bis); le plan de rautreibase doit Atre 
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alors, poLir lapplicalion des raisonnemenLs, repule tangent ä la 
sphere. 

La hauieiir du segraent est la distance des plans des deux bases; 

Le, Segment spheriqiie est äquivalent ä la demi- 

A_ somme des deux cylindres qui ont pöur hauteur com- 

/^' l mune, la hauteur du segment et pour bases respeclives 

n /. ! b bases de ce segment^ augmentee de la sphere 

0 qui a la hauteur pour diametre. 

Seit le Segment spherique engendre par la revo- 
fig. 404. lution du trapeze mixtiligne aABb [ßg. 404) aiUour 
de Taxe aöet liraite, par consequent, d’une pari par 
deux cercles de rayons respectifs uA, 6B, d’äntre part par la zone 
qu engendre 1 arc AB. Ge solide est manifestGment la somme du 
troncde cöne engendre par le trapeze rectiligne AaBÄ et de l’anneau 
spherique AB. 

Le tronc de cöne a pour volume 

^ _ _ _ __ 

g “K.ab (Aö!'" -j- B^ -|- An • B^^ j 

lanneau spherique apour volume 

Tcab' AB^. 

I) 

Nous trouvons donc comme somme 


^ IV ab (AB^ + 2An' + 2Bb^ -f . B6). 

Mais AB^ peut s’exprimer ä l’aide de An, B^ et ab ; car, si Von möne 
par le poml A la parallele AH ä Faxe, jusqu’ä rencontre en H avec Bi, 

le tnangle rectangle ABH donne 


AB^ = ÄH^ + BH^ 
et comme, d’autre part, on a (^) 

AH=ni; BH = Bi — Hi = Bd — An, 
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il vient 

ab'+ —Aflf- 

Le volume du segment est donc 

^ Tiä/) p' + (Bö —kaf + 2Ää' -f- 2Bö' + 2lä • Bö] 

(^'+Ää'—2Ta -Fö + Bö' + ika + 2Äa ■ Bö+ 210'), 
ou, toutes reductions faites, 

. xaö' + ^xaö(Aa' 

D Z 

ce qiii esL bien la somme de la sphere et des deux demi-cylindres 
indiques dans l’enonce. , 


EXEHGICES , 

712. Partagerla surface d’unesphöre en partieadquivaleates pardes plans passant 
par une droit,e donnde, extörieure A la sphöre. 

713. Une sphere varie en passant constamment par le centre d'une sphere fixe. 
Montrer quecelle-ci intercepte sur la sphere variable une calotte d’aire konstante. 

714. Un cylindre est circonscrit a une sphere. Montrer que la zoae de la sphere 
■comprise entre deu.x plans perpendiculaires A Taxe du cylindre est Äquivalente A 
l’aire cylindrique comprise entre les deux mdmes plans. 

715. Un cylindre etant circonscrit A une sphAre, on mene A celle-ci un plan tangent, 
P perpendiculaire A Taxe du cylindre et l’on prend la section droite ainsi determinee 
dans ce dernier comme base d’un ebne ayant pour sommet le centre de la sphere. 
Montrer; 

1“ Que si Fon coupe les trols solides par un mbme plan parallele A P, le cercle, 
section du cylindre, a une aire Äquivalente A la somme _des cercles suivant 
lesquels sont coupAs respectivemenfc le ebne et la sphere. 

2* Que si Fon coupe les trois solides par deux plans paralleles AP, le volume 
interceptA, entre ces deux plans, dans le cylindre, est la somme des volumes inter- 
■ceptAs dans le ebne et dans la sphAre. 

716. Montrer que les volumes du cylindre, du ebne, du tronc de ebne et du 
■Segment sphArique satisfont tous A la relation : 
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/(, B, B" designant, comme ä l’exercice 575, la liauteiir du solide, les aires des 
deux bases (la base supdrieure du cone etant nulle) et l’aire de la section menee, 
parallelement aux bases, ä egale distance de ces deux bases. 

717. Deux petits cercles polaires Tun de Fautre (ex 699) sont tels que si Fon pre- 
nait pour unite de longueur la longueur d’un grand cercle et pour unite de surl'ace 
Faire dela demi-sphere, le nombre qui raesure la longueur de Fun serait dgal a 
Funite, moins le nombre qui mesure la calotte spherique intdrieure ä Fautre. 

718. Pour tous les polyedres circonscrits k une mdme sphere, le rapport du 
volume äla surface est le ineme. 

719. L’enonce prdcedent subsiste encore pour un cyliridre,un ebne ou un tronc de 
cöne circonscrits ä la sphere (on dit qu’un cylindre, un cöne ou un tronc de cöne sont cir¬ 
conscrits ülaspliere, si: 1“ la surfacecylindrique ou conique est circonscrite ä cette .sphere ; 2“ les 
plans de bases sont tangents äla meme Sphäre); OU pltis gdndralement, pOUr tOUt SOlide 
limitdpar des portionsde surfaces cylindriques ou coniquescirconscxdtes et par des 
plans tangents. 


720. Quel est le rapport desvolumes engendres par un parallölogramme tournant. 
successivement autour de deux cötds adjacents ? 

^ 721. Construire (effeetivement) un triangle, connaissant les rayons des splieres 
äquivalentes aux volumes qu engendre cefriangleentournantsuccessivement autour 
de chacun de ses cötds. 

/22. Calculer le rayon d’un cercle trace snr une sphere de rayon R, sacliant que 
Faire de ce cercle est dgale ä la difference descalottes qu’il ddtermine. 

Quelle est la hauteur du cöne circonscrit suivant ce cercle ? 

723. Trouver, sur une Sphäre donnöe.uneealotte qui soit dans un rapport donnd 
avec Faire du cercle qui lui sert de base. 

724. Couper une .sphere par un plan de maniöreque Fun des Segments spberiques 
(a une base) obtenus soit dans un rapport donnö avec le secteur sphdrique limitd 
par la rnöme calotte. 


/~o. Onprend un cercle d’une sphere comme base d’un cöne qui a pour sommet 
un despoles du cercle. Trouver le cercle de maniere que le volume du cöne soit 
dans un rapport donnö aveclesegment spherique qui a pour base unique le möme 
cercle et qui contient le cöne. 

Vers quelle limite tend le rapport du cöne au segment spherique, Jorsque leur 
hauteur commune tend verszero? j » q tou 

j 26 . Construire un Segment sphdrique appartenant ä une sphere donnee, eon- 
naibsant son volume (ögal k celui d’une sphöre de rayon donnö) et l’airo de la zone 
qui le limite (dgaleacelle d’un cercle don ne). 

Quel est Je maximum du volume du segment, lorsque l'uire de lazone est donnee ? 
72/. Tracer, sur une sphere, trois cercles tangents entre eux deux ä deux, avant 
leurs plans paralieles ä une möme droite, dont les deux Premiers soient egaux entre 
L ü-oTsiömr^'' enquatre parties äquivalentes l’une des calottes ddtermindes par 

riISemrt"VT'i!f"^-'^t contact de deux circonförences 0 et 0'tangentes exte- 
circonXncVl’lit ^ contact d’une tpngente commune extdricure ä ces 

TT' (dans L rdvoluR engendre par 

ScL de bases de CO? T a® 

cercles de bases de ce tronc de cöne est double de la portion de ce mörne tronc de cöne- 
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exterieure aux spheres S, S', engeudrees par les circonferences donniJes, etque eette 
portion est equivalente a la somme des anaeaux spheriques situes respectivement. 
dans les spheres S, S', 4 l’exterieur des cönes engendrös par les cordes AT, ATh 
Exprimer ces volumes 4 l’aide des rayons des ci-rconfdrences donnees. 


PROBLEMES 

PROPOSES SUR LE LIVRE VHI 

729. Lieu des centres des spheres qui coupent deux spheres donndes suivant 
des grands cercles. — M6me probleme lorsqu’il y a trois spheres donnees. 

730. Lieu des centres des spheres qui sont coupdes par deux (oii trois) spheres 
donndes suivant des grands cercles. 

731. Si le ceiitre radical de quatre spheres leur est interieur, il est le centre 
d’une sphere qui est eoupee par chacune des premidres suivant un grand cercle. 

732. Lieu des generatrices de contact des plans tangents mends par un point 
donod de l’espace aux cönes de rdvolution qui passent par les cötes d’un angle 
donne (se ramene 4 I’exerc. 681 par la consideration des suheres inscrites aux 
tönes cousiderds). 

Par deux points donnds A, B d’une sphdre, on fait passer un petit cercle 
■variable et, par un point C situd le grand cercle Aß, on mdne un grand cercle 
tangent 4 ce petit cercle. Quel est le lieu du point T de contact ? Montrerqu’on a 

■P—, CA. CB. R , , , , 

CT =--» en ddsignant par R le rayon de la sphere et par d la 

distaiice du centre 4 la corde AB. 

733. On considere deux droites rectangulaires entre elles, non situdes dans 
un mdme plan, et on les coupe par un plan variable, mais paralldle 4 un plan fixe. 
Montrer que la sphdre qui a pour points diamdtralement opposds les deux points 
dlntersection passe par un cercle fixe. 

734. Sur deux droites donndes D, D' on prend, 4 partir de deux points fixes A, A' 

A'M' 

deux Segments AM, A'M' dont le rapport .soit dgal a un nombre donne k, et 

PM' 

on considdre la sphdre (H7bts) lieu des points P tels que = k. 

Montrer que si les points M, M' varient sur leurs droites respectives (de maniere 
A'M' 

que le rapport .soit conslamment dgal a /c), les spheres obtenues, comme 

il vient d’dtre dit, appartiennent 4 l’une ou 4 l’autre de deux sdries (suivant les sens 
dans lesquels sontportds les Segments AM, A'M'), les spheres de la premiere sdrie 
passant toutes (') par un mdme cercle Cj; les spheres de la seconde sdrie passant 
toutes par un mdrae cercle Gj. 

La direction du plan du cercle Ci, comme celle du plan du cercle C^, est indd-r 
pendante du choLx des points A, A' lorsque les droites D, DCet le rapport k sont 
donnds. Lorsque k varie, ces plans restent paralleles 4 une droite fixe. 

(1) 11 esst d’abord ndcessaire de prouver que deux spheres de la mSrae serle se coupent. 
C’est oe que l’onfera aisdment ä l’aide del’exercico 733, 
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Tout point appartenant k un cercle ou Cj est tel que ses distances aux cleux 
droites donnees soient entre elles daiis le rapport k. Invei-sement, par tout point 
tel que le rapport de ses distances ä D et ä D' soil ögial ä k, ü passe un cercle Cj 
et un cercle G^. , 

735. Etant donnees deux spheres et im point P, le lieu d’une droite passant 
par P, joignant entre eux deux points pris respectivement sur les deux spheres 
et qui soit divisde par ces points et le point P dans un rapport doiine, est un 
cöne ä base circulaire. 

Ce cöne peut se reduire ä un plan. Trouver le Heu du point P pour qu'il cn 
soit ainsi. 


736. Le lieu des arötes des diedres droits dont les faces passent respectivement 
par deux droites concourantes donnees est un cöne ä base circulaire (ex. 462). 

737. Le lieu des points tels que le rapport de leurs distances ä. deux droites 
concourantes donnees soit constant est un cöne circulaire oblique (ex. 734). 

738. Le lieu des bissectrices des angles dont un c6td est fixe et dont l’autre 
cöte decrit un plan fixe (en passant constamment par le point d’intersection de 
ceplan avec le premier cötö] est un cöne (genöralement oblique) 4 base circulaire. 

739. Lieu des sommets d’un angle polyedre dont les quatre faces passent respec¬ 
tivement par les cötes d’un quadrilatere plan donnd, sachant que cet angle 
polyedre peut ötre coupe (ex. 500) suivant un rectangie. 

Meme probleme, lorsqu’au lieu d’ötre un rectangie, on sait que la section peut 
ötre un losange. . ^ 

Möme Probleme, lorsqu’on sait que l’angle polyödre peut ölrecoupö suivant un 
carre. Lieu du centre du carrö (cöne oblique 4 base circulaire). 


740. On considere un tronc de cöne dans lequel la hauteur est raoyenne pro- 
portionnelle entre les diametres des deux bases : Dömontrer qu’on peut inscrire 
une sphere (ex. 719) 4 ce solide (PL, ex. 135). 

Montrer que la surface latörale de ce tronc de cöne est äquivalente 4 celle d’un 
cercle ayant pour rayon l’aröte laterale. 

Construire les rayons des bases, connaissant la hauteur et l’aröte latörale. 

/41. Gonstruire trois spheres passant respectivement par les sommets d’un 
triangle donne, tangentes en ces sommets au plan du triangle et tangentes entre 
eile:, deux 4 deux. Calculer leurs rayons, connaissant les cötes du triangle. 

742. Sur la sphere cöleste, on considere les points M tels que leur ascension 
droite soit ögale 4 leur deciinaison : 

1" Trouver le lieu des projections des points M sur le plan de l’öquateur : 
rouvei le lieu des droites AM, A ötant, sur l’öquateur, le point origine des 
ascensions droites. 

743 Ötant donnes trois points A, B, C, en ligne droite (B entre A et C), on decrit, 
ur Lcomme diametre, un demi-cercle auquel on mene la tangeiite AD; soit M un 
aiT' . ® P'’opose de döterminer le point M de sorte qu’en joignant MG, 

MAO volume engendrö par le triangle 

• soit partagedans le rapport donnö k par la zone qu’engendre l’arc M B. Trouver 
imites de k en fonction du rapport A de OA 4 OB, O dtant le milieu de BC. 

noint M Sn A.BCD, dont le cötö est ögal 4 2a, et on considere un 

pomt M dans le plan de ce carre. 

P Calculer la somme S des volumes engendres par les triangles MAß, MBC, MGD, 
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respectivement, le premier autour de AB, le second autour de BC, le 
isieme autoui'de CD, le quatrieme autour de DA, 

t" D^montrer que la somme S ne depend que des quantites a et d, en ddsignant 
' ia distancG du point M au centre du carre, et trouver le lieu geomelrique du 
.nt M lorsque ce point se deplace de maniere que la somme S reste äquivalente au 
u me du cöne de hauteur a et de rayon donne r. 

i" Determiner, sur le lieu prdcddent, les positions de M pour lesquelles le rapport 
; volumesengendres par le triangle .MAB, tournant successivement autour de MA 
de Mb, est ögal ä un nombre donnd m. 

45. Soit un trapeze OAMB dans lequel lecöte OB est perpendiculaireauxbases OA, 
[- On Slippose que les sommets 0 et A sont fixes et 
ä le sommet B se ddplace sur la droite fixe Oy perpen- 
ulaire ä OA. On fait tourner la flgure autour de Oy. 

° On,suppose que les volumes engendrds par les 
ingles OAB et ABM sont Äquivalents et on demande de 
uvei', dans le plan AOy, lelieu geomdtrique du point M 
isi qne le lieu geomdtrique du point derencontre P des 
.gonales OM et AB. 

Soit ODMC la demi-circonference tangente en 0 
OA et passant par M; on fait tourner la flgure autour 
Ol/ et on SLippose que les volumes engendrds par le 
angle OAB et par la surfuce OD.MA (limitde par les 
^itos OA, A.M et par l’arc de cercle 0DM) sont Äquivalents, 
ouver, dans cette deuxieme hypothÄse, le lieu dÄcrit par AI dans le plan AOiy. 
J" I>etei’miner le point M, sacbant que les volumes dÄcrits par les triangles OAB 
ABM et par la surJface ODAIA sont Äquivalents. (On dosignera par a la longueur 
nnöe OA.) 




LIVRE IX 


COURBES USUELLES 


CHAPITRE PREMIER 

ELLIPSE 

490. Definition. — On nomme elUpse, la courbe {fig. 40S) lieu (‘) 
des points M d’un. plan tels, que la, Somme de leurs distances ä deux ■ 

points fixes F, F' de ce plan. appeMs 
foyers^ soifc egale ä une longueur donnee. i 
Le triangle MFF' montre evidemment 
que cette longueur MF -|- MF' doit 6lre 
superieure (2) ä la distance FF'. 

Les droites MF, MF' sont dites les 
rayons uec^ewrs aboutissant au point M. 

5’io-405. Si les points F, F' sont confondus,- les 

distances MF, MF' etan t forcement egales 
entre elles, la definition precedente conduit evidemment ä une cir- | 
Conference ayant pour rayon la moitie de la longueur donnee. Ainsi 
la circonference est une forme-Umite d'ellipse.. 

Remarque. — 2'oute courbe homothetique ä um ellipse esi une 
ellipse, car si /, m sont les homologues de F, F', M dans une ho- 
mothetie determinee (de rapport de similitude k) on a (PL, 141) ' 

(1) II apparaitra par la suite (498) que ce lieu u’est pas, en g’dn.eral, une droite. 

(2) Le lieu des points M tels _que la somme MF + MF' seit egale k FF' est dvidemment le 
Segment de droito FF'. Celul-ci est donc une forme-limite d’ollipse de foyers F ot F'. 
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fm =/c (FM-[-F'Mj, de Sorte que si FM-l-F'M est constanl, il 

est de 

J^es lors, touta courbe semblable ä vne ellipse est tme ellipse. 

^90 öis. Trac6 de la courbe par points. 

D’apres la deßnilion que nous venons de donner, on voit que Ton 
<ibtiendra autant de points del’ellipse qii’ouYOudra par la eonstruc- 
tion siiivante : 

Designons par 2a la somme donnee des rayons vecteurs, et divi- 
sons cettelongueur 2a en deux segments quelconques, qui serviront 
de rayons respectifsä deux circonferences decentres F, F' {ßgAO&). 
Sr ces circonferences se coupent, leurs points communs M,RF appar- 
tiendront ä l’ellipse; et il est clair que tout point de Fellipse peut 

^tre obtenu par ce moyen. 

permutant les deux rayons — c’est-ä-dire en tra'^ant une 
circoTiference de centre F' et de rayon MF, ainsi qu’une circonfe- 
rence de centre F et de rayon MF' — on aura deux nouveaux points 
Ml, Ml de la courbe. 

Poiii* que les deux circonferences 
se conpent, la longueur 2a, somme 
de leui*s rayons,etant supposee supö- 
rieure ä, FF' (saus qiioi nous savons 
qn’il n’y aurait pas de courbe), il suffit 
que la differenee de ces memes 
rayons soit inferienre ä FF'. 

• En particulier, les circonferences 
Seront tangentes interieurement lors- 
qne la differenee des rayons sera FF'. 

On anra ainsi un point k de la courbe situe sur FF' prolonge au 
delä du point F si Fon suppose que le plus petit rayon soit celui 
de la eireonference ayantpour centre F, et un point A' situe sur FF' 
prolong-e au delä de F'si Ton fait la supposition inverse {fig. 406). 

Soit 2c la distance FF', on aura : 

FA -f F'A = FA' -f F'A' =2a 
F'A ~ FA = FA'— F'A'~ 2c 

ce qui donne 

FA = F'A' = a—c 
F'A = FA' = a + c 
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^ fonremarquera que iadislanceAA'estögaIeä,FA+FA'-PA+P'A 
eirepresent^. oonsequent, longueur äonnee ta ~ ^ ^ 

vecteurs on\pi”f ^ *ä,somme donnee des rayons 

point du Segment AA' (fig. 406) ’ P «tat un 

- T“‘ - “ - 

H poincji^iait oiinonpartiedu segmentFF'. 

Trane de la courbe d’au monvement contino. 

est encore manifeste que si. fixant en F, F' les deux extremites 
. dun fil qui a la longueur 2a, on tend 

\ ce fil par une pointe {fig. 406 bis), cette 

clerniere decrira d’un mouvement con- 
tinii l’eilipse, ou plus exactement la 
/ '/ \ \ ^’®^lipse situee d’im cöte deter- 

j / \ ^ mine de FF'. 

\ J construction est d’un usage tres 

commode et trös frequent sur le ter- 
;;™' '“« äPai‘ donner ärellipse le 
nom d o'oale des jardiniers. 

contraire, on n’emnloie ni o.n “ 

methodes -ritableZnt ::ue!s“o“d”ee " "'f ^ 

toutes differentes de Pellipse (voir Coaipl n'^r 

491.Axesetcentpedesym6trie. 

H poinis M, M sont SYinetriunpc! I’nn rio' Pr, ♦ 
rapport ä FF'. Ghague noinf r^o i. u t^i^ues 1 un de 1 autre par 

r-.. i:r;; 'rr.:::: “ “■ 

rapport ä unrö^oUrrsa ^ l’un de i’autre par 

üis lors, ä tont poim Trito-™ 

symetrie nar ranL-i ■ 1 ellipse, correspond, dans la 

aussiäla courbe, pÜisqVon a Fm‘= f“mTm - FM fir'’r‘f“‘ 

pt::: fet: sirogrioirr " --- 

de FF' est enrnre ^ ^ ^ ^ pefpendiculaii-e au miiieu 

‘^‘encore unaxe de spmilrie de rellipse. 




ELLIPSE. JQ3 

Enfln, les deux points F, P' sont syrnetriques Tun de l’autre par 
rapporfc ä un point, ä savoir le point 0. On voit evidemment par un 
raisonnementtout analogue ä celui qui vient d’etre presente, que le 
point 0 est centre de symetrie de Vellipse. (Les points M, M'^ de la 
fjg’ure 406 sont syrnetriques Fim de l’autre par rapport a!i point 0.) 

491 6w.Nous avons trouveplus haut que Faxe FF' coupait Fellipse 
en deux pomtsA,A'dontladislance etait egaleäla longiieur donnee2a 
{ßg> 406); il est d’ailleiirs clair que ces points sont syrnetriques Fun 
de Fautre par rapport au point 0, de Sorte qu’on a OA = OA'= ö. 

Pour trouverles points oüla courbe est coupee par la perpendi- 
culaire au milieude FF', il suffit de remarquer que ces points sont 
equidistants de F et de F' et que, par consequent, siB estFun d’entre 

eux, on a : BF = BF'= — = a 

2 

11 existe evidemment deux points B, B' satisfaisant ä cette double 
coirdiLion. On designe par b la valeur commune des distances OB. 

OB'. Cette longueur b est inferieure ä a : dans le triangle rectangle 
OBF, on a 

ÖB^ = 42 ^Bf" — Öf' = a' — 

en designant par c, comme precedemment, la distance OF moitie 
de FF'. 

En raison de Finegalite b < 0, Faxe AA' est dit grand axe, et Faxe 
BB', le petit axe de Fellipse. 

Les quatre points A, A', B, B' sont les sommeifs de la courbe. 

RßMAHQUE. —- Deux demi-axes, donnes en grandeur et posiiion, 
definisseni une c’est-ä-dire que, etant dbnnees deux droites 

rectangulaires OA, OB et deux longueurs OA = a, OB = b respec- 
tivement portees sur ces deux droites ä partir de 0 (a etant la plus 
gründe d entre elles), il existe une ellipse et une seule qui a son 
grand axe situe sur la droite OA et egal ä 2a, son petit axe situe sur 
la droite OB et egale ä 24. Cette ellipse a ses foyers situes sur OA, de 
pari et d’autre de 0, ä une distance de ce point egale ä c = \JoF^lß. 

492. Definitions. Soient donnees dans un plan deux droites 

ÖEOM^lTaiE. II. 
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concourantes Oa?, Oy [fig. 407), dites axes de coo7donnees, leurpoint 
coinmun 0 etant dit origine des coordonnees. Un point M quel- 
conque etantpris dans le plan, menons, par 
ce point, la parallele Mjx äl’axe Oy. Le Seg¬ 
ment Op. intercepte pai cette droite snr 
Taxe Oa: est dit Vabscisse du point M et le 
Segment p.M, Tordonnee du möme point. 

Si Ton faisait jouer 4 Farc Ox le röte de Faxe 
Fig. 407 . inversement, c’est-ä-dire si i’on menai-t 

ps-r M une parallele Mp' k Faxe Oa? jusqu’ä ren- 
con re en p avec Oy, cela reviendrait ä iatervertir l’abseisse etFordonnee, 
ainsi que le montre le Parallelogramme OpMp'. 

L abscisse et lordonnee d’un point en sont dites les coordonnees. 
Leur connaissance determine completement la position du point, si 
1 on a soin d’indiquer le sens dans lequel chacune d’elles doit dtre 
portee . savoir, si le segment Op doit etre porte d’un cöte ou de 
lautre du point 0 et le segment pM, d’un cöte ou de l’autre du 
pomt p. On convient, conformement ä ce qui a ete dit en Geome¬ 
trie plane (PL, 185, 186) et en Algfebre (Bourlet, Legons d'Algebi'e 
elementaire , ch. I, II), d’indiquer le sens par le signe que Fon donne 
ä chacune des coordonndes : l’abscisse Op etant comptee positive- 
ment dans le sens Ox, negativement dans le sens opposd, Fordonnee 
pM etant comptee positivement lorsqu’elle est de möme sens que 
la demi-droite Oy, negativement dans le cas contraire. ■ 



493. tquatioEi de rellipse rapportee ä ses axes. 


Ces delinitions etant posees, prenons comme axe des x le grand 
axe (491) et pour axe des y le petit axe de la courbe, l’origine 0 
etant, par consequent, au centre. 


Seit alors, comme tout ä Fheure, p la projection sur Ox d’un 
pointM de la courbe (fig. 407 bis). Les autres notations etant celles du 
n“ precedent, on aura : 


Les diverses quantites qui flgurent aux seconds membres seront, 
conformement h ce qui a 6tö dit au numero precedent, evaluees 
en grandeur et signe (i) : nous supposerons que le. sens positif 


.{1) Le signe da ou de (iF est d’ailleurs (Bourlet, Lecons d'Äloibre MemfnfairP r.« 
Sans müuence sur le carrö de la cpianlitd eorrespondanle ilementave, ^ i8) 
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choisi sur da? est celui de F vers F' (de sorte que (>F = ~c, 

Öf'=6-). 

[xM n’est autre que Fordonnee y du pöint M. Quant ä [xF, [xF , on 
leg exprimera ä l’aide des relations (PI., 187, et Bourlet, Lecons 
d'Älgebre 6lementaire, n® 23) 

jlF r= ÖF — U]r, p' == ÖF' — Üjl, 

ou (puisque 0 [x represente a?) 

[xF =:—c — X, p.F^ = c—a?. 

Les expressions de MF^ MF'^ en fonction de a?, y sont donc 

(1) MF' = (a? + cY + IF' = (a? — e)® + ?/. 

a? = 0 jx et y = txM etant les coordonndes de M. 

D’autre part, on peut appliquer au triangle MFF' la proposilion 
du no 128 (PL, ;Liy.-lli), qui donne (‘) 

MF'mF® = ^iF'.' % = Acx. 

Si donc on a ('^) 

MF + mF = 2a 

ön deyra aussi avoir, par diyision, 

Tixri/ ^ 

MF — MF' =- 

a 

Gelte relation, combinee avec la precedente, conduit, pour MF et 
MP', aux expressions suivantes : 

(2) MF=ra + —, 

a 

(2) MF'=:a-^— • 

a ■ . 

%alons maintenant les deux yaleurs trouvöes (d’apres (1) et (2| 

(1) L'dgalite en queätion n’a dtö dtablie au n“ 128 bis qii’eii valeur absolue, Mais nous savons 

directement que les deux memhras sont (PL, 3.2) .positifs on mSmo temps (si M est du memo 
cötd du pelit axe que P') et ndgatifs eu meme temps (s’il est du rtiSme c'otd que F). D’ailleurs 
l'dgalitd en question s’obtient directement en soustr.ayant l'une de l’autro, membre ä membre, 
los rleux relations (1). _ _ 

(2) Contrairement aux Segments comptds sur Oa;, les distances MF, MF'soatidvaludes.en 
valeur absolue. 
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pour MF'^ ou (d’apres (1) et (2') pour : nous aurons 


(a — = (a? — c)2 + 


Ces deux öquations sont equivalentes (*) l’une ä Tautre : eiles 
reviennent chacune (en supprimant dans les deux membres de 
terme identique ± 2 cx, puls reunissant dans un membre les termes 
constants, dans l’autre les termes en x^ et ä 

( A \ ^^2 

1 ^ j y^= — \~y^ 

ou 

(4) ^ + -^ = 1. 

Toutpoint de l’ellipse verifie donc cette derniere equation. 

Räciproquement, tout point dont les coordonndes verifient l’öqua- 
tioü (4) appartient ä l’ellipse. Cette equation (4) est, en ejffet, äqui¬ 
valente ä l’äquation (3) et aussi k requation(3'). Comme les seconds 
membres de ces dernieres representent respectivement (quel que 
soit M) MF^ et MF'S on a necessairement, si l’equation (4) est 
verifiee, 


(■+") 

/ cx\ 

l“ - -} 


Mais il est aise de voir que, dans ces deux relations, le signe -f- 

ccc 

est celui qu’il convient de prendre. Cela revient ä dire (^) que a -1- 

cx 

et a-- sont positifs : or c’est ce qui resulte de ce que, en vertu 

de la relation (4), x est inferieur k a en valeur absolue et qu’il en est 
de mäme k plus forte raison (c etant plus petit que a) pour ~ x. 

(1) Voir Boürlet, Leeons d’Algibre iUmentaire, liv. ü, ch. L, p. 139-148. 

[2) Voir la note 2 de la page 198. 
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Donc cette relation entraine (2)' et (2'). Or il suffit d’ajouter ces 
derniöres membre ä membre pour obtenir 

MF + MF'= 2a. 

L’equation (4 ) represente, par consequent, la condition necessaire 
el sufßsante pour que le point M, des coordonnees a?, y, soit situe 
sur l’ellipse. Elle est Vequation de l’ellipserapportee ä ses deux axes. 

494. On peut donner de cette equation une double iiiterprelation 
extremement simple. 

1“ M etant encore un point de l’eflipse et p. sa projection sur Taxe 
Or, augmentons bordonnee [xMdansle rapport c’est-ä-dire pre- 

nons sur cette ordonnee, ä partir du point (j., dans le sens gM [ßg. 
407 bis) ou dans le sens oppose, un segment ji-m == y' tel que 

[xm = d:: — • 
seit 

(5) = ± y y. 

En tirant y de cette equa- 
Lion pour en reporter la 
Yaleur dans rdquation (4), 
il vient 

(6) -j- y'^ = a^~. 

Or c’est-ä-dire reprdsente le carre de la dis- 

tance Om. Donc reqiiation (6) exprime que, lorsque le point M decrit 
l’eUipse, le point m decrit un cercle. Ce cercle a pour centre 0 et 
pour rayon a, c’est-ä-dire qu’il est decrit sur le grand axe comme 
diametre. On le nomme cercle principal, et l’dquation (6) (qui 
exprime la condition ndcessaire et süffisante que doivent xerifier 
,les coordonndes a?, y' du point m pour que ce point appartienne au 
cercle en question) est Tequation de ce cercle, rapportee ä nos deux 
axes de coordonnees. 

Comme, inverseirient, tout point M ayant avec un point m du 
cercle principalj la relation precedente,, est sur l’ellipse — ce qui 
revient ä dire que rdlimination de y' entre les equations (•)), (6) 
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fonrniL TequatioK (4) — on voit que cette eourbe^ est /e lien du point 

h‘ , 

obtenu en diminuani dans le rapport — l'ordonnee d'un point quel- 

conque du cerclesans en changer Vabscisse. 

Toutes les fois que, partanLd’an cercl.e rap.porte k deux diamötres 
rectangulaires, ou dimüiuera rordounee daus un rapport constantÄ, 
(/« <!) Sana clianger l’abscisse, on ohtiendra ainsi une ellipse, 
ä savoir, celle qui aura ses axes diriges suivant les deux diametres 
d'onnes, Fun des demi-axes etant egal au ra.yon' & du’ cercle, tandis 

que rautre h est donne par ~=z k. 

2“ De möme, soient la pi’oj,actioudeM sur le petitaxe de l’ellipse 
(axe Oij)] um point obtenu en diminuant l’abscisse de M dans le 

rapport , c’est-ä-dire Tun des deux points pris sur jx'M et tels que 
(ausigne pres) 

, b 

X - =z — X, 

a 

en designant par a?' le segment gJW. On aura , 

x'^ -j- 

et, comme en 1«, ceci' montre que le point m! decrit un cercle, celui 
qui a le petit axe pour diametre (‘). 

L’ellipse est,des lors, le lieu du point obtenu. en.augmentant dans 

le rapport 1 abscisse d’un point de ce cercle sans en changer l’or- 

donnee; et toutes les fois que, partant d’un cercle rapporte ä deux 
axes rectangulair.es,: an angnijeniteraHabscissedana un rapport cons- 
tant k (superieur k 1) saus chang.er rordonnee, Le lieu du. point 
ainsi obtenu sera une ellipse dant le denai-petit axe sera egal au 
rayon du cercle, pendant que le demi-grand axeuera avec lui dans 
le rapport^. 

Comme rien n’emp§che (n.“ 492) d’achanger le. r61e de rabscisse et 
celui de 1 ordonnee, ceci reYenantsimplement a. inlerYertir les rdles 
des deux axes, on peut enoncer le 

Theoreme. — Uh cercle etant rapporte ä deux-diamkkres'reetangu- 
laires:, le lieu du pomi M. obtenu muUipliatit' i'vme- des comdomioes 

(Ij Le poinb m' est daiUeurs liomoth^tique de m par rapport ä 0, coinnie nouS aui'ons 

loccasion de le r™ai’qner plus loin (flo 732). 
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d'un point variable m de ce cerde par un nombre constant quelconque 
k, mm changer l'auire coordonnee, est une ellipse. 

Plus ffeaeraleraent, on voit de möme qu’en multlpliant les deux coor- 
clomiees x', y' d’un point variable m qui ddcrit une circonference lixe, 
nar deux constantes .differentes, on obtient deux quantites x, y entve 
Lquelles existe une relation de la forme (4), de sorte que le point de 
coordonnees x, y decrit une ellipse. 

II resulte egalement de ce qui precede que toute ellipse peut etre^ 
de deux manieres differentes, considd'ee comme dedvdte d'un cerde par 
ceprocöde. 

494 bis. Projection orthogonale du cerde. 

Theoreme. — La projection orthogonale d'un cerde sur un plan 


est une ellipse. . 

On peut toujours, en vertu du n“ 362 bis, supposer que le plan 

de projection passe par le centre du cerde [fig. 408). Prenons le 
diametre OA situe dans ce plan poux axe des abscisses tant du 
cerde que de sa projection. Si alors m, est un point du cerde, M sa 
projection, les points m« et M se projettent (363 bis) en un meme 

point n de OA, et le papport J^L des ordonpdes correspondanl i 
^ 0 • 
une möme ahscisse 0 jx est ime constante k plus petite que 1, savoir, 

le Cosinus de l’angle des deux plans. Donc (tMoreme pröc4dent), a 
projection est bien une ellipse ayant pour cerde prindpal un cerde 
egal au cerde donne. Le point m du cerde principal situe sur 
Vordonnee [xM proiongee est celui que Ton obtient en rabatlant le 


point nif, du cerde 
donne qui a pour 
projectionM, c’est-ä“ 
dire en le faisanl tour- 
nerj aulour de 0 A, 
d’un angle egal ä 
celui des deux plans. 

On peut d’ailleurs 



Fig.408. 


ib 



mr' 

Fig. 408 bis. 


faire le rabattement _ 

de deux manieres differentes; ä savoir, de faeon que les segmenls o. M, 
jj. m soient toujnurs de m4me sens {fig- '408), on de faQon que 
Segments soient toiijours de sens contraires {fig. 408 bis). 

Remarque — La quantite /c = cos a est, d’ailleurs, egale au 
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rapport ~ (en designant par 2a et 2Mes axes de l’ellipse) : car lorsque le 
pomt [x en 0, on a mauifestement = Oö {ßg. 408) == a, 

Inversenient, ioute ellipse peui etre consideres comme la pTojeclio^i 
dun cercle. Ce cercle sera situe dans un plan passant par le grand 
axe de l’ellipse et faisant avec celui de Tellipse un angle a tel que 

cos ö: = —; ii aura pour diametre le grand axe. 

^ On voit que cette double proposition fournit une nouvelle defini- 
tion de i’ellipse, ainsi congue ; 

On appelle ellipse la projection orthogonale d’un cercle^ 

defmition entierement äquivalente ä la premiere et susceptible de 
laremplacer, puisque toute ellipse (au sens du n“ 490) est une pro¬ 
jection orthogonale de cercle, et reciproquement. 

Les deux formes-limites d’ellipse, ä savoir, le cercle (490) et le 
Segment de droite (note 2 de la page 190), s’obtiennent en supposant 
que l’angle « soit nul ou droit. 

D aprös la demonstration möme qui precede, le centre de l’ellipse 
est la projection du centre du cercle. 

Remarques. Tout cercle peut, lui aussi, etre considere d'une 
infinite de manieres, comme projection d’une ellipse : il suffit 
(n^prec., 2“) que celle-ci ait pour petit axe un diametre du cercle et que 
(comparer encore les fig. 408, 408 bis) les plans des. deux courbes, se 
coupant suivant ce petit axe, fassent entre eux Tangle a defini ci-dessus. 

Nous reviendrons sur ce point aux n“* 731 et suivants et nous demon- 
trerons ä nouveau, par cette voie, les resultats qui precödent. 

495. Directrices. — Les equations (2) et (2') du n“ 493 peuvent, 
ä, leur tour, s’interpreter d’une maniere simple. 

La premiere peut s'^crire: MP = ~(x-h—\- 

a\ c J 

Soit H le point pris sur Ox et d’abscisse — j{fig. 407 bis). 

On aura (en valeur absolue) pour tout point de Tellipse 
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ou, ce qui revient an ineme, 

(7) MF = ~ • MP, 

MP designant la distance du point M ä la droite D [fig. 407 his), 
perpendiculaire elev^e en H au grand axe. 

On appelle directrice correspondant au foyer F, la droite D ainsi 
obtenue; la directrice D' {fig. 407 bis) correspondant au foyer F' est, 
de mdme, la perpendiculaire menee au grand axe par le point 

d’abscisse -1- 

c . 

L’equation (7) ddmontre le theoreme suivant: 

Theoreme. — Tout point de l’ellipse est tel que le rappovt de ses 
distanaes ä un foyer et ä la directrice correspondante a la valeur cons- 
, c 

(ante — > 

a 

Inversement, tout point v6rifiant cette condition appartient ä 
l'ellipse. 

Car requatlon (7) donne evidemment l’equation (2 bis) (n» 493) 
et, par suite, l’^quation (3), äquivalente ä l’dquation de lellipse. 

En uii mot, 

L'ellipse est le Heu des points du plan tels que le rapport de leurs 
distances au foyer F et ä la directrice D soit 6gal au nombre constant 

_ e 

a 

Ge nombre *— est ditVexcentricite del ellipse. Elle est nulle lorsque 
a 

l’ellipse devient un cercle. 

A. son tour, le theoreme ainsi obtenu admet la reciproque 
suivante. 

Le Heu des points d'un plan tel que le rapport de leurs distances ä 
nn point fixe ¥ et ä une droite fixe D de ce plan [F etant exterieur ä 
D {‘)] soit un nomb 7 ^e constant e inferieur ä l'unite, est une ellipse. 

II existe, en effet, sur le prolongement (au delä de F) de la per- 

(1) Si F ötait pris sur D, aucun point ne, pourrait övidemment satisfaire a la condition 
posde. 
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pendiculaire FH abaissee de F sur D, im point 0 (et un seul) tel que 
Fon ait 



Soient alors c la distance OF; a, une longueur, evidemment sape- 
rieure ä c, teile que ~= ce qui, combine avec la relation prece- 

deute, donne OH = -— • L’ellipse ayant pour distance focale 2 c, pour 

grand axe 2a (ce grand axe etant dirige suivant la droite OFH), pour 
centre 0 (les foyers etant, par consequent, F et le symetrique de F 

par rapport a 0) aura pour directrice D et coincidera avec le lieu 
cherche. 


496. D apres le theoreme du n“ 494 bis, il est clair que Fellipse, 
comme le cercle dont eile estla projection, delerinine dans son plan 
■deux regions, une exterieure etune interieure. 

,, D autre part, on peut distinguer, parmi les points P du plan qui 
ne sont pas sur Fellipse, ceux pour lesquels la somme PF + PF' est 
superieure ä 2a, et ceux pour lesquels eile 
esl inferieure k 2a. 

Les Premiers sont les points extörieiirs 
ä Fellipse; les seconds, les points Inte¬ 
rieurs. 

En etfet, la droite OP qui joint le point 
considere au centre 0 de Fellipse, prolon- 
gee s’il y a lieu, au delä de P (mais non au 
delä de 0) coupe la courbe en un point M. 
Comme le montrent le thdoreme du n« 27 
(PL, liv. I) et Finspection de la fig. 409, la 
somme PF -f- PF' est inferieure ou superieure ä MF -f- MF' = 2a 
suivant que P est entre 0 et M ou au delä de M, autrement dit, 
suivant qu’il est Interieur ou exterieur ä Fellipse, 

497. Cercles directeiirs. 

Theoreme. Le lisu des centres des cercles iangents ä un 

ce't ch donne et passant par un pöint donne interieur ä ce cercle est 
une ellipse- 



Fig. 409. 
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Soient, en efet, F le centre du cercle donne 410), R son 
rayon, F le point donne. Si le cercle de centre M et de rayon MF 
est tangent au cercle donne, le contact 
■eLant forcement interieur, on a (PL, 66) 

r_MF = MF' 

■ou 

mf + mf =R. 

Reciproquement, cette condition en¬ 
tmine le contact des deux cercles. 

C._Q. p. D.. Fig. 410. 



D’ailleurs, tonte ellipse [jeul Mre consideree comme le lieu du centre 
d'un cercle tangent ä un cercle ßxe et passant parun pioint fixe interieur 
« ce cercle. II suffit, pour cela, de prendre, comme cercle donne, le 
ccrcle qui a pour centre un des foyers et pour rayon le grand axe. 

Un tel cercle est dit cercle dir&cteur de Tellipse. H est clair qu il y 
a deux cercles directeurs, pwsqu’iLy a deux foyers. On voll sans dif- 
ficulte (comparer plus loiii, no 503) que les points exterteurs sont les 
cen tr es d e cercles passan t par 1’ um des foyers et coupant le cercle direc- 
leiir qui a pour centre Vautrefoyer,,pendantqiie les points Interieurs 
SOUL les centres de cercles passant par Lun des foyers et sans pomt 
commun avec le cercle directeur qui a pour centre l’autre foyer. 

No US allons maintenan t traiter (n°s 408, 501, 503) une serie de 
problemes sur Lellipse, en partant de la definition donnee au n« 490. 

‘Nous verrons plus loin (no 734) que cesmSmesproblemespeurent 
■egalement se resoudre tres simplement en partant de la defmition 
donnee aux n“'^ 493-494 bis. 


498. Intersection d’une droite et d"une ellipse. 

Probleme. — Trouver les points de r^ncontre d'une droite avec une 
■ellipse (celle-ci n’etant pas tracee, mais donnee par ses foyers et son 


:grand axe). 


Soient F, F' 
centre F', D la 


les foyers donn§s, C le cercle directeur qui a pour 
droite donnee. Le problcme pose revient (495) au 


isuivant: 
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Tracer un cercle tangeni ä C, passant par F, et ayant son centre 
sur D. 

Mais cette troisieme condition peut, si la droite D ne passe pas 
par le foyer F, se remplacer par une autre, celle de passer par le 

point f, symetrique de F par rap-' 
port ä D : car tont cercle passant 
par F et ayant son centre sur D 
passe par f et, inversement, tont 
cercle passant par F et /* a son 
centre (^) sur D. La question est 
donc celle-ci : 

Tracer, par les p'oinls F et f, un 
cercle tangent au cercle C. 

Cette question a ete resolue pre- 
cedemment (PL, 159, Constr. 15). 

D’aprfes ce qui a ete dit en cet 
endroit, on devra [fig. 411): 

Faire passer par les points F, /‘un cercle qui coupe le cercle G; 

Mener la corde commune aux deux cercles jusqu’ä rencontre en I 
avec la droite Yf; 

Mener, du point I, les tangentes au cercle C. 

En joignant les points de contact de ces tangentes (si elles 
existent) au point F , on aura deux droites qui couperont la droite D 
aux centres des deux cercles clierches, c’est-ä-dire aux deux points 
d’intersecüon de la droite D avec Fellipse 

Si la droite D passait par le point F, le point f coinciderait avec 
F, et la condition, imposee ä la circonference clierchee, d’avoir son 
centre sur D, ne pourrait plus ötre remplacee par celle de passer 
par F et f, niais par cölle d’etre tangente en F ä la droite Fa? 
{fig. 411 bis) menee par ce point perpendiculairement ä D. On serait 
donc ramene au probleme suivant: 

Ti acer un cercle tangent ä C, passant par F et tangent en ce point 
ä la droite Fa?. 



röduisait ä uue droile. Cette circonstance 
rhyjSofe ^ prdsenter ici ; mais il n’en est pas de meme dans l’dtude do 

si la droite D passait par 

5ti D passl achevde comme il est expliquö d-dessous (cas 
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Ce Probleme esL susceptible d’une soliition loute semblable ä la 
precedente. Les raiisoEinemeiits sur les<ju.els celle-ci repose sub- 
sistent, en effet, lorsqu’on y remplace les mots ; circonference 
passant par F et f, par circonference iangente en F a Fa;. 


Mais il est plus simple, ici, 
d’intervertir les foyers et de 
chercher un cercle ayant son 
centre sur D, passant par F' et 
tangent au cercle directeur G' 
qui apour centre F {fig. 411 bis). 
Le point de contact est alors 
immediatement connu : c est 
Vune des extrem!tes du dia- 
melre sitiie sur D ; apres quoi, 
on est ramene ä la construc- 
tion 13 du livre II (Pb, 90). 



498 bis. Dtscussion. — D’apres 

les rSsuUats obtenus au n” 159, la condition necessaire et süffisante 
de possibili« est quelespointsF, /'soient du mtoe cöte du cercle C. 


Le point F est, par hypothSse, intSrieur i C. Dono ; 

Si U symilrique f de tun des foyers, par rapport ä la droite D, est 
intirieur au ernte directeur C. qui a pour centre Vautre foyer, celte 


droite coupe l'ellipse en deux poinis. ^ 

Si le point fest exterieur au cercle directeur Qs, la droite D n a aucun 
point commun avec l’ellipse. 

Eufin, « le point est sur le cercle C,ilya un point commun unique, 
quo l’ondoitregarder comme representant deux pomts communs 
confondus. Car les tangentes menees du pomt 1 (fig. ill) au cer 

sont alors confondues Tune avec 1 autre. x roir,n«P 

On dit, dans ce dernier cas, que la droite D es fangen e 


Remarques. —L’ellipse pouTant 6lre consider6e comme projeeuon 

d’un cercle, on voit immediatement que ; 

Sinne droite est sans point commun avec une elhpse, eile lui esi 

entierement exterieure; , 

Si olle la coupe en deux poinis, le Segment compns enire 
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points esi ä l inlerieur de L eliipse; ses prolonge'ments, ä l'exterieur 

On exprime ces faits en disant que la region interieure ä relTipse 
est convexe ^ 

Enfin, si la droite est tangente ä Vellipse, tous ses points. sont 
exterieurs ä la courbe, sauf le point de contact. 

Veliipse et la region interieure ä cette courbe sont taut entieres d’un 
mime cötepar rapport d une tangente. 


499. Nous allons faire voir que la defmition qui yient d’etre donnee 
(498 bis) de la tangente ä l’ellipse Concorde avec la defmition gene¬ 
rale des tangentes (PL, 59); autrement dit, que, si M est un point 
fixe dune eliipse,N, un point qui se deplace sur la courbe en se 
rapprochant indefmiment du premier, la droite MN tend vers une 
position-limite,'quiest tangente ä feliipse, au sens du n“ A2B bis. 

Gest ce qui resulte tout d’abord du raisonnement qui a ete fait 
p US haut. Soient, en effet, comme precederament {ßg. 409), C, le 
cercle directeur qui a le toyer P' pour cenfre; P, Q, les points de 
contact de ce cercle avec les circonKrences S, S„ qui passent par F 
et qm ont pour centres respectits M. N ; le secoud point dinter- 

seclioiidecesdeux.circonfdrences(8ymdtrique de F par rapport i 

MiNj; le point de concours des tangentes en P, Q. 


Lorsque le point N s’approclie du point M, le point Q s'approche 
du point P et il en est de mdiue du poiut I; mais, comme on a 


IP’ = IF. 1/ 

et que IF tend vers une limite diEferente de zero, la distance If tenc 
eg^ement vers zero et le poiut f se rapproche indefmiment di, 

Bonc la droite MN tend vers la perpendiculaire au milieu de IP, 

laquelle est bien tangente au sens du n“ 498 bis. 

drons -i r etablir le mäme fait directement: nous pren- 

cet effet le rOsuItat a dOmontrer sous la forme suivante • 

CSt contenue tout entk^e! quelconques pris dans son iatörieur y 

poljgone convexe possäde cette propridtö. ’ convexe ; et, rdciproquement, tout 
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Theoreme. — La, tangente ä l'ellipse est hissecirice de l'angle forme 
gar Vun des ragons vecteurs du point de contact et le prolongement de 
l'autre. 

Soient M un poinl d’une ellipse qui a 
pour foyers F, F' {fig. 412) lN, un autre 
point de la courbe, voisin du premier. Si 
(comme nous le supposons pour fixer les 
idees) le rayon vecteur FN est plus grand 
que le rayon vecteur FM, le rayon vecteur 
F'N devra etre infbrieur,. de la möme 
quanlitd, au rayon vecteur F'M : de sorte 
que, si on decrit, du point F comme cen- 
tre, mie circonference de rayon FN, jusqu’ä rencontre en P avec FM 
prolonge et, du point F'" comme centre, iine circonference de 
rayon F'N jusqu’ä rencontre en P' avec F'M, on aura MP = MP'. 

Sur le prolongement de MP, prenons arbitrairement un point p ; 
raenons, par ce point, la parallele pn k la droite PN, jusqu’ä 
rencontre en n avec MN prolonge ; puls, par le point n, la paral¬ 
lele np' ä. la droite NP', jusqu’ä rencontre en p' avec MF'. Les 
Segments Mp, Mn, Mp' ölant ävidemment proportionnels ä MP, MN, 
MP', on aura Mp'’ = Mp. 

Supposons maintenant que le point N se deplace sur la courbe en 
se rapprochant indefiniment de M, les points P et P tendront dgale- 
mentvers M. Parcontre, nous conserverons au pointp une position 
fixe sur le prolongement de FM : alors p' restera egalement fixe. 
D’autre part, la droite pn, parallele ä PN, sera perpendiculaire k la 

bissectrice de l’angle PFN (puisque le triangle FPN est isoscele), et 
tendra, par suite, vers iine perpendiculaire ä FM lorsque N tendra 
vers M. Un raisonnement analogue s’appliquant ä p'n, on voit que 
le point n tend vers une position-limite, i, obtenue par la rencontie 
des perpendiculaires elevees ä FM, F'M par les points p, p respecti- 
vement. La droite Mn tenddonc vers ML 

Mais cette droite Mt est bien bissectrice de Fangle p'Mp : car les 
deux triangles rectangles pMt, p'Mt sont egaux, comme ayant 

Vhypotenuse commune et un cöte de l’angle droit egal (Mp Mp). 

0. Q. E. D. 

L’enonce que nous venons de demontrer equivaut bien, d ailleurs 
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ä la döfinition que nous avons donnee plus haut de la tangente 
I’edipse : car la droite Mt, issue d’un point M de rellipse, et 
bissectrice de l’angle forme par le rayon vecteur F'M et le prolor 
gement de FM, le symetrique /'du point F par rapport ä cette droil 
s’obtient en portant, sur F'M prolonge, la longueur M/" = MF { 
appartienl, par consequent, au cercle directeur de centre F'; e 
d’autre part, inversement, si le symetrique f du foyer par rappoi 
ä une droite D appartient au cercle directeur, cette droite n’a, avt 
l’ellipse, qu’un seul point M cdmmun (498 dis), celui qu’on obtiei 

en la coupant par la droite F'f : Fangle '/Ö a bien alors, poi 
bissectrice, la droite D, axe de symetrie du triangle /MF. 

Gorollaires. — I. De ce qui precede resulte evidemment : 

le Heu des symetriques d'un foyer d'ime ellipse, par rapport ä si 
tangentes, est le cercle directeur qui a pour centre l'autre foyer. 

II. Le theoreme du numero precddent donne la solution du pr( 
bleme suivant : 


Probleme. — Mener la tangente en un point de Vellipse. 

III. La normale a l ellipse [PI., 60) en un de sespoints est öissectrü 
de l angle des deux rayons vecteurs qui aboutissent en ce point, puisqu 
les bissectrices de deux angles adjacents supplementaires sor 
perpendiculaires entre elles. 


500. Theoreme; — Le Heu des projections des foyers dhme ellips 
sur ses tangentes est le cercle qui a le graih 
axe pour diametre ou (494) cercle principai 
En effet, la projection H [fig. 413) di 
foyer F sur une tangente peut etre consi 
deree comme le milieu du segment d^ 
droite qui joint ce foyer F ä son syme 
trique/par rapport ä la tangente. Le liei 
point H, loi-sque la tangente varie 
est donc la hgne homotlietique du Heu du point / (c’est-ä-diri 
a cercle directeur de centre F), le centre d’homothetie etant I 
et le rapport d’homothetie 1/2. 

Cest donc un cercle dont le centre est le milieu de F F — c’est-ä 

i'ellipse — et le rayon, egal au demi-grand ax( 
(moitie du rayon du cercle directeur). ' q. q. f. d. 
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Remaeqüe. — On voit que le lieu est le meme, quel qiie soit ]e 
foyer que Ton projette sur les differentes tangentes. 

Reciproquexueiit, si Is sownfißt d un anglB dvoit dscvit un cpvcIg 
pendant que l'un des cötes passe par un poinl fixe exteneur a ce cercle 
Vautre cöte reste langent ä une ellipse fixe. 

Gar il existe toujours une ellipse (et une seule) ayant le cercle 
donne pour cercle principal et le point donne pour foyer. (L’autre 
foyer sera symetrique du premierpar rapport au centre du cercle 
donne ; le grand axe, egal au diametre de ce cercle.) 

501. Probleme. — Mener ä l'ellipse une iangente parallele ä une 
direciion donnee. 

La Solution consiste ä chercher, soit le symetrique f d’un des 
foyers F par rapport k la tangente 
clierchee, soit la projection. H de 
ce foyer sur cette tangente. 

Adoptons, par exemple, cette 
seconde m6thode(‘). Nous connais- 
sons deux lieux du point H, ä savoir 
le cercle principal (n° preced.)et la 
perpendiculaire menee du point F 
sur la direction donnee {fig. 414). 

L’intersection de ces deux lignes 
fera connaitre les projections de F 
sur les tangentes clierchees, les- 
quelies sont, par suite, au nombre 
de deux. 

Ces deux tangentes existent toujours : car, le point F etanl inte- 
rieur au cercle principal, une droite issue de F coupe toujours ce 
cercle. 

Remaeqüe. — Deux tangentes paralleles sont symetriques l une de 
l'autre par rapport au centre de Vellipse. 

(1) Le lecteur retrouvera aisömont la constraction effectuöe ä de la premi&ra 

möthode en la comparant au besoia ä celie qui est donnde plus loin, a® oOo, ou a c 
Iruction analoj^ue relative ä Thyperbole (517). 

14 

Gkomktrie. II. 
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Car, en vertu de la symetrie de la courbe par rapport h ce point, 
si une droite est tangente ä rellipse, sa symetrique Test aussi. 

502 Theoreme. — Leproduit des distances d'un foyer d'une ellipse 
donnee d deux tangentes paralleles quelconques esl conslnnl el egal au 
carre du demi-petii axe. 

Car on voit immediatement que si FH, FHj sont ces . deux 
distances [ßg. 414), le produit FH. FHi est egal ä la puissance de F 
par rapport au cercle principal. 

Celui-ci ayant son rayon OA egal ä a etla distance C)F etaiit egale 
ä c, la puissance en question est c- — — — h'^. 

ö. Q. F. D. 

Theoreme. — Le produit des distances des fnyers d'nne ellipse ä une 
tangente quekonque est egal au carre du demi-petii axe, 

Cet enonce revieiit au precedent : car les points F, F' etant syme- 
triqiies Fun de Faiitre par rapport au centre 0 [fig, 415), la distance 
FH' de Tun d’eux ä une tangente quelconque est egale a la dis¬ 
tance FHi de l’autre ä la tangente parallele. 

Gorollaire. — La difference des carres dos distances du centre 
il'une ellipse ä une tangente et' ä sa parallele mende par un foyer 

est egale au carre du demi-pietit axe. 

Si, en effet, nous projetons le centre 
en P sur la tangente et en p, p' {fig. 415) 
sur ses paralleles menees par les deux 
foyers, les distances de ceux-ci ä la 
tangente sont respectivement egales 
dpPjp'P, c’est-ä-dire ä la soinme et h 
la difference des distances OP, Op. 
Leur produit est donc egal ä (OP — Op) 
(OP -j- Op) = OP®— Op ® : d'oii resulte 
laproposition enoncee. 

Reciproquement, si le produit des distances d'une droite aux deux 
foyers de Vellipse est egal au carre du demi-petit axe et que cette droite 
laisse ces deux foyers d'un menie cöte, eile est tangente ä Vellipse. 

■ Car la difference des carres des distances du centre ä cette droite 
D et ä sa parallele menee par le foyer est egale au carre du demi- 
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petit axe (le raisonnemenl; qiti vient d’etre fait, poar demoatrer le 
^^rotlaire precedent, etanLencore applicable). 

Cette relation fait connaitre la distSH,.^e de la droite D au, centre 
montre qii’elle est la laeme que Gelle de I’iine des tangenles de 
direction irtenee^ ä l’elMpse. La droite D coineide done avec 

de ces; tangemtes, "" 

p'ar conisequeat, une dfülte qui vartedcms uh flau, de manUre que 
Iß produii de ses distances ä deiix points fixes {siiues du meme edle 
pß[f reepport ü eile) soit cqnslayit, reste tangenle ci une ellipse fixe. 

503. Probleme. — Mener une tangenie ä une ellipse par un point 
donne de sonplan. 

Soit ä mener, par an point donne P, une tangente ä une ellipse de 
foyera F, F'. 

Com me precedemment, nous clierGherons le point /, symetrique 
<iu foyer F par rapporta la tangente cliercliee, ou encore le point H, 
projectian de F sur cette tangente. 

Adoptons, par-exemple, la premidre methode {^): un premier lieu 
p-eometrique du point f sera le cercle directeur de centre 1 
\fig.m). 

IV’aatre part, p-uisque l'a drofte cberchee doit passer par le point 
P, on doit aYofr P/=: PF. Geci donne un second lieu du point /*, A 
savoir, la circonferenee de centre P et de rayon PF : ce qui aclieve 
la d’etermination de ce pomt/'. 

Inversement, si /’ est un point commun aux deux eirconlerences 
dont nons venons de parier, la perpendiciilaire au- niilieu de F/ 
passera par P (püisque Fon. a P/ = PF) et' sera tangente ä l ellipse 
(puisque f appartient au cercle directeur de centre F'). 

Discussion. — Les deux circonferenees pouvant se couper en 
deux points, le probleme pourra avoir deux Solutions». 

C’.est ce qui arrivera si Fon peut constEuire untriangle ayant pour 
cötes la distance des centrea des deux circonferenees et leurs deux 
rayons, c’est-ä-dire les longueurs PF', PF et 2a (grand axe de 
l’ellipse). 

II faudra, pour cela, et il suffira 

1° Que la difference entre PF et PF' seit inferieure ä 2a. Cette 

(t) Sil’on Toulait chercher le point H, on aurait, comniolieux gäomötnques de ce point, lo 
cercle principai et'l'e c'srcle'd'&rit sur nje coiunae' diafliötrs; 
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condition est toujours remplie, car, dans le triaiigle PFF', oii 
reconnait que la difference entre PF et PF' est au plus egale ä FF', 
lequel est plus petit que 2a; 

2“ One la somme PF -f PF' soit superieure ä 2a. 

Gelte derniere condition est celle qui exprime que le point P est 
exlerieur ä Fellipse. S’il en est ainsi, et alors seulement, le cerclo 
decrit du point P comme centre avec PF pour rayon coupera le 
cerele directeur de centre F', 


Par consequent, par un point exterieur ä une ellipsc, il poMe donx 
tangentes ä cette courbe; par un point interieur, il n'en passe auctiue. 
Fnfin, par un point situe sur la courbe, passe une tangcnte unique 
p (celle que iious avons appris :i eons- 



triiire au n« 499 bis, Goroll. JI) et qu« 
Ton doit regarder comme reprösoutant 
deux tangentes confonducs (puisqiu.^ le 
cerele de rayon PF a, avec le cerele 
directeur, deux points communs con- 
fondus). 




k PAlUnca ..u ■ X tangentes menees du point P 

'die esUoiii interieure ä l’angle MPMj ; cur 

F tsl tout entifere (498 bis) d’un möme cöte de PM celui mi (‘st 

-duo le point M, et tout entiere d’un mdme cöte de pm i • - ‘, 
situe le point M. ^ 

504. Theoremes de Poncelet __ c,- • 

ellpe, on lui ,ni„e le. deux langentel' 

I tangentes sont vues, de l'vn ■■ _. ■- 

guelcongue des deux /oyen, seus des 
angles eganx; 

. - ' de VangU cm’etles / / \ 

M-menl est h meine que celle de 1'angle ( F<F''''iT ) 

ft»-ks droites qui goigneni le \ >-- V / 

pwnt donne aux fogers. \ / 

»"Si. pour trouver les deux tangentes menees du point P d la 


_ - 


Fig. 4-16. 
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coiirbe, on applique la construction qui vienfc d’etre indiquee, on 
obtiendra deux points /*, f, [fig. 416), symetriques de F par rapport 
ä ces deux tangentes et symetriques Tun de l’autre par rapport ä la 
droite PF' (ligne des centres des deux circonferences qui ont servi ä 

les obtenir). Les angles /f^, sont donc egaux entre eux; or, 

les droiles F' /", F'/) passent par les points de contact M, des deux 
tangentes considerees. 

On remarquera que M, Mj sont sur les segments de droites F'/', F'4 
eux^emes et non sur leurs prolongements, de sorte que les angles 

PF'M, PF'Mj sont bien dgaux, et non siipplementaires. 

2° Les points f, f\ etant symetriques Tun de l’autre par rapport ä 

PF', les angles /PF', F'P/) sont aussi egaux entre eux. 

Soit alors Px la bissectrice de Fangle FPF^et, parmi les deux tan¬ 
gentes PM, PMj menees du point P ä Fellipse, supposons, pour fixer 
les idees ('), que PM soit celle qui est du mbme cöte de cette bissec¬ 
trice que la droite PF. 

L’angle MPa? est alors dgal ä MPF (moitie de /PF^ plus 1^0® 
(moitie de FPF'): il est donc la moitiö de' la somme -f l^i^, 
c’est-ä-dire de /PB^, 

De mdm^ngle a?PMi est la difference entre l’angle l^i, moitiö 
de 1 angle FP/j, et 1 angle FPa?, moitie de FPF'; il est donc egal ä la 
moitie de Pangle F'P/^, difference entre FP^ et FPF'. 

^^^^s angles /PF', F'P/j etant egaux entre eux, les angles MP^ 
a?PM^ le sont aussi. 


D’ailleurs la droite Pa? est interieure ä Pangle Mpkj: car cette 
propriete appartient aux demi-droites PF, PF', puisqu’elles passent 
älinterieur de Fellipse (n° preced., Remai’que). Donc la droite Pa? 
est la bissectrice de Pangle MPMi. c. q. f. d. 

Corollaires. —- L L angle de l'une des tangentes avec la droite PF 
est egal al angle de l'auire tangente avec la droite PF'. 

(I) Cotta supposition n’a rien d’essentiel. Uq raisonnement analogue i celui que nous don-' 
nous dans^e^tate montre, gweZZe gwe soit la disposüion des droiles, quo rangle‘’ld^ est 
moitid de/-pp'et angle moitid de'E^ (Comparer PI., 102 Ws). 
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Car ces angies sont symelriques I'uii de l’aiUre par rappurt ä la 
bissectrice Pa:. 

II. — Lorsqu'un point Mj, mobile mr (’elUpxe, lend vers uii pohit 
delermine M de cetie coiirbe, le point P oU se coupent les tm/f/etites 
en M et en Mj Und egalement vers M . 

Ce point peut, en effet, etre considerö commn delini par Tinter- 

section de la langenfce en M avec la bisseetrico de l’angleMFMi, 
laquelle tend vers FM sousdes eonditions indiqneos. 


505. Theoreme. ~ Le Heu des sornmets des angles droits clrconscrits 
ä l'ellipse est un cercle concentriqiie ä Ui 

i .. courbe et dont le rayon est egal ä rftgptm 

\ tßniise du triangle rectangle qui a pour riHes 

les deux demi-axes. 

{ u -Z-J, y Reprenons, en eflel, lallgiire precedeiRe, 

en supposant [lig. 417) que le« deux Lau- 
gentes PM, PMj, se coupeiiL ii angle droit. 

Alors l’angle fPP' sera egalement tlruitear 
etant (a^ que nous Favons vu) double de il est toujour« 
egal ä MPMj. Des lors, le triangle /'PF' nous domie 

p7' + PF''=:/"r“’. 

Mais f¥ est egal ä 2 a et, d’autre part. Vf est egal ä PF. Le point 
^estdonctelquelasommedescarreß de ses distances aux deux 

toyers seit egal et ä 4a2. 

Inversement, si le point P jouit de cotte propriele, le triangle 
/PF' sera rectangle et I’angle mÄ, sera droit, 

reeH’illd'‘d 1“ proprietö precedenle 

reeu te du theoremerelatifäla mediane d’un triangle (PI., 128 ). 

Ce theorenie donne en effpf iVi /o« r. i i . . v > 

l'elüpse et c la distance Of) : ' ° 

OU + PF^=: 4a2 = 2c2-f 2 ÖP^ 


ra;™V! ““ circonlerence de centre 0 et de 

rav un egal a v 2 a^ — cL 
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Mais la quantite 2a^ — est egale ä -f- eri appelant 26 le 
peüt axe de I’ellipse ; car on a (491 bis) b^ = a^ cK Le cercle qui 
repond ä la qiiestion a donc pour rayon -j- 6L 

Ge cercle a regu le nom de cercle orthoptique de l’ellipse. 

EXERGICES 

740. Si une droite D coiipe une ellipse, et qn’onjoigne ä iin foyer F' le symetriqiie / 
de l'autre foyer F par rapport d D, la droite /‘F'coiipe D en im pouit uecessairemenf 
Interieur ä Tellipse. Deduire de lä. le theorerae du n“ 499 bis sur la tangente h l’ellipse. 

747. Lieu des somrnets, lieu du point d’intersection des diagonales et lieu du 
point d’intersection des cöles non paralleles d’un trapeze dans lequel on donne une 
base en grandeur et position, l’autre base en grandeur, et la somme des cötes non 
paralleles. Meine probleirie lorsque c’est la somme des diagonales qui est donnee. 

747 bis. Dans l’inverseur de Hart (PI. 241 bis), le petit cöte AB est fixe en grandeur 
et Position. Lieu du point d’intersection des diagonales. La tangente au lieu n’est 
autre que I'axe de symetrie du trapdze. 

748. Un cercle varie en restant tangent k une droite fixe en un point fixe A. Lieu 
du point de concours des langentes mendes ä ce cercle par deux points B, C, pris 
sur la tangente fi.xe et d’im mßrae cöld de A. 

749. Generalisor le theoreme du n“ 494 au cas oü le cercle est rapportd fi deux 
axes rectangulaires quelconques et non k des diametres reclangulaires. 

750. Si un angle droit pivote autour d’un point intdrieur a un cercle, les cordes 
qu’il intercepte sont tangentes a une ellipse fixe (PL, ex. 201). 

751. Ddduire de la consLruction de la tangente k reUipse la solutionde l’exer- 
cice 363 de la Geometrie plane, en admettant qu’il y a une position qui correspoud 
au minimum, et que cette position est intdrieure au triangle. 

752. Lieu des points oü les rayons vecteurs aboutissant ä. nn point d’une ellipse 
rencontrent la perpendiculaire abaissee du centre sur la tangente. 

753. Le centre du cercle inscrit au triangle qui a pour somrnets un point quel- 
conque M d’une ellipse donnee et les deux foyers, divise dans un rapport coiistant 
le Segment de normale compris entre M et le grand axe. 

754. La projection du Segment de normale considere a l’exercice precddent sur 
l’un des rayons vecteurs du point M est constante. 

755. Mener une normale a une ellipse par un point de faxe focal. Dans quelle 
region de celui-ci doit se trou ver le point en question pour que le probleme ait une 
Solution (autre que faxe lui- meme) ? 

Lieu du pied de la normale lorsque l’eUipse wie, ses foyers restant fixes. 

756. Mener une tangente commune ä une ellipse E et ä un cercle G ayant son 
centre sur faxe focal. (Projetant les foyers F, F' de E sur la tangente cherchee, une 
diagonale du trapdze ainsi forme divisd, interieurement ou exterieurement, le rayon 
qui aboütit au point de contact de cette möme tangente avec G en deux Segments 
dont on connait la somme ou la difference et le produit.) 

Trouver les points d’intersection M des deux courbes (le cercle peut efre considere 
comme obtenu par l’exercice 141 (PL, liv. III), äl’aide d’une relation'entre les carres' 
des rayons vecteurs MF, MF'. Dös lors, supposänt ceux-ci reportes en AP, PA' (voir 
490 bis, fig. 406) sur le grand axe AA', le point P s’obtiendra comme intersection 
de AA' avec un cercle egalementdeduit de l’exercice 141). 
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757. Les quatre rayons vecteurs qui joignent les foyers d’uns ellipse ä deux 
points M, M' de la courbe sont tangents ä im mdme cercle, Ce cercle a pour contre 
le point de concours des tangentes eii M et en M'. 

7d 8. Deduire le second theorerae de Poiicelet (504) du theoreme du n® 502. 

759. Mener par un point A une droite laissant deux points donnes B, C dTm möine 
cüte et teile que le produit des distances de ß, G ä cette droite soit maxinuun. 

<»j 0. Dans une ellipse, la portion d’une tangente mobile compriso entre deux lau- 
gentes fixes est vue du foyer sous un angle constant. 

Cas oü les deux tangentes sont menees aux extremites A, A' du grand axe. 

761. La circonference qui a pour diametre le segment TT' d’une tangente quel- 
conque compris entre les tangentes AT, A'T' menees aux extremites du grand axe 
passe par les foyers. Le produit des Segments AT, A'T' est constant. ’ 

de rpiii?r^ ^Mgentes fixes, symdtriques Tune de l’autre par rapport au poUt axe 

fm-ir Poi'its qui sont, ave,; les 

iuvers, sur un meme cercle. 

“'»[»0 

cJde<l'L«eL”,“ circonsorils 4 une ellipse et InKrit, au 

-..„:Ter‘4r.7ereTie""ei™X;S';f 

iriangles considäres ont «galemenl Ions le inäme sens de gravlti ’ ' 

766. Montrer, sans utiliser les n®* 493-494 äIs oi i 

"pT ':tri r ™ * “““ 

. pp t des tangentes trigonomdtrlqnes das angles que ces lienx droitas 

Deduir! r™ ”rT‘ " ‘ ■!“ "• 502)- 

nouveau de lä et de 504 (Goroll, II) les theorömes des n"’ 493-494 (ns. 

dnl'oM F e!'du""pr!.f ^ correspondant a un foyer F d’uue ellipse est Taxe radical 
direLment en narfa f^’i'ecteur ayant pour centre l’autre foyer F. Ddmontrer 
(Utiliser PI.,' isof Goroll. llf) directrice, le theoreme du n» 495. 

un angle donnd a Le f chaque tangente sous 

gentdlellipse erch^rde ir cercle est tan- 

PO», s,„,d.?l,ue: 

un angle constant ävec frdrolSmtnotot oe T'''! ,''“''“"‘1“® p®™'® ®‘ 

gente ä une ellipse fixe. ^ ^ fixe, est tan- 

elSe, t^qt F^sj en deux points M, M' d’une 

Plus generalement trouver le lion nl- ^ f ^ foyers). 

A une ellipse donnee, de fovers F Pt rr/ >^0 rencontre des tangentes menees 

FM e, FW fasset« entre eufL anje’dl*“ 
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CHAPITRE II 

HYPERBOLE 


306. DMinition. — On nomme hyperhole, le lieu despoints M d’un 
plan tels que !a difference de lears disLanees ä deux points fixes 
F, F' de ce plan, appeles foyers, soit egale ä iine longueur donnee. 

II n’est pas fait de distinction relatiyement au sens dans lequel 
doitetre prise cette difference : on considerera comme appartenant 
a la meine hyperbole les points pour lesquels la difference donnöe 
esL obtenue en retranchant le 
rayon vecteur MF de MF' et ceux 
pour lesquels eile est obtenue en 
retranchant MF' de MF. 

On voit par lä qüe l’hyperbole 
se compose de deux parties ou 
branches, lesquelles sont entiere- 
ment separees l’une de Fautre : 
car on ne peut aller d’un point de 
Tune (pour lequel MF est inferieur 
äMF') ä un point de Fautre (pour 
lequel MF est superieur ä MF') 

Sans passer par une serie de points 
tels que la difference de leurs dis- 
tancesä F et ä F' soit moindre que 
la longueur donnee, et qui ne font 
pas Partie de Fhyperhole. On voit, 
en particulier, que les deux bran- 
ches sont separees Fune de Fautre par la perpendiculaire au milieu 
de FF' {ßg: 418), lieu des points egalement distants de F et de F'. 

Pour que la courbe existe, il faut que la difference donnee soit 
moindre que FF'. Si cette difference devenait egale ä FF', le lieu sö 



Fig. 419. 
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composerait evidemment des deux prolongements de cette droite, 
aiixquelles viend-aient respecLivement se reduire les deux branclies 
de l’hyperbole [ßg. 419) 

Si, au contraire, la difFerence donnee devient nulle, le iieu se 
reduit f^] ä la perpendiculaire au milieu de FF'. 

RijMARQUii. Toutß cou'i bß sßmblcibIß o, imß hypGTboIß ßst iino 
hyperbolß. 


Pour construire la courbe par poiiUs, il siiffit de tracer, des points 
F, F' cornme cenlres, deux cercles tels que la difierence de leurs 
rayons seit egale ä la longueur 2a. L'intersecEion de ces deux 
cercles fournira deux points de I’une des branclies de la courbe, et 
en permutant les rayons, on aura deux points de Fautre branche. 

^ Pour qu'il y ait intersection (la difference 2a etant supposee inle- 
rieure ä la distance 2c des Foyers), il faut et il suffit que la somtne 
des deux rayons soit superieure ä 2c. On voit que rien n’empöcbe 
de prendre ces rayons aussi grands qu’on le veut : par consequent 
Ißs dßiix branclißs de l'hyperbole s'eiendent indßfiniment { fig. 418). 

La valeur minima de la somme des rayons correspond ä deux 
cercles tangents exterieurement. On obtient ainsi deux points A A/ 
situes sur le segment FF', et dont les distances aux foyers sont 

^ respectivement egales ä c + a, 
c ~ a. On verra, comme pour 
Pellipse, que la distance AA' est 
egale ä la longueur donnee 2«. 

On pourrait imaginer ane construc- 
tion permettant de tracer la courbe 
(ou, plus exactement, une portion de la 
courbe) d’un mouvemen-6 coniinu. On 
eniploierait, ä cet alFel, une r£!gle 
[fig. 418 bis) dont une extremite serail 
fixee au pointF etun fil dont une extre- 
niite serait iixbe au point F', l’auLrß en 

faiSMt pivoler la re»le ,1 T 

uu point M tel ane k f wn'’ pointe, en 

f a tel qua la UB ssil appliq,aea le taag ie t* 

d“ Z"' “ P’““' ““ d..d 1» dUftanc» 



Fig. bis. 


donnee est trös voisine de FF' ---“«i' 


en qnestioa. 
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Ißpoiat M döcrira une portion d’iiyperbole (la diiTerence entre MF et MF' 
gtanLegale ä la differeiice entre la lon^'ueur FP et la longueur du (il). 

506 bis, Axes et centre de symetrie. 

On verra, comme poiir l’ellipse, que Uliyperbole a im centre de 
symetrie, le miiieu de FF', et deux axes de symetrie, la droite FF' et 
laperpendiculaire en son miiieu. Le premier coupe l'hyperbole en 
deuxpoints, ainsi que nous l’avons vu : on liii donne le nom A'axe 
transverse et les points d’intersection sont dits les sommels. Le 
second, au contraire, n’a evidemment aucun point cominun avec la 
courbe. Toutefois, par analogie avec ce qui a lieu pour l'ellipse 
(491 bis), on designe sous le nom de longueut' de l'axenon transverse, 
une longueur dont la moitie b 
fist donnee par la relation (^) 

= c- — a~. 

On ne doit d’ailleurs pas per- 
dre de vue que cette analogie 
n’est pas complete. Alors que 
la relation ¥ — er — ob- 
tenue pour Tellipse, donnait 
-|- b'^, la relation actuelle 

donne 

qui differe de la qjremiere en ce 
quR esl change en — Iß. 

Une hyperbole pour laquelle 
&est egal ä a (autrement dit fig. 42u. 

c^ä2fl^) est dite equilatere. 

Deux liyperboles sont dites conjiiguees lorsque l’une a pour axe 
.transverse, en grandeur et direction, Faxe non transverse de rautre, 
et reciproquement {ßg. 420). 

507. Des calculs tout semblables ä ceux du n“ 493 perraettent d’obteiiir 
l’epation de l’hyperbole rapportee ä ses axes. 

II nous suflira de recrire ici successivement (avec les mßrnes nuineros) 
les dquatlons öcrites au n“ 493, avec les modifleations qu’il y a lieu de 
leur faire subir. 

(1) Rappelgns que, daus i’hyperbole, c est nöcessairement plus grand que a. 
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On a toujoiirs (dans les notations des n“ 492, 493) 
MF’^ — MF'^ = icx. 

L’equation 

MF - mF = ± 2a 
qui döfmit l’hyperbole, donne donc 

2ca; 


«t, par consequent 

(D) 

(in 


MF + MF' = dz 

m = ±(a-t- 

MF' = dz f . 

a 


cx\ 

Tj’ 

- a 


d'ecrire^^ correspondant dans toutes les ^quations que nous venons 
II en resulte, comme precedemment, 


(III) 


MF 


x-hcj -j_ iß =(a-i- 


(roo MF'^ = (a.-cJ + 2/-^ = 

Dans le cas actuel, on a 

c2 — «2 = 62. 

L’une ou Tautre des equafcions (3) ou (3') donne alors 

(IV) _ 1 

«2 


ca? Y2 

Ty 

- ü 


= 1. 


tion MvT”ir^'dont les coordonnees vdrifient cette equa- 
(IV), les equaüons (III) el (IIF) ont Heu et, par consequent, (II) et (II'). 

D aulre part, cette equation (IV) entraine i, et de sorte que Fon aseit 

^>a,soita?<-a. Dans le premier cas, f + a et f - a sont positifs 

' q e, en vertu de ~ > i, le premier terme Fempörte toujours en 

merabres* dr ^ prendre le signe +aux seconds 

«^^ond cas: ils sont negatifs 

Dans l prendre, pour ebacune d'elles, le signe - . 

les deux ennnr de retraneber membre k membre 

les aeux equations pour avoir 


MP — mF' = 


2 a. 


^^L’equalioa (IV) est douo l’^jaaüon de l'hyperbole rapportee 4 ses deax 
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II est d’ailleurs clair que toute equation de la forme (IVj (rapportee ä 
des axes recLangiilaires) est celle d’ime liyperbole ayant son axe transverse 
dirige suivantraxe des abscisses et d^e gi’andeur2a, se.s foyers sur cet axe, de 
part et d’aulre de l’origine des coordonnees et d une distance de cette 

origine egale ä c — 

0?‘ 

507 Ms. Directrices. — De plus, si, aux pointsHet ID d’abscisses- 

c 

et _|_ __ (points qui, comme l’indique la flyure 421, sont tous deux entre Ä 

^'2 ^ 
et A.', ■— etant plus petit que a) on dleve les perpendiculaires D, D' au 

graiid axe (^g. 421), on aura (comparer n“ 495), en valeiir absolue 

mT'=-^--Fp 

oü. MP est la distance du point M a la droite D, laqnelle est dite divectvicB 
correspondanl au foyer F. Inversement, tout point pour lequel on a cette 
relation verifie larelation (11), d’oü on tire (III) etpar consequent (IV). 
Aiusi, l'hyperbole est le Heu des points du plan tels que le rapport de leurs 

Q 

distances au foyer et ä la directrice correspondante soit egal ä —• 

Le nombre e = est dit encore l'excentricüd de la courbe. II est, cette 
a 

fois, plus grand que 1. 

D’ailleurs, dansun plan,M’ Heu des points tels que le rapport de leurs distances 
ä un point fixe et ä une droite fixe D ne passant pas par ce point soit dgal ä un 
nombre fixe e plus grand 
que i, est une hyperbole : 
celle qui a (comparer 495) 
un foyer en F, son centre 0 
sur la perpeudiculaire FH 
abaissee de HF sur D (prolon- 
göe au delä de H) et tel que 
f)F 

= e^, et son defni-axe 
OH 

transverse ß, donne par 

1 -"91 - 

a ~ a ~ ' 

Remarque. — Le lieu des points tels que le rapport de leurs distances 
a un point fue F et ä une droite fixe D passant par ce point alt une valeur 
donnee e plus grande que 1 (le tout dans un plan) est evidemment en- 
semble de deux droites passant par F et faisant avec D,de part et autre, 

1 

un angle a tel que sin a = —■ 

Un pareil Systeme de deux droites est donc une nouvelle forme-lirmte d’hy- 
perhole. 
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Le centre et les %ers sont alors confondiis en F, ainsi qu’on le verrait 
en dierchant ]e centre comme il vient d’ötre explique tout ä l’heure. 

508. Points interienrs et potnts exterienrs. 

Ün point est dit exUrieur h l’hyperbole si la difference de ses 
distances aux deux foyers est moindre qiie ]’axe transverse. 

ün pomt est dit, au contraire, interieur hin couvbe si la difference 
de ses distances aux foyers est plus grande que laxe transverse. 

liest clairquil ya deux sor.tes de points Interieurs: ceux qui 
sont plus pres de F que de F' (qu’on peut appeler Interieurs ä la 
hranche de courbe voisine de F) et ceux qui sont plus pres de F' que 
de F [Interieurs ä la hranche de courbe voisine de F'). Ges deux sortes 
de points forfnent evidemment deux regions (numerotees 2 et 3 sur 
Ia/?y. 418i entierement separees Firne de Fautre et entre lesquelles 
on ne peut tracer de chemin continu sans traverser: les deux 
bianches de la couibe, 2° entre ces deux branches, la region des 
points exterieurs. 




L est ee que montre encore Fequation (IV) du n“ precedent, qui, 
par rapport a x, donne ^ 

I / iß 

Jenti-In ® contraires et diHe- 

la valeur .n v ^ deux branches distinctes (correspondant k 

la vaieur positive et a la valeur negative de ar) et trois regions : Fan^extd- 


+ 


?/ 


rieure) foiniee des points tels que a; soit compris entre 

/^-r- ■ V ^ 

et 


V' 


^ 2 . deux inteneures formees respectivement par ies points 


tels que x soit inferieiir ä 


superieuf a 


4-y/ 


y 

^ par les points tels que x soit 


Ö2 


n’etait pas evident dans ce qui precöde ~ 

äs s/paät ;.,. 

äussf"::t ™ 5 4 ““ V). (Voir 


509. Cercles directeurs. 

Theoreme. — Ze Heu des centres des cercles 

OMue passant par un point donne exterieur 
hyperbole. 


tangents ä un cercie 
ä ce cercie^ est une 
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' Soient F le point donne, F' le centre du cercle donne, R son 
rayon. II existera deux sortes de cercles passant par F et Langents 
au cercle donne ; le contact peut, en effet, etre exterieur ou 
Interieur. 

Soit Mi le centre d’im 
cercle passant par F et 
tangent exterieurement 
au cercle donne ißg. 422). 

La somme R -f- F etant 
egale ä MjF', la dilfe- 
rence M^F'—MjF sera 
egale ä R, et reciproque- 
ment, cette condition est 
süffisante pour le contact 
exterieur. 

Soit Ma le centre d’un cercle passant par F et auquel le cercle 
donne est tangent interieurement: ce sera la difference M^F —M^F^ 
qui sera egale ä R, et reciproquement cette condition est süffisante 
pour le contact Interieur. 

Les points Mj, font donc bien partie, ainsi que nous voulions 
le demontrer, d’une möme hyperbole de foyers F,. F'. On yoit meme 
que le lieu du point Mj est la brauche voisine du point F, le lieu du 
point Mg, la branche voisine du point F'. 



Le passage entre les cercles ä 



Fig. 422 Ms. 


l’aulre intörfeüremorit. Les centres de C( 
l’hyp6i*l)ole et tres eloignds sur ces t)r 
perpondiculaires ä F^i, Fia). 


contact exterieur et les cercles ä 
contact Interieur se fait par l’in- 
termddiaire des deux droiles FT, 
FT' {ßg. 422) (^) menees par le 

(1) Si ti, t<i sont deux points du cercle donnä, 
voisins du point T, inais Tun plus rapproclid 
de FF', l’autreplus eloigae(^(/. 422 bis), l’angle 

Ki^^est obtus, l’angle Ff^F' aigu, ainsi qu’il 
est aisö de s’en assurer; de sorte que la porpen- 
diculairo au milieu de Fifi coupe le rayon F'^i 
prolongd au delä du point i,, tandis que la 
perpendiculaire au milieu'de coupe le 
rayon F'a prolonge. au delä du point F'. 
Lea points ^l, h sont donc les, points de 
contact de cercles passant par F et tangents 
au cercle donnd, mais l’un extdrlourement, 
s cercles sont situds sur des branches diffdrentss de 
ui.chos (puisque les droites Sont presquo 
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point F tangentiellement au cercle donne et que Fon doit considerer 
comme des cercles ayant ]eurs centres rejetes ä Finfini (PF, 90) 
sur Fhyperbole. 

Reciproquement, toute hyperbole peut etre consideree comme le 
lieu du centre d un cercle tangent ä im cercle fixe et passant par un 
point fixe exterieur ä ce cercle. Le point fixe sera Fun des foyers, le 
cercle ßxe aura pour centre l’autre foyer et pour rayon Faxe 
transverse. 

Un tel cercle est dit cerc/e divecteuv de Fhyperbole. Celle-ci a donc 
deux cercles directeurs. 




■•i-_ 



510. Soit P un point du plan [fig. 423). Pour que le cercle de 
centre P et de rayon PF coupe le cercle directeur de centre F', il 

taut, et il suffit que Fon 
puisse former un triangle 
\ / \ ayant pour cötes PF', 

\'i 9 \/ PF, 2«, autrement dit: 

1“ Que la somrne 
PF-f PF'soit superieure 
ä 2 a. Cette condition est 
toujours remplie, car la 
somrne PF -f-PF' est au 
moins egale ä FF', lequel 
est plus grand que 2a; 

2° Que la difFerence 
entre PF et PF' soit infe- 
i'ieure a 2a; condition 

qui exprime que le point P est exterieur ä Fhyperbole. 

Amsi les points exterieurs ä la courbe sont centres de cercles 
passant par le foyer F et secants au cercle directeur de centre F' 
Les pomts Interieurs sont centres de cercles passant par F et sans 
point commun avec le cercle directeur de centre F'. 

Si le point P est mterieur ä la branche voisine de F, on a 
^ 2a ou PF'>PF4.2a.- le cercle de centre V et de 
rayon PF ei le cercle directeur sont exterieurs l'un ä Vautre. 

on ^ ^ iuterieur k la branche voisine de F', on a 

Il PF'<PF-2a; le cercle de centre P de 

rayon PF comprend le cercle directeur ä son inUrieur. 


Fig. 423. 
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611. Iiitersection d’uiae droite et d’nne hyperbole. 

Probleme. — Trouver les poinis de rencontre d'une droite avec une 
hyperbole (celle-ci n’etant pas tracee, mais donnee par ses foyers et 
son axe transverse). 

Möme soliUion que dans le cas de l’ellipse (498), le probleme 
revenant encore ä faire passer, par le foyer F et par son syme- 
trique f relatif ä la droite donnee D, 
une circonference tangente au cercle 
directeiir de centre F' [fig. 424). 

Discussion. — Le point F etant ici 
exterieur au cercle directeur, il devra 
en etre de meme du point f. 

Ainsi, si le symetrique f du foxjer F 
par rappori ä une droite D est interieur 
(tu cercle directeur de centre F', la droite Fig. 424. 

n'aaucun point communavec Vhyperbole. 

Si, au contraire, le point f est exterieur au cercle directeur, il y 
aura deux circonferences C, G' tangentes ä ce dernier et passant par 
F et /•. 

Si aucune de ces circonferences ne se reduit d une droite^ leurs 
centres donneront deux points de rencontre de la droite ei de ihy¬ 
perbole. 

Enlin, si le point f est situe sur le cercle directeur., il y aura une 
seule circonference tangente, et par consequent (si cette circonference 
ne se reduit pas ä une droite) un point commun [reprdsentant deux 
points commum confondus). 

On dit alors que la droite D est tangente ä Thyperbole. 

Yoir plus loin (iF 516, Remarque) 
uue autre maniere d’enoncer les resul- 
tats de la discussion precedente. 

512. L’une des circonferences C, C' se 
reduira ä une droite, si le point f appar- 
tient ä l’une des tangentes FT, FT', 
menees de F au cercle directeur de 
centre F' {fig. 425), c’est-ä-dire si la 
droite D (perpeadiculaire ä F/) est parallele k Tun des rayons FT, 
FT'. Dans ce cas, la droite n’a plus qu’un point commun ayec l’hyper- 
GiSoMEmiE. II. 15 



Fig. 423. 
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hole, l'autre point commun devant etre, considere (d’apres ce que nous 
avons vii) comme rejete ä l'infini (et non comme confondu avec le 
Premier, ainsi qu’il arrivait dans le . cas oü la droite etait lan¬ 
gen lej (/). 

Les directions F'T, F'T' sont dites directions asymplotiques de 
riiyperbole. 

Les deux circonferences C, C' se reduiront ä la droite FT lorsqiie 
le point /‘viendra coincider avec T, et alors seulement (puisque G et 
C' ne peuvent se confondre ITine avec Faiitre que si le point f est 
sur le cercle directeur). Alors les deux points communs de la droite D 
avec l'liyperbole sont rejetes ä l'infini (■^). 

Une teile droite, perpendiculaire au milieu H de FT ou au 
milieu H' de FT' {ßg. 425) passe manifestement par le centre de 
Thyperbole. 

On donne le nom A'asymptoies k ces droites menees par le centre 
de Thyperbole perpendiculairement ä, FT, FT' et, par consequent, 
telles que les deux points de rencontre de cliaciine d’elles avec la 
courbe soient rejetes ä rinfini. 

513. Dans le triangle rectang-le FOH, ITiypotenuse est egale ii 
c et un cöte de l’angTe droit, OH, ä a : l’autre cöte de Tangle droit 
est, des lors, egal ä la longueur b du demi-axe non transverse, deüni 
au 11 ° 507. 

Si donc, par le point A, extremite de Taxe transverse {ßg. 426), 
nous menons une perpendiculaire ä cet axe, sur laquelle nous pren- 
drous une longueur AG egale ä Tautre demi-axe b (ou, ce qui revient 
au meme, si nous definissons le point C par la rencontre de cette 
perpendiculaire avec une perpendiculaire menee ä Fextremite d’un 
Segment OB ayant la longueur et la direction du demi-axe non Irans- 

verse), le triangle OAC sera egal ä OHF, de sorte que Fangle GOA 

sera egal ä HOF, et que la droite OG aura la direction de Tasymp- 
tote OH. 

(1) On remarquera qu une droite parallBle a uno direction asyraptotiquo n’ost pas dito 
tanf/ente, quoiqu’elle n’ait qu’un point commun avec la courbo. 

(2) On pourrait etre tonte d etendre cette conclusion au cas oü le point / coVnciderait avec 

e point 1<, interseotion de FT et de FTMl est clair qu’uno tolle maniöro de raisonner sorait 
inexacte, en raison de la modification que doit subir le raisonnoinent aöndral, lorsquc la 
droite D passe en P (49,7). , 
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Par consequent, les asymptotes de Vhyperbole sont les diagonales 
du rectangle CC'Ci G'j {fig. 426) construit sw' les axes. 

II en resuUe qiie deux hyperboles conjuguees (507) ont les niemes 
asgmpfoles (ßg. 420). 

Si l’hyperbole est equilatere, et Hans ce cas seulement, le rec- 
tangle GG'CiG'j est im carre et les 
asymptotes sont rectangulaires. 

Remarque. — II est clair qu’on 
aurait encore pu construire le point C 
par i'intersection de la perpendicu- 
laire AG avec ime circonference ayant 0 
comme oentre et OF comme rayon 
[ßg. 426). 

514. Dans le cas de Pellipse, le centre 
elait Interieur ä la courbe et, par 
consequent, toute droite menee par ce point ötait secante. II 
ii’en est pas de meme ici. En effet, lorsqiie la droite D tourne 
aiitoLir du centre 0 [ßg. 426 bis), le point /’, symetrique de F par 
rapport ä cette droite, döcrit le cercle qui a FF' pour diametre 
(puisqiie Fon a constamment Oß= OF). Or, ce cercle est divise par 
les points T, T' en deux arcs, Fun (celui qui contient le foyer F) 

exterieur au cercle directeur de 

.centre F', Fautre interieur ä ce 

cercle. 

La droite D ne coupera Fhyper- 
bole que si le point ß est sur Farc 
exterieur, c’est-ä-dire si eile passe 

dansl’angle HOH' et dansson oppose 
par le sommet. 

Fig. 426 DoxiZ,desquatre angles que fovment 

entreelies les asymptotes, deux{oppo- 
ses par le sommet tun ä Vautre) contiennent ä eux seuls toute la 
courbe: ce sont ceux qui contiennent les foyers. 

Si la droite D tourne au tour de 0 en decrivant ces angles, ses 
deux points d’intersection M M', qui varient continiiment tant que 
O ne coincide pas avec une asymptote, decrivent respectivement 
les deux branches de la courbe ; les prolongements du segment MM' 
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decrivent respectivement les deux regions interieiires. Quant ä la 
region exterieure, eile est decrite par le Segment MM' lorsqiie la 
droite D varic dans les deux angles en question (segment qui devient 
infiniment grand quand la droite D xient coi'ncider avec une asyinp- 
tote) et par la droite D entiere dans les deux autres angles. 

Ün retrouve donc bien ä nouveau les Lrois regions, chacune d’un 
.seul tenanl, dont il a ete question au n“ 508. 


515. Ondemontrera, commepour rellipse(499 dis), que ladefinition 
donnee plus haut (511) de la tangente ä i’hyperbole Concorde avec 
la delinilion generale des tangentes, et que Ton a les Iheoremes 
siiivanls ; 


Theoreme. La tangente ä l'hyperbole est bisseclrice de l'angle des 
deux raijniis oecteurs qui abouiissent au qjoint de contact (‘). 

Corolxaire. La normale ä l hyperbole en un de ses points est 
■hmecirtre de Vangle forme par un des rayons vecleurs qui abouiisseni 
en cepoint et par le prolongement de l'autre. 

Theoreme. — Le Heu des symitriques d’un foye'r d'une hyperbole 




par rapporl mx tangentes est le cercle directeur qui a pour centre 

i autre foyer. 

li,m "'i? ^‘t’ complete de cette derniere proposi- 

. r;me de 

r-WBorl h nee “ (P“'®'?“ 'es symetrictues du fover F par 
' IP droites sont les points T, T’ (fig. 428 bis), situes siir le 

««« 9,499 s 
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cercle directeur de centre F') ; et, de fait, une asympiole est la 
liriiHe d’une tangenie dontle poinl de contact s'eloigne indefiniment 
la courbe. En effet, un point N trös eloigne sur riiyperhole est le 
genlre d’un cercle passant en F et qui touche le cercle directeur de 
centre F' en un point P {ßg. 428 bis) tres rapproche seit de T, seit de 
1" La perpendiculaire au milieu de FP sera la tangente ä la courbe 



en N, et, lorsque P tendra 
vers T, cette tangente tendra 
vers la perpendiculaire au 
milieu de FT, c’est-ä-dire vers 
l’asymptote. 

D’ailieurs, un grand nombre de 
raisonnements relatifs aux tan- 
gentes s’appliquent aux asymp- 
totes. C’est, par exemple, le cas 

du raisonnement donne au n” 499, relativement ä la tangente a l’ellipse. 

Autrement dit (*}, seit encore P le point de contact du cercle directeur 
qiüapour centre F'avec un cercle S (flg. 428 bis) ayant pour centre un point N 
tres eloign<5 sur rhyperbole, Le point de rencontre I de la tangente FT avec 
la tangente commune aux deux cercles en P tend vers T en tnöme temps 
t[ueP; et Ton ddmontrera, exactement comme au n“ 499, qu’il en est de 
meine du point/* (autre que F) ou la circonfdrence S rencontre FT. Or la 
perpendiculaire au milieu h de Ff passe en N, de Sorte que la distance Mt 
(H designant, comme precddemment, le milieu de FT) reprösente la 
iMance du point N d l’asymptote. Donc cette distance lend vers ziiro lorsque 
le point N s’eloigne indifinimenl, puisque le point f tend vers T et, par 
consequent, le point h vers H. 


Ceci revient ä dire qüe la parallele menee par N ä la direction 
asymptotique tend vers Fasymptote lorsque N s’eloigne ä rinfini. 
C’est la conclusion correspondant ä celle du n° 499, la parallele en 
question etant ce que devient la secante MN consideree en cet 
endroit lorsque M est rejete ä rinfini dans la direction asymp¬ 
totique. 

515 bis. Les deux theoremes suivanLs se demontrent exactement 
comme pour l’ellipse: 

Theoreme. ■— Le Heu des projections des foyers d'une hyperbole sur 
seslangentes esi le cercle (dit cercle principal) decrit sur l'axe trans- 
rerse comme diametre. 

(i) On s assurera que le raisonnement prösentö ici correspond bien ä celui du n" 499, l'un 
es cercles S, Si considdrds en co dernier endroit dtant simplement rdduit 4 la droiteFT. 
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Reciproquement, si le sommet d'iin angle droii dccrit vn errcle 
qaun den cdtes passe par un point fixe exierievr u ee cerek, 
l'aulee cute reste tangeni ä mit hyperbole fixe. 

Oi6. Probleme. Mener ä Ihyparhole une langenle piarallide d mie 

'lutrfioii domiee. 

Gmme 


[>r< ■ji'oiion 
■■ Ado 



.- ‘'ä"" de l’ellipse (SOI), on cherehera sr.il le syme- 

rein,, / de Ibyer F par rapport ä la Ungente clier-clide, soll la 
du meme foyer sur cette tangenie. 

-plant, par exemple, la premiere niüthode, le point /' seni 
determine (fig. 429) par rintej-HOf,- 
tion du cercle directeur de eentro J*’' 
avec la perpendiciilaire luenee de F 
sur la direction donnee. 

Jdiscussion -Contraircinent ;i ee 

qui arriyait poiir Fellipse, le jjro- 
blbme n’est pas toujours possiblo. 
La condition de possibifite est qne 
la perpendiciilaire ii In direction 
donnee menee par F coiipcvie cercle 
directeur de centre F; on, co qui 
■ t! T revient au nij^ime, que le T3oiiil /' on 

-•I p«pe„d,culaire rencontro le cercle decrit Lr li- . 

“iaiüt, et qui est la projection de sur eello . r 

cüknre. soil Interieur au cercle directeur. " perpcndi- 

Mai.> ,514) le point f est symetrique de F par rannorE ? o 
..P-l-e„tre, paralleiemcH ä la dfrec irdoll, i' - 

In cn,„-l,e. dam l’angie rjui ne co jprend 

'f n» 5il peu^uVfor * 
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Sinon, Ißs dfoites pciTdllelßS a D gui nö coupent pas IcLcouvhQ 
sont Gelles qui sont süuees entre les deux tangentes paralleles dD. 

II est clair, en effet, que le point /, symetriqiie de F par rappoi-t 
ä une droite sera interieur ou exterieiir au cercle direcfceup de! 
centre F', suivant qu’il sera ou non entre les points de rencontre 
(s’ils existent) de ce cercle avec la droite F/; perpendiculaire abaissee 
de F sur la droite consideree. 

Le double enonce precedent ne laisse de cöte que le cas oü cette 
droite est parallele ä une asymptote: eile eoupe alors l’hyperbole 
en uii point (ämoins qu’elle ne soit Fasymptote elle-meme). 

516 bis. Theoreme. — Le produit des distances d'un foger d’wie 
hyperbole donnee ä deux tangentes paralleles quelconques est canstant 
et egal au carre du demi-axe non transverse. 

Theoreme. — Le produit des distanees des foyers d\me hyperbole 
ü une tangente quelconcjue est egal au earrö du demi-axe non Irans- 
urse. 

Corollaire. ~ Zla difßrence des carres des distances du centre d'une 
hyperbole ä une tangente et ä sa 
parallele menee par un foyer est egale 
au carre du demi-axe non transverse, 

Mernes demoostrations {fig. 430)® 
que pour Tellipse (502). Toutefois, 
contrairement ä ce qui arrivait 
pour l’ellipse: 

Un foyer d’une hyperbole est 
exterieur ä deux tangentes paral¬ 
leles quelconques {fig, 430). 

Une tangente quelconque laisse les deux foyers de part et d'auire. 
La distance du centre ä une tangente est plus petite que la 
distance du m6me point ä la parallele ä cette tangente, menee par 
le foyer 

Ges dissemblances correspondent manifesteraent ä ce fait que 6®, qui 
represenie (pour ne prendre que la derniöre des trois propositions) la 
difference des carres des distances da centre a la tangente el ä sa 
parallele menee par le foyer, est change (306 öis) eu — tL II n’est pas 
etonnaut que cette difference change de sens, puisqiie la quantite qui la 
represente change de signe. 



PiG. 430. 



232 


GliOMETfilE. 

Reciproquement, lorsquhme droite varie de maniere que le prodidt 
de ses disfances ä deux poinls fixes soit constani et qu'elle laisse ces 
deuxpointsdeqjartet d'autre, eile esi tnncjente ä une hyperbole fixe 
ayani ces points pour foyers. 

517. Probleme. - Mener une tangente ä Lhyperbole par im point 
donne du plan. 

Meme solution que pour l’ellipse (503). 

II fautet il sufflt, pour que le probleme soit possible, que le 
cerc e qui a pour centre le point donne et qui passe par F coupe le 
cercle directeur de centre F', c’est-ä-dire (510) que le point donne 
soit exlerieur ä Vhyperhole. 

Si le point donne P est sur une asymptote, l’un des points d'in- 
terseetion des deux cercles sera le point T ou le point T' 425, 

. ‘ ^ pourra pas etre confondu avec le premier (saus 

quoll un des cercles ne serait autre que la droite FT ou FT' et ne 
ponrrait avoir un centre Pä distance finie); il donnera une tangente 
proprement dtte (l'autre tangente etant Pasymptole qui passe par P). 
Les deux angentes ne degdnereront en asymptotes que si P est an 
centre de la courbe. 

Theoremes de Poncelet. — Si, d\m point exterieur d une Iwper- 
oole, on hu mene les deux tangehtes: 

1" Ces deux tangentes soni vues, de tun quekonque des deux foyers 
SOUS des angles igaux ou supplementaires; ' ’ 

2« La bissectrice de l'angle qu'elles forment est la mime que eelle de 
mgle farme par les droites qm joigneni le point donne aux fogers, 

lui est perpendiculaire. J •> 

Vangle forme par l'une des langem es aoec la droite qui joint le 
pomt donne a lun des foyers est egal ä Vangle forme par Vaulve 

rrlp/r ^mlememaire 

Ces fteoremes se demontrenl eomme pour l'ellipse (504). Seule- 
ment, pour le premier d'entre eux, par exemple, la dimoitration 

(voir au u« eite) prouxe l’egalite des angles PF/; pp^, en annelaiit 

du^port'''r OrT' ! r PM^^^sues 

P ■ le point /, extremite d’une longueur egale ä MF 
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portee sur MF' (dans le sens MF') ä partir de M, esL tantut sur le 
Segment MF' (si M est sur la brauche voisine de F), taiitöt sur son 
prolongement au delä de F' (si M est sur la brauche voisine de F'); 

de Sorte que Fangle PF^represente tantöt hangle PF^l sous lequel 
la tangente PM est vue de F', tantöt son Supplement. 


11 en resulte que les deux tangentes sont vues d’un foyer sous des 
angles egaux si leiirs points de conlact sont sur une mhne brauche; 
supplementaires si ces points sont sur des branches differentes. 


Dans le premier cas, F'P est la bissectrice de hangle MF'Mj; dans 
le second, la bissectrice de hangle forme par F'M 
avec le prolongement de F'Mj (‘). 

11 est d’ailleurs clair qu’on peut obtenir des 
enonces entierement generaux en tenant compte 
des sens des angles (Comparez, p. ex., PL, 82). 

Gorollaire. — Si un point mobile sur l'hyper- 
hoh iend vers un poini /ixe M de cette courbe, le point 
d'intersection des tangentes M et Mj Yenrf aussi vers M. 



Remarque. — Ces theoremes subsisteni, avec leurs demonstrations, 
si Vune des tangentes est remplacee par une asgmpiote, puisque le 
syraetrique d’un foyer par rapport ä une asymptote jouit de la 
propriete caracteristique du symetrique d’un foyer par rapport ä 
une tangente. 

Par exemple, si P est le point de rencontre de la tangente en M. ä 
VkyperboLe avec une asymptote de la courbe.,. la droiie FP divise en 
deux parlies dgales Hangle de FM avec la parallele menee par F ä 
Hasymptote et de meme sens que OP. 


518. Probleme. — Trouver le Heu des sommets des angles droits 
circonscriis ä Vhyperbole, 

On demontrera, comme pour hellipse (505), que la condition 
necessaire et süffisante pour que les tangentes menees d’un point P 

(1) Do memo, dans l’hyperbolo, la Bissectrice de Tanglo formd par les droites qui vont aux 
foyers, tont en faisant des angles dgaux avec les deu.x tangentes, peut (/?£'.i31) ne pas etre 
comprise dans l’angle qu’eiles forment, niais dans l’angle formd par l’une d’elles et le prolon- 
gement de l’autre. 
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ä 1 hyperbole soient rectangulaires esL qiie Ton ait 
ÖP'=:2a2 — 

La quantite 2a-~c'2est ici egale 6^^ puisqu’on a b‘^=c^~a^. 

Si a esfc plus grand qiie/5, le lieu ckerclie est un cercle (cercle 
orthoptique) concentrique ä L'hyperboLe et derai/on egal ä 
smon, U nexiste aucunpoint possedant laproprUte demandee. 

^ Dans la figure 426 bis du n“ 5.ia, la condition a> b exprime qne 
rangle en 0 du triangle rectangle OAG est plus petit que 45\ Donc ' 
le lieu n'existe que si Vangle forme par les asymptotes et cornprenant 
la courbe est aigu : ce qui etait evident a,priori (517). 

Si a = b, le centre est le seul point d’oü l’on voit la courbe sous 
un angle droit: cet angle est l’angle des asymptotes (513). 


519. Theoreme. 



En effet, tout^ord, la droite FP, est (517, Remarque), bissec- 
oTIdLc^*^^^^ droite FP^, Lissectrice de IWgle'MF^^ 


MFP, 


MFo^i 


MFP. 


MFaio 
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d’oü, en ajoutant membre ä membre (‘), 




Mais en retranchant des angles egaiix PiFPg, a^^FÖ la partie 

■coramime (^) P^TO, on voit que Faiigie OFPg est egal äa?,FPj, ou, ce 

qui revient au meme, ä l’angle FPiO^ alterne-mtorne avec le premier. 

De meme. l^FO'est egal ä P^F.-r^ et, par consequent ä FP^ 
Les deux triangles sont donc bien eqiiiangles entre eux. 

Leur similitiide donne 


OP^ __ OF 
OF “ OP 2 
ou 

Öp;.ÖPä = ÖF' 

0. Q. P. D. 

Corolläire. — jL’ajre du tnangU qu'une tangente mobile forme avec 
lc$ asymptotes est constante^ com.me cela resulte immediatement du 
no256 (PL, liv. IV). . 

Gelte aii'e est egale, ä ah^ comme on le voit lorsque la tangente 
. mobile coi'ncide avec la tangente au sommet. 

Inversement, une droite qui coupe les asymptotes en deux qjoinis 
Pj, P, situes du meme cöte de Vaxe non transverse et forme avec eiles un 
triangle d'aire egale ä ab, est tangente ä l'liy per hole. 

Car par Fun des points d’intersection, on peut mener (517) une 
tangente ä la courbe (distincte de Fasymptote OP^); cette tangente, 
coupant la seconde asymptote en un point situe du m6me cöte de 0 
que Pä et formant ainsi un triangle (äquivalent ä OP, P. 2 , ne peut etre 
distincte de P^ Pg. 

(1) PM est, dans les hypotheses oü nous nous sammes placös, certainemoiit mtenem- ä 

■ rangle de sorte que les angles MFii sont adjacents et, par consequent, aussi 

MB^.. ■ ' 

(2) Les deux droites FPi, FPa sont ici toujpurs de pari et.d’autre de FO, de sorte quo les 
deux angles mentionnös dans le texte onl loujours uno partie commune. 
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Une droite qiii coupe les coles d'iin angle donne^ ou leurs pro lang ernents 
(mais non 1 un et le prolongement de l’autre) et forme avec eux un 
triangle d'alre conslante, esl tangente ä une hyperbole fixe. 

Les foyers de cette hyperbole seront sur la bissectrice de l’angle 
donne, prolongee de part et d’autre du sommet, ä une distance de 
celui-ci egale au c6te du triangle isoscele ayant l’angle donne pour 
angle au sommet et une aire egale ä Faire donnee. 


519 bis. Theoreme. — Lepointde contact d'une tangente ä l'hijper- 
bole divise en deuxparhes egales le segment intercepte sur cette tangente 
par les asy mp totes. 

En effet, en meme temps que la tangente I\ 
consideree dans ce qui precede, prenons une 
aiitre tangente P'^ P'g ä la meme hyperbole, 
voisine de la -premiere. Soit I leur point d’inter- 
section. Les triangles OP^P^, OP'^P'g etant 
equivalents, il en est de mörae des triangles 
IPiP'i, IPsP'a, obtenus en retranchant des 
premieres la partie qui leur est commune 
(OPglP'i, dans le cas de l& fig. 432 bis), Comme 
ces deux derniers triangles ont möme angle 
en I, 011 a 



Fig. 432 bis. 


Faisons maintenant tendre la seconde tangente P'^P', vers la 
premiere. Le point I tend vers le point de contact M (517, 
Corollaire), de Sorte qu’il vient (P'p venant en P. et P' en P ] 

Mp;^=:Mp;\ 

0. Q. F. D. 

520. Theoreme. — Vaire du Parallelogramme qui a un de ses 
sommets en un point quelconque dune hyperbole et deux cötes diriges 
suivant les asympiotes de la courhe, est constante. 

Ce theoreme est une consequence iminediate des deux precedents : 
car le point de contact M etant le milieu du cöle P^P, d’un triangle 
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OPiP, dont l’aire est constante, le Parallelogramme OiriyUm^ 
[fig. 433) mentionne dans Penonce est (comme on le deduira 
immediatement des theoremes fondamentaux de la mesure des 
aires) la moitie de ce triangle. 

. ab 

Son aire est — • 

u 

Inversement, iout point, situe dans l angls 
des asymptotes qui comprend le foyer de l hy- 
penbole, et qui satisfait a la condition pvece- 
dente^ est sur 1'hyperbole. 

Car en prolongeant le segment Oni^ d’ime 
longueur 'm^P^ egale ä lui-meme et joignant 
P^M qui coupe Om^ en Pg, le triangle OPiPg est 
d’aire egale ä ab, de sorte que P,P 2 est (519) 
tangent ä l’hyperbole, le point de contact etant 
au milieu de PiPg, c’est-ä-dire en M. 

En un mot : 

L'hyperbole est le lieu des quatriemes sommeis des paralUlogrammes 
d'aire egaie ä ^, ayant deux cötes suivant les asymptotes et compns, 
par rapport ä ces droites, dans Pun des deux angles oü se irouvent les 
'foySrs. 

' etaussi ' 

Le lieu des quatriemes sommeis des paralUlogrammes d'aire cons- 
tante, ayant deux cötes suivant deux demi-droites donnees issues 

d'un merne point, ou suivant leurs prolongements, est une hyperbole, 
construite comme nous l’avons dit au n° 519. 

520 bis. Le meme theoreme peut encore s'enoncer sous les formes 
suivantes: 

Theoreme. — Lorsquune hyperbole est rapportee ä ses asymptotes^ 
le produü des coordonnees d'un point de la courbe est constant. 

Le produit des distances d'un point d'une hyperbole aux asymptotes 
est constant. 






(xEOMETIilE. 

Ges enonces soüi equivaleiils aux premiers : car le Parallelo¬ 
gramme MwqOm, considere tont ä l’lieure a pour cul^s 

les coordonnöes 0i»„ m, M de M el, d’autre pari, ces coordonnees soul 
dansiin rapport coiistant avec les distances MHj, MH^ {fig. 433 bis) 

du meme point aux droites 
Owj, 0 ^ 2 , savoir (1) 




Wj M 

Pour une raison toute semblable: 

Fig. 433 t,is. Reciproque.— L'hyperkole esl 

des pomts du plan qui 
satisfont ä tune ou ä tuntre des deux condüions j^receklenles; et 
mversement, le Heu des pomts dun plan tels que le produU de \o.ur 
distances ä deux droites concouranles D„ de ce planpou le produit 
de kurs comhnnees rappeHke ä cee deux droilee, seit comlant, eet 
une tiyperbole ayant ces droites pour asy mp totes. 

On Toit (comparer n“ 494 Ms) que le thdoreme du n" 520, ou, ce 
qui revient au meme, l'un ou l'autre de ceux que nous venöns 
de lui substiluer, fournit une nouvelle definition de l’lijperljole, 

susceptible de remplacer celle du n“ 506. 

Nous renvoyoiis 4 un cliapitre ulterieur (Compl., n" 744) pour 
letude des proprieles qui decouleul de celle nouvelle deflnilion 

L’une des distauees HH„ MH, devieut. en' effet, necessairement 

(1) En I. des coordonnsn, 

(envaleurafeokte) G et le.prflduit des distances TW 'r r , 

conduit nniic ln ■ • c2'■ ces ^valuations 

nduu pour io siaus jnentionnd dans le texte, A la valeur 

Sin 

cä ’ 


que la trigonomdlrie fournirait ögalement sans difficultd. 
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tres petite lorsque Fautre devient tres grande, puisqiie leur prodiiil 
reste constanfc. 

Remarques. —Da,ns les corollaires que nous venons d’enoncer, noiis 
n’avons pas mentioiiüe la restriction d’aprös laquelle le point 
variable ne peufc 4tre que dans deux des angles fermes par les 
asymptotes, ä l’exclusion des deux autres. 

Cette restriction est impliquee dans les enohces eux-memes. 

Nous avons dit, en effet (492), que les coordonnees du point M 
sont affectees de signes- Leur produit, ainsi defini, change de signe 
lorsque M passe d’un des angles formes par les axes dans iin angle 
adjacent: il ne peiit donc rester constant que si M reste dans un de 
ces angles ou dans son oppose par le sommet. 

De mßme que les coordonnees, on doit admettre que, dans les 
enonces qui viennent d’ötre donnes, les distances de M aux asymp- 
totes sont affectees de signes, un sens positif etant choisi sur la 
direction perpendiculaire ä chaque asymp tote. 

Enfin, nous pourrions, moyennant une convention analogue, sup-, 
primer egalemeiit cette restriction dans le theoreme du n“ 520. 

Si, au lieu du Parallelogramme 433 &?s), on consi- 

derait un Parallelogramme ayant egalement un cöte Om\ 

sur Di, un cöte Om\ sur D^ et äquivalent au premier, mais situe, 
par rapport aux droites Dj, Dj, dans Fun des angles supplementaires 
de celui qui contient M, le lieu du point M' ne serait plus la meme 
hyperbole que celui du point M. Mais il Importe de remarquer que 
le Parallelogramme M.'m\ Om\ n’a pas le meme sens de rotation que 
Mw-i 0^2 (lorsqu’on les parcourt cliacim en partant du point 0 et suivant d abord 
le cüte dirige suivant D,j et que, par consequent, si Ion comptait les 
aires de ces Parallelogramm es en grandeur et signe (voir PI., noteD 
et ex. 324), elles devraient etre considerees, non comme egales, mais 
comme egales et de signes contraires. 

La seconde hyperbole n'est d'ailleurs autre que la conquguee de la 
premiere. Gar tout d’abord deux hyperboles conjuguees ont les 
mömes asymptotes (513); et, d’autre part, le produit ab (qui repre- 
sente le double de Faire du Parallelogramme) est le meme de part 
et d’autre,'puisque les demi-axes des deux hyperboles sont les 
memes ä l’ordre pres. 
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772. Quelles sont les droites qui coupent iine hyperbole en deux points d’pne 
meme brancdie, et quelles sont celles qui la coupent en deux points'sUues sur des 

a s nn ou 1 autre cas, le symetrique d’un foyer par rapport ä la droite.) 

1 nne droue coupe les deux branches d’ime hyperbole, le seqment intercentd 
.«,■= les po,„,s d•i„terseclio,, s„e la droile, est a Lteri^r de la 

d-urSTtaVcif”“''- en deaa potals 

773. Les regions inlerieures 4 l’hyperboie sont convexes. 

co™cUer,remlr'^*“‘“ Poi“’* <'» 

dilrLäies? ““ ^ '’PJP“P«te. »ient sur des branches 


planen öoiM nee! “.‘»"“■■«s ‘ nne hyperbole dotinde, ob doiUlre 

L Mi “ oi Ir ,5^!! '* heeectnco de l'angle forme par les tanBontes Issoes de 

:p^'Cs;‘-eiti4T:eit‘drd'™^ 

r:r - p"^“: 

äi’hyperbole les Solutions des exercices 754 ä 758, 763 764 768 76q 
77L Moyennant quelle modiflcation l’exercice 746 s’etend-il 4 l’hyperbde? ’ ' ' 

7/7. Que deviennent: l’exercice 748 lorsque c’est la difference des cötes non paral- 
löles ou des diagonales du trapeze qui est constante, et non leur sonnne • — l’exer¬ 
cice /49, lorsque les points B et G sont de part et d’autre de A sur la tangente fixe; 
les exeicices 750, 770, lorsque le.point fixe est exterieur au cercle fixe? 

778. Dans un trapeze isoscele, deu.x sommets opposes restent fl.xes, et la longueur 
commune des cötös non paralleles reste constante. Trouver le lieu du point deren- 
contre de ces cötes non paralleles. Demontrer, relativement 4 ce lieu, les propriötös 
enoncdes 4 l’exercice 748 bis. 

779. Lieu des centres des cercles tangents 4 deux cercles donnös. 


780. Lieux göometriques du second loyer et du centre d’une ellipse qui a un 
loyer fixe et passe par deux points donnes. 

Meme lieu lorsque, au lieu d’une ellipse, on considere une hyperbole. 

781. Lieu du second foyer (et lieu du centre) d'une ellipse ou d’une hyperbole dont 
on connait un loyer et deux taugentes. Distinguer la portion du lieu qui correspond 

a une. ellipse et celle qui correspond a une hyperbole. ' 

782. Meme probleme lorsqu’on connait un foyer, un point et une tangente. 

783. S il existe une ellipse ayant pour foyers les points F, F et tangente en G, G' 
respectivement aux droites OG, OG', 11 existe une hyperbole tuyant pour foyers G, G' 
et tangente en P, F respectivement aux droites OF, OF. Quelle est la reciproque? 

784. Lieux des points de contact des rayons vecteurs aboutissant en un point M 
d une hyperbole avec le cercle inscrit au Mangle forme par ces rayons vecteurs et 
laxe transverse. Quel est le probleme analogue pour l’ellipse? 

785. Une ellipse et une hyperbole /mmo/’oc«^cs - c’esl-4-dire qui ont les mömes 
foyers — se coupent 4 angle droit. 
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785. Etant donnes trois points A, ß, G, mener par A une droite du plan ABC 
3 ,Issant B et G de pari et d’autre et teile que le produit des distances de ces deux 
erniers points k cette droite seit maximum. 

787. Etendre 4 l’hyperbole les Solutions des exercices 760-762. 

Les points d’interseclion d’une tangente ä une hyperbole avec les asymptotes sont, 
,vec les deux foyers, sur un ni6me cercle. Les quatre points ainsi obtenus divisent 
e cercle harmoniquement (PI. 213)'. Le produit de deux cötes opposes du quadrilalere 
u’ils formont est egal au produit des deux autres. 

Inversementj si quatre points A, A', B, B' sont sur un möme cercle et je divisent 
armoniquementj il existe une hyperbole qui a ses foyers en A, A' et dont les 
syraptoles passent respectivement par B, B'. 

Si, a une hyperbole de centre 0 et de foyers F, F', on mene une tangente qui 
r>upe les asymptotes en Pi, Pg, il existe une hyperbole de foyers Pj, P^ dont les 
symptotes passent par F, F'; et cette hyperbole est tangente en 0 ä FF'. 

787 bis. Si P,, P^ sont les points dlutersection de la tangente en M 4 une hyper- 
ole de foyers F, F' avec les asymptotes, MPj est raoyeii proportionnel entre MF et 
[FG Demontrer cette proposition : 1“ 4 l’aide de l’exercice precedent; 2° directement 
jomparer exercice 791). 

788. La difference des carres des deux segm'ents m M, m N interceptes l’un par 
hyperbole, l'autre par une de ses asymptotes sur une perpendibulaire en m 4 Tun 
ßs axes de la courbe est constante. Demonstration, soit a l’aide de l'equation de la 
otirbe (507), soit 4 l’aide du n“ 520 bis. 


789. Les asymptotes d'une hyperbole (telles qu’elles ont ete obtenues au n° 512) 
ant los seules droites telles que la distance d’un point de la courbe a l’une d’elles 
iiide vers zero, lorsque ce point s’eloigne indefiniment. (Cela revient 4 dire qiie 
»rsqu’une parallele 4 une droite D tend vers D, Fun de ses points d’intersection avec 
j courbe. ne peut s’eloigner indefiniment que si D est une asymptote.) 

790. Deux hyperboles telles que l’angle des asymptotes qui comprend la courbe ait 
löme grandeur de part et d’autre sont semblables. 

790 bis. Construire une hyperbole, connaissant les asymptotes et un point; 

- connaissant les asymptotes et une tangente. 

791. Si, d’un point P pris dans le plan d’une ellipse ou d’une hyperbole de foyers 

- F', on mene 4 la conique les tangentes PM, PM^; 

T t . , PHI" P’* r, . 

Le rapport est egal au rapport analogue - - - ■■ et R etant le 

MF-MF' ^ MiF-M,F' 4^ 

Lyon du cercle dont l’existence est demontree 4 l’exercice 757. 


2“ On a aussi 


PF® pp'S 


792. Le Heu du soramet d’un angle droit dont les c6tes sont respectivement 
.ngenls 4 deux ellipses (ou 4 deux hyperboles, ou 4 une ellipse et 4 une hyperbole) 
onnees, homofocales entre eiles, est une circonference. 

Inversement, si le sommet d’un angle droit decrivant une circonference, un cöte 
iste tangent 4 une ellipse ou a une hyperbole fixe concentrique au cercle, ilen est 
3 m6me de l’autre c6t6. 

Geometrie. II. ' 16 
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PARABOLE 


521. Definition. — On nomme parabole la coiirbe 434) linu 
des points M d’mi plan egalement distants d’un point F {appele 

/b//er) et d’une droite D (appelee dma- 
irice) donnes dans ce plan. 

Si le point F etait situe siir la droite 
!' \ Jieu se composerait Gvidemnißii!, 

r droite F.y {fig. 435), perpendicii- 

j'\ / ! / laire ä D (et d’elle seule, puisque la 



perpendiculaire menee sur D par iin point M extdrieiir ä Fx serait 
plus courte que la droite MF, oblique ä D). Cette droite est dune 
une forme hmite de parabole. II sera d’ailleurs sous-entendii, dans 
ce qu] va^suivre, que le foyer sera pris exterieur d la directrice. La, 
is ance FL (fig. 434) du foyer ä la directrice est dite le paramdtm 
de la parabole. 

Taute coiirbe semUa/tle i um parabole est une parabole. 

“ d’aprÄs la cWfmiUoD, 

qu .1 sufflra de decrire [ftg. 436) : 1- une circonKvence de centre F et 
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de rayon qiielconque ; 2° une parallele ä la directrice, ä mie distance 
de cette directrice egale au rayon de la cir- 
conference, aulrement dit, menee par un point 
m pris sur la perpendiculaire FL dont il vient 
d’ßtre queslion, et Lei que hm soit egal ä ce 
rayon. 

Un point commun aux deux lignes ainsi ob- 
tenues est un point de la parabole, et tout point 
de la parabole peut etre obtenu de cette fagon. 

Pour qu’uri tel point commun existe, il faut 
et il suffit que le rayon, c’esL-ä-dire Lm, soit 
superieur ä Fm : par consequent, que le point m soit du meme cdte 
que F, par rapport au mih'eu A de FL. 

La parabole n’a donc aucun point situe du cöte de la directrice oti 
n’est pas le foyer, 

Le point de la courbe le plus rapproche de la directrice est .le 
point A. Ce point est dit le sommel de la parabole. Par contre, le 
point m peut s’eloigner autant qu’on le veut au delä de F, de sorte 
qae la parabole s’ätend indefiniment. 

On pourrait decrire la parabole (ou du inoins une portion de parabole), 
d’tm mouvement continu ä l’aide d’une r&gle fixee suivant la directrice 
d’une equerre dontun cöte serait applique contre 
cette rögle {fig. 437) et d’un fil, de longueur egale 
ä l’autre cöte de Ldquerre et dont une extreniite 
P serait attachöe au soinmet libre' de celle-ci, 
l’autre extremite etant flxöe au foyer. L’equerre 
glissant le iong de la regle, on tendrait constam- 
ment le fil par une pointe M de maniere ä appli- 
quer la partie PM sur le cöte de l’equerre. Le 
point M ddcrirait inanifestement la parabole. 

Les deux points d’intersection d’une paral¬ 
lele ä la directrice et d’une circonference de 
centre F sont symetriques Tun de l’autre par 
rapport ä la perpendiculaire FL abaissee du 
foyer sur la directrice : de sorte que la courbe admet cette droite 
comme axe de symetrie. 

522. La defmition de la parabole equivaut manifestement h 
celle-ci: 



A F 


Pia. 436. 
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La pnrahole est le lieii des cenlres des cercles passant pa7' le foyer et 
iangenls ä la directrice [ßg. 434). 

La parabole separe Tune de l’autre deux regions du plan : l’une 
est formee des points plus rapproches du foyer quc de la directrice: 
ees j)(3ints sont dih mterieurs; ils sont .centres de cercles passant 
par le toyer et saus point commun avec la directrice ; l’aiitre 
comprend les points exterieurs, plus rapproches de la directrice que 
du toyer et, par consequent, centres de cercles passant par le foyer 
et coupantla directrice. On ne peutpasser de l’une de ces regions ä 
l'autre saus traverser la courbe. 

522 bis. fiquation de la parabole rapportee ä son axe et ä la taii- 
gente au sommet. Conservons, dans la figure 437 büs\ les ineines 

lettres F, A, L que precedeminent 
pour designer, dans une parabole 
dont M est un point quelconque, le 
foyer, le sommet, le pied de la per- 
pendiculaire abaissee du foyer sur la 
directrice. Prenons pour origine des 
coordonnees.le sommet A, pour axe 
desa?raxe desymetrieetpourdirection 
positive, sur cet axe, la direction qui 
va de A vers F; pour axe des y, la 
perpendiculaire ä cet axe menee par 
le sommet. Tous les points de la para¬ 
bole sont situes, par rapport ä ce dernier axe, du möme cöte que le 
foyer; en d’autres termes, l’abscisse x, nulle au sommet, est positive 
pour tous les autres points de la parabole. Nous designeronspar p 

le parametre LF =: 2LA = 2 AF. 

Soient m, m', M' les projections du point M sur laxe des x, Taxe 
des y, la directrice. On obtiendra l’equation de la parabole en 
ticrivant que le point M, de coordonnees a;, y est ä egale distance du 
oyer et de la directrice; en d’autres termes, que Fon a FM M'M. 
On a: 

M. M = ÄF m' m' M = LA -|- Am = — x; 

2 

(toutes les quantites qui figurent dans ces egalites sont d^ailleurs 
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positives). On a ensuite, dans le triangle rectangle FmMj, 
FM^ = ¥m -j- mM^, 

puis niM = y et, en grandeiir et en signe, 


F?n = 


km — 


A¥ = X 


£. 

2 ’ 


(les deiix membres etant celte fois positifs oii negatifs, suivant 
que ie point m est au delä de F ou entre A et F). Dans tous les cas, 

FM%st egal ä -j~ fx — • üacond^fionnecessaire et süffisante 


pour que le point M, de coardonnees x, y, appartienne ä la parabole est 
donc que Von ait 



teile est Yeqiiation de la parabole; toutes reductions faites, eile 
s’dcrit: 

=‘2 px. 


L’ordonnee d’im point quelconque de la parabole est moyenne 
proportionrielle entre l'abscisse et le double du parametre. Inverse- 
ment, tont point situe par rapport ä Faxe des y du möme cöte que 
le foyer et doiit l’ordonnee est moyenne proportionnelle entre 
l’abscisse et le double du parametre appartient ä la parabole, comme 
on le voit en reprenant en sens inverse les calculs que nous venons 
de faire. 


Remarque. — Lorsque le parametre est clans un rapport simple avec 
l’unitö de longuear, on obtient aisemeut (par Tequation de la courbe) des 
points dont les coordonnees soient egalement mesuröes par des nombres 
simples. Gelte remarque est souvent utilisde, dans la praüque, pour la 
construction de la courbe. 


L’equation de la courbe montre h nouyeau que celle-ci divise la 
courbe en deux regions : Fuae forraee des points tels qae 


> 


'—et Fautre des points tels que a? <; de plus, qu’elle ne 


ip 


2p 


detcrmine que deux regions, chacune d’un seul tenant. 

n est d’ailleurs evident que la seconde de ces deux regions est la 
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region exterieure (puisqu’elle comprend, entre autres, toiis les 
points tels que a? < 0) et la premiere (qui comprend ie foyer) la 
region interieure. 

523. Intersection d’une droite et d’iine parabole. 

Probleme. — T^^ouver les points de rencontre d’une droite et d'une 
parabole. 

Soit /"Ie symetrique du foyer F par rap- 
port ä la droite donnee. Le probleme 
reviendra ä faire passer par les points F, / 
une circonference tangente ä la directrice. 

Nous savons (PL, 159) qu’on devra pro- 
longer Ff jusqu’ä rencontre en I avec la 
directrice et reporter sur celle-ci, de part 
et d’autre de I, une longueur egale ä la 
moyenne proportionnelle de IF et de If 
{fig. 438). On obtiendra ainsi le point de 
contact d’un cercle rbpondant ä la question 
et en eleyant en ce point de contact une 
perpendiciilaire ä la directrice jusqii’ä ren- 
cöntre avec la droite donnee, on aiira iin 
des points de rencontre demandes. 

La Solution doit 6tre modifiee lorsque la 
droite donnöe D passe par le foyer. La condition imposee ä la 
circonference inconnue de passer par le point /'est alors remplacee 
par celle d’etre tangente, en F, ä la perpendiculaire ä D. On 
prolongera cette perpendiculaire jusqu’ä ren¬ 
contre en I avec la directrice et on prendra sur 
celle-ci, de pari et .d’autre du point I, une lon¬ 
gueur egale ä IF. II est clair que cette soIution 
n’est qu’un cas limite de la precedente. 

Si la droite Ff est parallele ä la directrice 
(c’est-ä-dire si la droite D est parallele ä l’axe)fle 
point I est rejete ä L’infini, ainsi qu’uiv des points 
de contact, Fautre etant evidemment ä l’inter- 
section de la directrice avec D {fig. 438 bis). 

Ainsi l'axe est une direction asymptotique de la parabole. G’est d’ailleurs 
la seule. D’autce pari, comme il n’arrive jarnais que les deux points d’infeiv 
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section soient rejetes ä, l’infiini, la parabole na pas cl'astjmptote. (Gelte pro- 
position est egalement vraity lorsqu’on deflnit une asymptote coiume une 
di'oite teile que la distance d’un point de la courbe ä cette droite tende vers 
zero lorsque le point s’eloigne indeüniment : c est ce que Ion vena en 
irnltant la raarche indiquee a l’ex. 789.) 

Si Igs points F et /’ sont de part et d autre de la directrice, le 
Probleme est iinpossible; et il n’y a pas d autre condition de possi- 
bilite (PI., 159, Gonstr. 14). Ainsi une droiie coupe ou ne coupe pas 
une parabole^ suivant que le foyer et son synieirique pae uippoit ä 
celle droiie sont ou non du meme c6te de la directrice. 

Enfin, si le point /", symetrique du loyer par rapport ä la dioite 
donnee, est sur la directrice, les deux points communs sont 
coiifondus : nous dirons que la droite est tangente. 

S24. Si la droite donnee D n’est pas paxallele ä 1 axe, un point M 
pris tres loin (dans un sens ou dans l’autre) sur cette droite est 
necessairement exterieur ä la parabole. Car soient i le point oö. D 
coupe la directrice, M' la projection de M sur la 
directrice [fig. 439) : Mi est plus grand que MM' et 
la diflerence Mi —MM' augmente indefmiment ä 
mesure que M s’eloigne (puisqu’elle'est propor- 
tionnelle ä Mi, le triangle MM'? restant constamment 
semblable ä lui-inöme), tandis que la difference 
Mi — MF (si tant est que Mi soit superieur ä MF) est 
moindre que la longueur fixe iF. Donc, si le point M 
est siifßsamment eloigne du point i, dans un sens ou 
dans l’autre, MF sera superieur ä MM'. 

Si D coupe la cöurbe en deux points M^,N,eile contient necessai¬ 
rement des points Interieurs (car, par les points /''F, situes du meme 
c6te de la directrice, on peut faire passer des cercles sans point 
commun avec eile (^); ce ne peuvent etre (dapres ce qui precede) 
que les points du segment MN. 

On voit donc que : 

Sinne droiie est sans point commun avec une parabole, eile lui est 
entierement exterieure. 

■^1) Tel est, paresemplo, eohii qui est tangent 4 une parallele ä la directrice en cehu des deux 
points qui est le plus rapproche de cette droite. 



Fig. 439. 
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Si eile la conpe en deux points, le segment compris entre ces deux 
points est ä l'interieur de la parabole; ses prolongemenls, ä Ve.xie- 
rieur. 

Si la droite est tangente^ tous ses points sont exterieurs ä la para~ 
hole, sanfte point. de contact. La parabole et sa region Interieure sont 
alors tont enticres du meine cöte de la droite. 

La region interieure ä une 2Mrabole est convexe. 


Enfin. nous savons (522 bis) que, si une droite est parallele ä 
1 axe et, par consequent (nuniero precedent), coupe la courbe en iin 
seid point, eile est divisee par ce point commiin en deux demi- 
droites, dont l’une (celle qui contient le point de rencontre de la 
dioite axec la diiectrice) est tout entiere exterieure li la parabole/ 
Tautre, tout entiere interieure. 


525. Nous aurons, comme precedemment, ä prouver que la dell- 
nidon donnee tout ä Theure, de la tangente ä la parabole, 
Concorde avec celle que Ton deduirait de la definition genörale des 
tangentes. 

C est ce que nous ferons par des raisonnements tout semblablos ä 
ceux qui ont ete employes pour Fellipse (499,499 bis) et l’hyperbole 
M etant un point de la parabole, c’est-ä-dire le centre d’un cercle 
passant par F et tangent ö la directrice en- M', seit N un second 
point de la courbe voisine du premier, le cercle de centre N et de 
rayon NF etant tangent ä la directrice en N'. Ces deux cerctes ont 
un second point d’intersection f symetrique de F par rapport ä 
MN, et la droite Ff coupe la directrice au milieu I de M'N' 
if>9- 438). 

Lorsque le point N' tend vers M',Ji en est de meme du point I 
Comme on a, d’autre part, = IF. I/; et que IF tend vers une 
limite differente de zero, la distance 1/tend vers zero. Le point f 
tend donc, lui aussi, vers M' et la droite MN tend vers la perpen- 
cCchZ. laquelle est, par consequent, la tangente 

Le triangleisoscele M'MF montre, dailleurs, evidemment que ce 
lesultat equivaut au suivant ; 

TMoreme, - La tangente ä la parahok divise en deux parties 
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egales Vangle forme par le rayon vecteur de point du contaci ei la 
perpendiculaire abaissee de ce point siir la direclrke. 

Nous poLivons, d’iin auLre cöte, dernontrer cette meme proposiüon 
en imitant le raisonnement du n° 499 bis. Si, pour fixer les idees, le 
rayon vecleur FiN est pluspeülque FM {ßg. 440), 
la disLance NN' du point N ä la direclrice devra 
6tre plus petite, — et cela de la mdine quantite, 

— que la distance analogue MM'. Autremeiit 
dit, si, du point N, nous abaissons la perpendi¬ 
culaire NP SLir MM' (de maniere que M'P = N'N) 
et si, du point N comine centre, avec FN conime 
rayon, nous decrivons un arc de cercle, jusqu’ä 
rencontre en Q avec le rayon vecteur F^M, on 
auraMP = MQ. 

Prenons alors, sur MP prolonge, un point 
determine, par exemple le point M': la parallele 
ä PN menöe par ce point ne sera autre que la directrice. Si, par le 
point t oii cette directrice coupe la droite MN prolongee, nous 
menons une parallele ä NQ, cette parallele interceptera sur MFun 
Segment egal ä MM', puisqu’elle formera avec les droites MM', M'/, 
MF une figure semblable ä MNPQ (*) : autrement dit, eile passera 
par le point F. D’autre part, lorsque le pointN tend vers M, l’angle 
de NQ avec MF tend vers 1 dr. (*); donc la droite Ft tend vers la 
perpendiculaire FT elevde en F ä FM, et la droite Mt, vers la droite 
MT qui joint le point M au point T oCi la perpendiculaire en qiies- 
tion coupe la directrice. 

D’ailleurs,'cette droite MT est bien bissectrice de Pangle M'MF, en 
vertu de l’egalite des triangles rectangles (Q MM'T, MFT. 

Corollaire. — La normale ä la pavabole est bissectrice de l angle gue 
forme le rayon vecteur du point de contact avec le prolongement de la 
perpendiculaire abaissee de ce point sur la directrice (Q. 

526. De ce qui precede resulte : 

Theoreme. — Le Heu des symetriques du foyer d’une parabole par 
Tapport ä ses tangentes est la directrice. 

Par suite, aussi : , 

(1) Coitiparer n“ 499 bis. 
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Theoreme. — Ze Heu des projeclions du foyer d’une parahole sur 
ses tangentes est la iangenle au sonimet. 



En effet, ce lieu est (comparer 500) iiornothetitiue 
du precedenL par rapport au point F, avec 1/2 comme 
rapport d’Iiomothetie. 

G’esL donc la perpendiculaire elevee au milieii A 
de la droite FL distance du Ibyer ä Ja direcLricc, 
ifig. 441) : autrement dit, la tangente au sommeL, 

Inversement. — Sl le sommet d'un angle droil 


decrit une droile, pendant qu'un des edles passe par 
un point fixe, l'aiilre cöte resle tanyenl ä wie parabole fixe : celle 
quia le point donne pour foyer et la droite donnee pour tangente 


au sommet. 


527. Probleme. — Mener ä la parahole une iangenle parallele (I 
une direciion donnee. 

Le symetrique du foyer par rapport a la Langente cliercliee so 
trouve ä l’intersection de la directrice avec ,1a perpendiculaire ä la 
direction donnee, menee par le foyer. 

II y a toujours une solution (et une seule) sauf quand la direction 
donnee est parallele ä Taxe (la perpendiculaire etant alors parallele 
ä la directrice et la tangente rejetee h Tinfini). 

528. Probleme. — Mener une iangenle ä la parahole par un point 
de son plan. 

Soit a mener, a une parabole de foyer F {fig. 442) une langen tc 
par un point donne P. Le symetrique / du point F par .rapport a 
cette tangente se trouvera : 1“ sur la directrice; 2° sur la circonfe- 
rence de centre P et de rayon PF. 

Inversement, tout point commun ä ces deux lignes sera le syme¬ 
trique du foyer par rapport a une tangente rdpondantäla question. 

Le Probleme est possible si la circonference de centre P et de 

rayon PF coupe la directrice, c’est-ä-dire si le point P est exterieur 
a la courbe. 


Si le point P est Interieur, il n’y a aiicune solution; si le point P 
est sui a couibe, une solution unique, la tangente en ce point, 

representant deux tangentes confondues. 


Rbsiahq™. — De m4me que l’ellipse, la parabole 
tout enUbre dansTansle par deua taugenles. 


est comprise 
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529. Theoremes. — Si, d'un pohit, on mene ä une parahole les deux 
tangenles : 

1“ Ces langente& sont vues du foyer sous des angles egaiix ; 

2“ Leurs progeciions sur la directrice soril egales; 

3“ L’arigle qu'eiles forment a meine bisseclrice que rangle forme par 
la droiie quijoint le point donne au foyer et par la demi-droiie menee 
parallelement ä l'axe, vers l’interieur de la parabole. . 

1" Reprenons la figiire du n° pi’ecedent et soient /, f\ les syme- 
Lriques du foyer par rapport aux deux tangeiites; M, Mj les poinls 
de contact, lesquels s’obtiennent en coupant les tangentes par les 
perpendiculaires ä la directrice. Nolls voülons demontrer que Ton a 

M[^ = ]^FP. 

Or rangle MFP est egal Ö/P, puisqu’il esL soii^symetriqiie par 
rapport ä PM; de rnörne l’angle MjFP est egal ä Mj/iP, 

Mais les angles M/i^, sont egaux entre eux, car ils sont 

evidemment (PL, 62) symetriques l’un 
de l’autre par rapport ä la perpendi- 
ciilaire Pp abaissee du point P sur la 
directrice; la proposition est donc 
dcmontrde. 

' 2" Les projections des deux tan- 
geiiLes sur la directrice sont les Seg¬ 
ments p/, p/i, rnanifestement egaux 
entre eux, 

3° Soient P.» la parallele ä Faxe, 
menee vers l’iuterieur de la para¬ 
bole . (c’est-ä-dire, suivarit les cas, 
la demi-droite ?p ou son prolongement); P;y la bissectrice de 

Fangle FPa?. 

On montrera, comme au n° 504, que Fangle pPI^est la moitie de 
Fangle a?P/'el Fangle pPMj, la moitie de Fangle a-'P/. 

Mais les angles a?P/', arP/^ sont egaux entre eux : donc la droite Py 
fait des angles egaux avec les deux tangentes. Elle est dailleurs 
Interieure ä leur angle, puisque les deux droites PF, Pa* sont 
interieures ä cet angle (n° preced., Rem.) ; eile en est donc la 
bissectrice. 
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530. Theoreme. — La Heu des sommeis des angles droits clrconscrits 
ä la parahole esi la direclrice. 

En effet, daiis la figure precedenLe, si l’angle MPIVI^ = MPF 
FPM, esl droit, la somme des angles /'PF,' FP/j, respecLiveinent 

doiibles de MPF, FPMj esl egale ä deux droits, de sorto qiie Ic 
point P est sur la droite ff\, et reciproquement. 

531. La defmilion donnee, en premier lieu, de la parabole est 
tres differente de celles qui ont ete donnees de l’ellipse et. de l'hy- 
perhole; mais il n’en est pas de meme de celle qui liii a ete 
subsliluee au n° 522, laquelle est evidemment analogue aux deli- 
nitions de Pellipse et de rbyperbole donnees aux n“'* 497, 509. Getto 
analogie se retrouve dans les Iheoremes qui vieniient d’etre 
demontres. Elle peut ötre precisee par le theorerne suivant. 

Theoreme. La parabole esi la Imiite d'une ellipse (om d'une hi/pcv- 
bole) dont im foyer et le sommel voisin restent fixes, pendanl quo 

l'auire foyer s'öloigne indefiniment sur 
l'axe. 

Soient F le foyer d'une para])ole, 

A le sommet, de sorte que la direc- 
trice est la perpendiculaire ä FA ine- 
nee par le point L, symetrique de A 
par rapport ä F {fig. 443). Gonside- 
rons une ellipse E ayant pour fdyers 
le point F et un point F' situe sur AF 
prolonge au delä de F. Le cerclo 
directeiir C qui a F' pour centre passe 
par le point L (puisque celui-ci est 
situe sur le prolongement de F' A et 
tel que AL = AF) et est tangerit en ce 
point ä la directrice de la parabole. 
Un point M de la parabole (auire que le sommet) est exterieur ä toule 
ellipse teile que E. Car il est le centre d’un cercle c passant par F et 
touchant la directrice, lequel doit, par consequent, couper le cercle 
C, puisque celui-ci passe entre le point F et la directrice. 

Il est clair que le meme raisonnement s’appliquerait ä un point 
exterieur ä la parabole. 
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- All contraire, soit M' un poinl; inlerieiir ä la parabole, rnais 
d’aüleiii’S aussi voisin de la coiirbe cju'on le voudra. Je dis qiie l'on 
pourra trouver sur Taxe un j)oint F'o lei qve, pour ioute posllion 
du point F' siiuee au delä de F''„, l’ellipse E coniprenne le point M' ä 
son Interieur, 

En effet, le cercle c' de cenlre M' et de rayon M F n’a auciin point 
coinmun avec la directrice. On peut, des lors, trouver un cercle Co, 
ayaiit pour centre un point F'o, situe du meme cöte du point L que 
F, tangent en L ä la directrice et auquel c' soit tangent interieu- 
rement (‘). Un cercle C, tangent ä Go et ayant pour centre un point 
F' de Faxe situe au delä de F'„, comprendra ä son Interieur le cercle 
Co et, par suite, le cercle c'. Par consequent, le point M' sera bien 
interieur ä Fellipse E qui aura F et F' pour foyers, C pour cercle 
directeur. 

II resulte de ce que nous venons de voir que si M est un point 
quelconque de la parabole, M' un point intörieur ä la courbe, mais 
aussi voisin qu’on le veut de M, Fellipse E, lorsque son second Foyer 
F'sera sufnsamment eloigne, Lraversera le segment de droite MMC 
En un m.ot, Vellipse E, toujnurs interieure ä laparahole, s'en rapproche 
inddßnimimt ä mesüre que le point F' s'dloigne sur laxe. 

Soit de mdine une hyperbole H qui a pour foyers le point F et 
un point F' de Faxe, situe, par rapport ä la directrice, du ccUe oä 
n’est pas le point F, le cercle directeur G de centre F' etant tangent 
en L ä la directrice {ßg. 444). Nous considererons plus specialeinent 
la branche de cette hyperbole voisine de F, brauche dont le sommet 
n’est autre que le sommet A de la parabole (^). 

7’out poinl M prü sur la parabole ou ä son interieur est interieur ä 
la branche d'hyperbole : car le cercle c de 
centre M et de rayon MF est sans point 
comrnun avec C, ces deux lignes etant 
de part et d’autre de la directrice. 


(1) La parallölo moneo A la directrice, ä une distanco 

dgale au rayon M'F de c' ot du cötö de cette directrice oti 
est la courbe, fiff. 443 bü, laisso le point M' et la direc¬ 
trice (lo part et d'autro (puisquo la distance du point M'' A 
la directrice est supdrieuro A MUi’). Dono lo cercle pas¬ 
sant par M' et tangent A cette parallfele au point H oü 
eile roncontre Taxe, aura son centre au dolA de I-I. Le Fiß. 443 bis. 

cercle concentrique A celui-lA et passant par L remplit les 

conditions indiqudos. _ _ , ^ 

(2) La seconde branche de l’hyperbole s’dloigne tout entiöre inddflniment a'o’co le point F'. 
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Au contraire, toutpoini M' exUrieur ä la parahole devient ßxterieur 
ä Vhyperbole lonque le point F' est sufßsamment cloigne. En effet, le 

cercle c' de centre M' et de 
rayon M'F a des points P 
du cOte de la directrice oii 
n’est pas le point F. On peut 
donc clioisir le point F' de 
maniere que le cercle Co 
ayant ce point pour centre 
et passant en L coupe c' (il 
suffit de faire passer le cer¬ 
cle Cparun point P, k l’aide 
de la constr. 13, liv. Jl, 
n'’ 90). Si F'o est la position 
ainsi troiivee du point F', 
tous les cercles G dont les 
centres sont situes au delii 
, .■ de F'o conperont ögalement 

c', puisqu’ils passent entre C„ et la directrice. Les liyperboles qiii 
auront ces cercles pour cercles directeurs et F pour foyer laisseront 
donc le point M' äl’exterieur. 

^ II en resulte, comme tout k Fheure, que les liyperboles H, tout en 
etant exterieures k la parabole, s’en rapproclient indefiniment ä 
mesure que le point F' s’eloigne. 

Les trois courbes (ellipse, hyperbole, parabole), dont nous avous 
constate l’analogie, ont ete reunies sous la denomination commune 

e comques. La raison de cette denomination est donnee plus 
loin (720). ^ 



532. Diametres de la imrabole. 

a UM mime imetim est une pmiUk ä faxe (ou nlus exnHt.mpnt i„ 

ruptm ie cette pa,■atme situeeä HntMene ie la ^Zll 

™ restanr^rlL';"’“’ "" Lorsque !a droite D se deplace 

pai-ranBoit a n d J d P»ta‘ /'. synittriqua du fojei' 

Ic poitt “ e?ie’p„r “’l ä. celle diroction passanl par 

i ^ M N i IT T aveo la directrice, lesle (Ixe, 

M' etN' i'eiirs proiLtioiT de D avec k parallele, 

ft , lears piojeeliops sur ia directrice (*. 438), Je point 1 est k 
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niilieu de M'N'. I.,e milieu de MN est donc siir la parallele ä Taxe menee 
par I, laquelle est fixe ainsi que nous venons de le voir. 

Inversement, tout point pris sur la parallele ä faxe mene par I el a 
l’interieiir de la parabole sera le milieu de la corde interceptee par la 
courbe sur la parallele ä D menee par ce point. 

La droite, lieu des milieux des cordes interceptees par la parabole sur 
les droites paralleles ä une mbme direction, est dite le diametre conjugub 
de cette direcLion. 

Remarque. — I. II est clair que Ic diametre conjugmi d'iine direction 
mipe la parabole au point-de conlaet de la tangenle parallele ä cette direc¬ 
tion : ceci n’est que rapplication du raisoniiement precedent au cas 
oü les points M et N sont confondus, 

II. • II y arme direction (et une seule) ä laquelle ne correspond aucun 
diametre : o'est celle de l'axe de la parabole, puisqu’une parallele ä faxe ne 
coiipe la courbe qu’en un point ä distance finie. 

532 bis. Theoreme. — Le point de concours des tangentes 'meniies ä la 
parabole aux extrömites d’une corde quelco7ique est sur le diamHre conjugue 
de la direction de cetle corde. 

Nous avons vu en effet (529), que si, d’un point P du plan, on mfene les 
tangentes PM, PM,^ ä la parabole, ces tangentes ont leurs projectious 
pA Pfi ifiQ' sur la directrice ögales, de sorle que le poiut p est le 
milieu de ff^. Dös lors il est clair que la parallele ä faxe, menee par le 
point P, passe par le milieu de MM^. 

533. Definitions. — Soient (comparer n° 492.) Ox, Oy deux axes 
de coordonnees; M, un point du plan dont les coordonnees sont 
0?n = x, mM = y. 

Par le point M, soit tracee une courbe 
admettant en ce point une tangente. Si T 
{fig, 445) est le point oü cette tangente coupe 
Taxe Ox, le segment Tm est dit la sous-tangente 
de la courbe en M. 

De möme, on appelle sous-normale le Seg¬ 
ment intercepte ä partir du point m, sur Oa?, 
par la normale ä la courbe. 

Theoreme. —La parabole etant rapportee ä son axe et a l& tangenle 
a.u som^net, la sous-tangente en un point quelconque est double de 
Vabscisse du point de contact. 

Soient M un point de la parabole, m sa projection sur Faxe, M' sa 
projection sur la directrice, T ie point de rencontre de Taxe avec la 



Fig. 44o. 
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tangenle en M; le foyer, le sommet et la projection du foyer sur !a 
direclrice elant toiijours designes par F, A, L {ßg. 446). Nous avons 
ä montrer que le point A est le milieu de Tm. 

Or le triangle MFT est isoscele. Car les angles MTF--='fM^' et 

IMF sont egaux; donc on aFT = FM =MM'= mL. Donc le segment 
AT =: FT — FA est egal au segment km = hm — AL. 

534. Theoreme. — La parahole elant rapportee ä son axe el d la 
iangente au sommet, la sous-yiormalß est 
constanie et egale au parametre. 

Reprenons, en effet, la figure prece- 
dente etmenonsla normale MN, laquelle 
est parallele ä FM', pnisque celte der- 
niere droite est perpendiculaire ä la 
tangente. Le Parallelogramme M'M FN 
monlre que l’on a FN.= MM' = wL et, 
par Cünsdquent, le segment wN, difle- 
rence entre LN etLm, est egal au parametre LF, qui estla differeiice 
entreLNetFN. 



535. Remarque. — On retrouve tres aisement Tequation de la 
parabole, rapportee ä son axe et äsa tangente au sommet (n"522 l^ü), 
en Observant que dans le triangle rectangle TMN, oü wiM est la 
hauteur, on a 

mM^ = fnü niN = 2A?n. LF 

ou yf = ^px. Reciproquement, un point dont les coordonnees y' 
verifient cette equation appartient ä la parabole ; sur cette courbe, 
en effet, d y a un point et un seul dont l’ordonnee est ?/', puisque 
toute parallele ä Faxe rencontre la parabole en un point et un seul; 
l abscissedecapoint doit verifier 1 equation y'^ = =lpx, eile est donc 


Par consequent aussi, etant donnes deux axes rectangulaires, le 
leu des points leb que leurs ahscisses, toutes de mSme sens, multipUdes 
parme longueur constante2p, donnent des produit-s egaux aux carres 
ae leurs ordomrees, est une parahole. 

-.eci lesulte de ce que nous venons de dire (comparer 500 Rec V 
en .artu de ce faU gu'ü e.iete uee parabole ayanl a« ;, poar 
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tangente au sommet les axes donnes et pour parametre la loogueiir 
p (c’est celle qiii aura pour l'oyer le point situe sur Taxe et d’abscisee 
V 

— et pour directrice la parallele ä la tangente au sommet, menee 

par le point symetrique du foyer par rapport ä celle-ci]. Cette 
parabüle esl le lieu cherche. 

536. Plus göneralement, supposons la parabole rapportee ä un diametre 
et ä la tangente ä l'exlremüe de ce diametre. 


Theoreme. — La paraboli Mant rapportee ä un diametre et ä la tangente 
ä Vextrernite de ce diametre, la sous-tangente est double de Vahseme du point 
de contacl. 

Soient Oa? le diaraeti'e, Oy ia tangente h son extrdmite {fig. 447); M, un 
point de la courbe, dont l’abscisse est Om et 
Tordonnee jnM. La tangente en M coupe Oy 
en P et Oa en T. 

Le diametre qui passe en P, c'est-a-dire la 
parallele k Ox mende par ce point, passant au 
milieu de OM (532 bis), le triangle MOT inontre 
que le point P e.st le milieu de MT, d’oü 
resulte, dans le triangle TmM, que le point 0 est le milieu de Tw. 



Theoreme. — La parabole dtant rapportee ä un diamitre et ä la tangente 
ä Vextrimiti de ce diametre, le carrö de l'ordonnäe est proportionnel d 
fabscisse. 

Ox et Oy ayant la mdme signification que dans la 
figure precedente, seit M im point de la courbe, dont 
Fabscisse est Om et Tordonuee mM, sa projection 
sur la directrice etant M' [ßg. 448). 

Si /' est le symetrique du foyer F par rapport ä Mw, 
la droite Ff passe (523) par le point I oü Ox ren- 
contre la directrice et Ton a 



IM^ 


IF. I/. 


Mais puisque f est le symetrique de F par rapport ä M?n, I le symd- 
trique de F par rapport ä Oy (526), la distance If est (PL, 102 bis) double 
de la distance OK {fig. 448) des deux paralleles Oy, mM, tandis que IM' est 
dgal h la distance MH des deux paralleles Ox, MM'. L’egalite prdcedenle 
peut donc s’dcrire , 

MH^ = 201. IF. 


Enfm, si, par le point F, nous 
Geometrie. II. 


menons la parallele ä Oy, jusqu’ä 
17- 





*25'' GfiOMKTRIE. 

renconire en G avec Ox, les trois Iriangles 0Km,IFG sont semblables 
et oonnent 

M _ m{ _ iF_ 

Mm ~ Om ~ IG 

L’egalitd MH^ = 20K. IF etant homogene par rapport ä MH, OK, IF, 
noiis pouvons remplacer ces quantites par leurs vaieurs proportionnelles 
et il vienfc 

Mm^ = 20m., IG^, 

ce qui demontre le theoreme : car IG est indepenclant de la position du 
point M sur la courhe. 

La droile Oy, parallMe a FG, divisant en deux parlies egales le cfM.e IF 
du triangie IFG, le point 0 est le milieu de IG. La iongueur IG est double 
de 10 (ou encore du rayon vecteur OF). 

^ Invenernent, si le carre de VordonMe d’un point est 6gal au double de 
rahsdsse du meine point, multiplie par IG, ce point est sur la parabole {du 
rnoins s'il csl du irdme c6t6 qu'elle par .rapport ä Oy). 

_ Geci_ resulle (comparer n” precöd., n“ 502) de ce que, sur une parallele 
d Ox, iJ n existe qu un point satisfaisant ä la condition precedente. 

^ Par consequent aussi, 6tant donn6s deux axes quelconques 0», Qy, le 
Heu des points situ6s, par rapport ä Oy, du mMe cöte que la demüdroite 0.'r 
et tels que les carres de leurs ordonndes soient dgaux ä leurs abscisses, muUi- 
phees par une lonqueur constante 2p', est une parabole. II suffit, pour le voir, 
de montrer qu'il existe une parabole tangente a Oy en 0, ayant son axc 
parallele ä Oa; et teile que la Iongueur dösignee, dans le raisonnement 
precedent, par IG soit ögale a 27 '. Or on obtiendra une teile parabole 
en portant, sur Oa; prolonge au delä du point 0, une Iongueur 01 c^gale 

a — et prenant pour directrice la perpendiculaire en I a Oa;, pour foyer, 
le synietrique de I par rapport ä Oy. 
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EXERGICES 


793. Toutes les paraboles sont somblables entre elles. 

794. Trouver le lieu des points tels que la somme ou la difference de leiirs dis- 
tances a iia poiiit donne et a une- di’oite donriee seit constantc. 

795. Mener une normale ä une parabole par un point A de son axe. Dans quelle 
region de celui-ci doit se trouver le point dünne pour que le probleme alt une 
Solution (autre que Taxe)? 

Lieu du pied de la normale lorsque, A restant fixe, la parabole, en restant de 
grandeur constante, subit une translation parallele ä son axe. 

796. Lieu du meine point lorsque la parabole varle de maniere ä ce que son foyer 
et la clirection de son axe restent fixes. 

797. Deux paraboles homofocales, c’est-ä-dire qui ontmßrne foyer et mßme direc- 
tion d’axG, ne peuvent se couper qu’A angie droit. 

798. M etant un point quelconque du plan, on decrit, sur la droite qui Joint ce 
point i\ un point fixe A, comme diarnetre, une circonference, a laquelle on mene une 
tangente D' parallble t\ une droite donnee D. Lieu du point M tel que sa distance d 
la droite D' soit constante. 

799. La tangente en un point G d’une liyperbole de foyers F et F' coupe une 
asymptote en 0. Montrer qu’il existe une parabole de ioyer (f tangente en F et 
F' ä OF et d OF'. 

Reciproque. — Montrer que cette proposition n’est qu'un cas particulier de 
l’exercice 783. 

800. Etendre d la parabole Fexercice 760. 

La portion d’une tangenle variable ä une parabole, comprise entre deux tangentes 
fixes, est projetde sur la directrice suivant un segment de longueur constante. 

801. Si un point parcourt une tangente fi.xe d une parabole, l’angle du rayon vec- 
teur joignant ce point au foyer avec la seconde tangente rnenee du meine point dla 
courbe est constant. 

802. Si P est d’intersection des tangentes menees en M et Mj d une parabole de 
foyer F : 

1“ La distance PF est raoyenne proportionnelle entre FM et FMi; 

FM / PM \ ® 

2- U rapport — Kt ipal a 

803. Gonstruire une parabole, connaissant: 

l“ Le foyer et deux poiiits ; 

2 “ La directrice et deux points. Condition de possibilite. (Les deux points dtant 
donnes tout d’abord, il faut que ia directrice ne coupe pns un certain cercle. Lors- 
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qn'elle est tangente ä ce cercle, il y a deux Solutions confondues. Moiitrei' que les 
tangentes meuees par les deux points doiines ä la parabole obteuue sont alors 
rectangulaires. 

Si ondoime d’abord la directrice et l'un des points, l’autre point doit ötre intd- 
rieui' a une certaine parabole, dite mrabole de sfirete 

3° Le foyer et deux tangentes,. 

4° La directrice et deux tangentes; ^ 

5 “ Le foyer, im point et une tangente. Condition de possibilitd; 

6 “ La directrioe, un point et une tangente. La tangente et la directrice dtant 
d’abord donnees, dans quelles regions doit se trouver le point pour que le problerne 
soit possible? 

7° Deux tangentes et teurs points de contact (appliquer 532 bis); 

8 ° La direction d’axe et trois points. 

S04. Le lieu des foyers des paraboles tangentes ä trois, droites donndea est le 
cercle circonscrit au triangle forme par ces trois droites (e.x. 801 ou PI., ex. 7ä). 

Montrer (PI., exercice 373) que les directrices des paraboles en question passent 
par le point de rencontre des hauteurs du triaugle. 

805. Gonstruire la parabole tangente k quatre droites donndes. 


SOö.Lieu des sommetsdesangles droits dont lescölds sont respectivementtangents 
ä deux paraboles honiofocales (ex. 797) donnees. 

807. Si d’un point P, on mdne, 4 une parabole de foyer F, les tangentes PM, PMi 
le eentre 0 du cercle PMMi est sur le cercle FMMj et le segment OP est vn de F 
SOUS une angle droit. 

808. Deux tangentes d’une parabole sont diyisdes par trois autres tangentes 
quelconqnes en Partie proportionnelles. Gas oü les deux premieres tangentes sont 
dgales entre eiles. 


809. Rdciproquement, si cinq droites sont telles que deux d’entre elles soient 
divisdes semblaiilement par les trois autres, elles sont en gdndral tangentes 4 uno 
nieme parabole (ex. 805). Queis sont les cas d’exception? 

Deduire de la l’exercice 356 de la Gdometrie plane. 


810. Dans rexereice214 de la Gdometrie plane, chaque droite de la figure mobile 
reste tangente 4 une parabole fixe. 

811. Deux tangentes d’une parabole dtant donndes, si on leur mene des paralleles 
par un point 1 de la corde de contact, la diagonale du Parallelogramme ainsi forme 
qui iie passe pas par le point I est tangente 4 la courbe. 


812. Si, d’un point de la base d’un triangle, on abaisse des perpendicnlaires sur 
les deux autres cötes, la droite qui joint les pieds de ces perpendicnlaires est lan- 
gente a une parabole fixe (ex. 809). Le foyer de cette parabole est le pied de la 
hauteur du triangle, La directrice estla droite qui joint les pieds des deux autres 
hauteurs (appliquer 530). 


813. Dans un triangle rectangle, le sommet de l’angle droit est fixe, un auti 
sommet parcourt une droite fixe, pendant que l’hypotenuse reste perpendiculaire 
cette dl Ölte fixe. Lieu du troisieme sommet. 


(1) Celle Joijoinination est empruntee k 
dans le le.xLo. 


la tlieode du tir, laquelle conduit au problömo posö 
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Pius generalement, les cotes d’un angle droit pivolent respeeLivernont autonr de 
cleux: points fixes. Lieu de l’inlersection de Tun de ces cöle.s avec la perpendicnlaice 
ä une droite fixe, menee ä son point de rencontre avec l’autre cote. 

814. IJeu des projections du foyer d’une parabole sur los normale.s. 

814 bis. Lieu de TinLersection des normales rectangulaires ä une parabole. 

815. Le lieu des points obtenus en multipliant les coordonnee.s de chaque point 
d’une parabole par des nombres constants est une nouvelle parabole. 

815 bis. On trace, par le sommet d’une parabole de ])ararnetro p, un cercle 
quclconque ayant son centro sur Taxe de la parabole, du raenie crtto quo le l'oyer 
par rapport au sommet; par Tun ou raiitre des points de ce cercle qui se projeltent 
sur Laxe au point dont l’abscisse est 2p, on mene une parallele ä l’axo; celle-ci 
rencontre le cercle en un second point M qui decrit la parabole quand on fait varier 
le centre du cercle. 

816. Deux paraboles d’axes paralleles soiit liomothdtiques (on simplifiera en .sup- 
posant d’abord que les deux courbes ont un sommet ou un l'oyer cornmun). 
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CHAPITRE I¥ 

HELICE 

537. Definitions. — SoU une courbe plane (G) [ßg. 441i 
1 on puisse delinir la loiigueur d’un arc quelconque de ce 
(PI., 179, Note). C’esfc ce qui arrive, en particiilier, daos I 
courbe (C) esl iin oercle. Noiis pouvons, de plus, detnoi: 
ce cas, le iheoreme suivant : 

Theoreme. — Le rapport d'iin arc ä sa corde lend i 
lorsque l'arc tend aens zero. 

11 resuUe, en elTet, du n® 179 qu’un arc de cercle (plus p 
denii-circonference) est compris eiUre sa corde et la s 
tangentes menöes ä ses svf.reTnites et terminees ä leur po; 
seclion : le rapport de la corde k l’arc est donc plus pc 
mais plus grand qiie le rapport de la corde aiasomme des 
aux extreiiiites; or 11 resulte du n® 177 que ce deriiier raj 
vers 1 lorsque l’arc tend A^ers zero {‘). 

Noiis venons de faire le raisonnement pouriin arc de ce 
.11 subsiste (en vertu des remarques faites n“ 179, Note) po' 
arcs de courbes dont on peut definir la longiieur. 

Prenons, d’autre part, une droite indefmie {fig, 
laquelle nous aurons choisi un sens positif. Nous poiir 
correspondre ä chaque point de (C) un point de d( 
que 1 arc compris entre deiixpoints c|uelconqnes de (C) s 
la distance des deux points qui leur correspondent sur la ( 

Pourcela, nous prendrons sur (G) un point 0 et, sur 
point Oj, que nous ferons correspondre l’un aPautre. 

Nous nommerons abscisse curviligne d'un point M de 1 

(I) A^oir aussL Bourlet, yr/ö'onomcfri'e, n» 99; p. UO. 
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relative ä Vorigine 0, la longiieur de l’arc OM, prise positivem ent daiis 

im certain sens (par exernple, 

celui qui est marque par une <c) 

fleche sur la figure 449), negati- - _ 

. j 1 , X o, ^ Ivi; -T“ 

vement dans le sens oppose. /o 

Nous ferons correspondre, ä 
chaque point M de (C), le point 

Mj de la droite dont Vab^eü^e reciiligne O^Mj est egale, en graii- 
deur et signe, ä l’abscisse curviligne de M. 

Si la courbe (C) est indefmie dans les deux sens, on a ainsi associe 
ä chaque point de cette courbe un point delermine de la droite 
et inversement. 

Supposons, au contraire, que la courbe (C) soit fermee {fig. 450) 
et soit / salongueur. Les abscisses comprises entre 0 et /, — autre- 
ment dit, les points de la droite compris entre le point Oj et 
Fexlremite d’un segrnent Oj O'j = l porte dans le sens positif —, 
correspondront aux differents points de la courbe, l’abscisse l 
correspondant, comine l’abscisse 0, au point 0 lui-ra6me. 

Pour les abscisses superieures ä nous adopterons la convent'ion 
usitee en trigonometrie (‘), savoir ; 

S’ils’agit d’ime abscisse comprise entre l ei 2/, egale, par exernple 
ä / + A {h etant une longueur comprise entre 0 et /), nous la consi- 
dörerons comme etant la sorame d’un arc egal ä / (arc dont rextremite 
sur (G) est le point 0, comme nous venons de le voir) et d’un arc 



Fig. 4ä0. 


OM = A : l’abscisse l + h correspondra donc au meme point M de (C) 
que l’abscisse ft; et par consequent, le point de tel que 
= l {fig. A^O) correspondra au meme point de (C) que M,. 
L’abscisse 2/ correspondra encore au point 0. 

S’il s’agit d’une abscisse comprise entre 21 et 3/, dgale ä 2/ -f ft 
(ft etant compris entre 0 et /), nous la considererons comme sornme 

(1) Voii’ Bgürlbt, Legons de Trigonometrie, ch. I, n““ 13 et suiv. 
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d’im ar-cegal ä2/, arc dont rextremde esL le point 0, et dun arc e^'al 
ä h. Le point correspondant de (G) sera donc le meine que pour 
l’abscisse h ; 

Et ainsi de suite. 

Des considerations toutes semblables s’appliqueront d’ailleurs (*) 
aux abscisses negatives. 


D apres ces conventions, nous voyons qn’an point de la droite 0 x 
correspondra ä un point parfailemeni determine de (C), inais quVt un 
point de (C) correspondroyit une infinite de poinls M^, M' M" 

MO, M(0, ... [fig, 450) de separes les uns des autres par des 
intervalles egaux ä l. 


538. Soient un cylindre droit, ayant pour base une courbe quel- 
conqiie (C), et une generatrice Oy de ce cylindre, coupant la courbe (C) 
en un pomt 0 , qui sera dit Vorigine des coordonnees curvilignes 

{ßg. 451). 

Pour definir un point M sur la siir- 
face du cylindre, il sulTira de se don- 
ner : 

l“ Le point m oü la generatrice me- 
nee par M coupe la courbe (C), ces qui 
se fera, en se donnant l'ahscisse cur- 
viligne Qm de co point, rapportee ä 
l’origine 0 ; 

2° Le Segment de generatrice mM, qui sera dit Vordonnee de M. 
Cette ordonnee sera prise avec le signe + oii avec le signe —, 
suivant le sens dans lequel eile devra ötre portee, un sens positif 
ayant ete indique sur la direction des generatrices du cylindre. 

L abscisse curviligne et l’ordonnee d’un point en seront dites les 
coordonnees sur le cylindre. 

Soient, d autre part, dans un plan, deux axes rectangulaires 0 ^. 25 , 
Nous ferons correspondre, au point M du cylindre, le point 
du plan qui aura,^ par rapport aux axes Opy^, mdmes coor- 
donnees que le point M sur la surface cylindrique. 

D’apres ce que nous avons vu au numero precedent, si la courbe 
(C) est indefinie,le point Mj ainsi defini sera unique; si, au contraire, 

(0 touRLET, Lecons de Trirjonomätrie, ch. I, n»» 13 ofc suiv. 



i (C) I 
Pio. 4Ö1. FiG, hU. 
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la coiirbe (G) est fermee et de longueiir Z, un point M du eylindre 
correspondra ä une infinite de points Mj, 

M',.- du plan, situes sur une meme pa¬ 
rallele ä Oa;, ä des intervalles egaux ä l 
{fig. 452). 

Une figure F etant donnee sur le cylin- 
dre, son developpement sera la figure 
plane Fj formee des points Mj qui cor- 
respondent, ainsi qu’il vient d’ötre dit, aux differents points M de F. 

Inversement, enrouler sur le eylindre une figure plane Fj, ce sera 
construire la figure F correspondante. 

539. La raison d’cHre de ces locutions apparaitra si Fon substitue au 
eylindre considdre un prisrae. 

Soit donne un prisme ABGD... A'B'G'D'... [fig. 453). Construisons, dans 
un plan : 

Un Parallelogramme A^B^ A'B', 6gal ä la face AB A'B^; 

Un Parallelogramme B^G^ B'G', dgal (^) ä la face BG B'G' et adjacent a 
A,B, A'B' suivant le cotd commun B.B' ; 

Un Parallelogramme C^Dj G'^D'^ egale ä Gl.) G'D' et adjacent a B^G^ BjGj 
suivant le c6t6 commun C^G^ ; 
et aiusi de suite. 

Nous aurons ainsi ötald sur le plan faire laterale du prisme. Or la 
constriiction prdeedente re vient ä iMoelopper cette aire laterale, au sens 



Fig. 4S3. 


du n° precedent, le röle dela ligne de base (G) etant jou6 par une section 
droite quelconque dhed... [fig. 453) du prisme. G’est. ce dont on se 
convaincra facilement en remarquant que les diffdrents cötes ab, &c, cd,.,. 

(1) Daus ces cleux parallölogrammes ögaux, il est souc-entendu (jue c’est la point qui 
correspond au point B, le point Cj au point G. 


M';’ 


M, M', M’,' 

0 ^---^ 


Fig. 432. • 
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de celte section droff:e se transforment en Segments a /) , b c toi 

prolongement les uns des aivtres. i i’”' ' 

Pour deflnir le developpement d’un cylindre, on pourrait remplaci 
cy indre par un prisme inscrit, developper ce dernier comme i] vient d 
dit, piiis passer a Ja limite en snpposant qne Je nombre des cöte 
Polygone de base augmente indetiniment de maniere que chacun c 
tende vers zero. 11 est cJair, d’apres les remarques precedentes q 
retomberait ainsi sur Je developpement, tel qu’il a dte defini aii’n» 
cedent. 

540. Poiir deflnir le developpement F, d’iine figure cylindriqu 
noiis avons du noiis donner sur le cylindre : 1° une generatrice 
2« une courbe de base (G). Mais on remarquera que la Ibrrne d( 
figure ne changerait pas si Fon snbstituait t 
j y y’ J generatrice Oy une autre generatrice O'y' [ßg. h 

l--.■■■■., courbe de base (C) une autre section dn 

V I V (G) du mßme cylindre.' 

0 j ^ \ 

.. Premier changemenL revient, en elTet, ä a 

^ "N menter toutes les abscisses d’une möme quantitc 
- savoir Farc O'O et par consequent, ü, faire subir i 

figure F^ une Iranslation parallele ä et egah 
Fiö. .is4. ceite quantite O'O. 

Le second changement revient de mdme ä ai 
menter •toutes les ordonnees d’une quantite,, a savoir la distai: 
des deux plans paralleles qui contiennent les lignes (C) et (G'); ( 
par consequent, ä faire subir ä la figure Fj une translation paralb 

Au reste, la remargue que nous venons de faire serait dvidente si F 
“ ‘“'“'“PP™®"' par le proc6d4 hidiqne 

541. On nomme hdlice Ja ligne obtenue en enroulant sur i 
cylindre une ligne droite. 

Si cette bgne droite est parallele ä la direction Op/^ (ßq. 482) q 
correspond aux gendratrices du cylindre, eile se transformera, p, 

ienroulement, en une de ces generatrices. 

Si, au contraire, la ligne droite donnee est parallele ä Faxe di 
abscisses Oja^j, eile se transformera en une section droite (C). 

Les sections droites et les generatrices sont donc des cas partici 
Hers d hehces. Toutefois, dans ce aui va suivre, lorsque Fon parlei 
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d’helice, il sera soiiYent soiis-entendu qiie ces denx cas limites sont 
exclus. 

542. Puisqiie (540) la forme du developpemenL d’ums figure est 
independante du choix de la courbe de base et, de l’origiue 0 des 
coordonnees, nous pourrons toujours supposer que cette origiiie est 
sur riielice. C’est ce que nous ferons desormais. 

Dans ces conditions, nous aurons le Lbeoreme suivant. 

Theoreme. — L'ordonnee d’un poini de llielice est proporlionnelle 
ä son abscisse curviligne. 

Ce lbeoreme, d’apres la definition de l'helice, revient au suixant : 

Bans un plan l'ordomiee d'itn point d'une droile passant 

par l'origine Oj est proportionnelle ä son abscisse. 

Or soienl Mj, Nj {fig. 455) deux points de la droite, ayant pour 
abscisses OpUp Opr^ et pour ordonnees r/qMi, n/Nj. Les triangies 
semblables OiuqMp Q^WiNi inonlrent bien que ron a 


Op/rq “ Opq 

0. Q. F. D„ 


543. Taiig-enle ii l’Iielice. 

La courbe de base (G) etant supposee admellre iine iangenle en 
cliacun de ses points, nous allons demontrer qu’il en est de meme 
pour rhelice, et trouver la position de cette tangente. 


Theoreme. — La Iangenle ä rhelice faii avec l'ax'dte dti cylindreun 
' angle consiani. 




Soient [fig. 456) 0 rorigine, M un point de riiellce obtenue en 
enroulant sur le* cylindre la droite OdA^[ßg. 455), et correspondant 
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au pomt Ml de cette droite. Soienl encore N un point de ]’helice 
voisin de M et corre.spondant au point de la droite OjMi; w, n, les 
projections des points M, N sur le plan de base; nj, les projec- 
tions de M„ Ni sur la.xe OiO^i; I, le point oü MN coupe le plan de 
base. Menons la parallele NH ä mn, jusqu’ä rencontre en H avec mM. 
et la parallele NiHi ä jusqua rencontre en Hi avec miMj. On a 
evidemment NH = ?aa, NiHi = miWi. De plus-le Segment MH, etant 

egal ä la difference des ordonnees mM, nN, est egal au Segment MHi, 
ditFerence des ordonnees WiMj, niNj. ' 

Or ies triangles semblables IMm, MNH donnent 

_NH mn 

Mm“HM~HM 

et les triangles semblables OiM,m,, MjNiHj, 

Qi^b ^1^1 m^n^ 

Mimi~^“Hyi' 

d’oü, par division (puisque Mm = M^m^; HM = HiMj), 




m,n„ 


Mais m,«, n’est autre que l’arc mn de la coürbe (C). Son rapport 
au Segment de droite mn tend doiic vers I’unitd lorsque le point n se 

rapproche indefmiment de m. Dono le rapport^tend aussi versl- 
et le Segment ml tend vers 0,m,. . 

La direction ml ayant pour limite, dans les mdmes conditions, la 
tangente mT 6, la courbe (C) en m, le point I tend vers le point T 
obtenu en portant sur cette tangente une longueur mT = 0 m . 

La secante MI tendantvers la position MT lorsque le point N tend 

vers M, la droite MT est la tangente a Thelice en M. 

^ngle que fait cette tangente avec la generatrice Mm est dgal ä 
0,M,m ear, du moment que l’on a Mm = M,m„ mT = 0,m„ les 
triangles rectangle^mT, M,m,0, sont egaux,, Cet angle est donc 
constant et egal ä M^O^i 

C. Q. p. D. 
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Corollaires. — I. L'helice fait avec les differents plans de sectiom 
droites un angle constant, complemenlaire de c(3lui qu’elle fait avec 
les generatrices. 

II. On appelle sous-Langente ä l’helice la projecLion mT, sur le plan 
de base, de la portion de tangenle jvlT inlerceptee enlre ce plan et 
le point de conlact. 

On Yoil que la sous-langenie ä l’helice esl egale ä l'abscisse curvi- 
ligyie du point de contact : on a mT = Opnj = arc Om. 

544, Plus generalement, soit une courbe quelconqiie MN Lracee 
sur le cylindre, laquelle aura pour developpernent une courbe 
[fig. 457) et non une droite. Donnons aiix lettres m, n, «j, 
I le meine sens qu’au numero precedeiit 
et soit Ij le point oü. la droite M^Nj coupe 
Taxe Oj x^. 

En raisonnant comme tout ä Pheure, on 
ml 

verra que le rapport —~ tend vers l’unite 

lorsque le point N se rapproche indefiniinent 
de M. 

Mais si la courbe MjN, a une tangente en le point Tj I.end vers 
Tintersection Tj de cette tangente avec Oj a-j, et nq tend vers nq Tj. 
Le Segment ml tend donc aussi vers m^ Tj et la droite MI tend vers 
une Position limite, ’obtenue en portant, sur la tangente ä (C) en 'm, 
un Segment mT = mjTj et joignant mT. Cette posilion limite MT 
est, des lors, la tangente ä la courbe MN. Elle fait (ainsi qu’on le 

verra comme au n“ precedent) avec Mm un angle egal ä TjMprq. 

On a donc le theoreme suivant ; 

Theoreme. — L'angle que fait wie ligne trade sur le cylindre 
avec la geniratrice qui passe pur un de ses pöinis est egal ä rangle 
que fait le cUveloppement de cette ligne avec l'ordonnee correspori- 
dante. 

Corollaire. — Vangle de deux lignes tracees sur le cylindre est egal 
ä Vangle de leurs developpements. Gar I’angle des deux lignes cylin- 
driques est egal ä la somme ou h la dillerence des angles qu’elles 
font avec la generatrice qui passe en leur point commun (puisque 
leurs tangentes sont dans un möme plan avec cette gendratrice) 





270 


«kümütijie. 


[ßg^ 4Ö8) eL, par (‘onst3(|iieiii, 


siHnino Oll ä |;j, iJilTsTs.'iiro fl 
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ang es que foni, los dihailoppomouis uv.m. ronioninM- oo^^‘^qi.Mol u. 
a cetle geiioralrico. * 

545 , 0„ norn .,,0 dn,,U.n„,a. d'.uu. .-„„..l,,. „;) 

I o5to,us «. porta,, , s,„. h I,„„ M,i, 

CO Ml, ,s,.Kuiai,l. MT Kill ii rill,...',«,, 

"""I'l«!"' <CM l.■ll|,|.,„■|,l,. ■, ,, 

SMHll lll,llrl.C), ,;„s,,K„„,„| 

öiiilnurc ,l(! Msliii ,,„i ..„lail.M. 

UK! ilii clla de M „(, ... 

d«s IiiiihLm de l,l e„u,.|,„ vei.sies de .M et 

njiicoiilro OM (:i](,fiMiManl. tlo M vors O. 

fll pH.nitivomenl, r,„™d-' h’“ 

flxee OMun de celte llne .. 

soinde lemaa,te,.irl,„„j,„„.aie„d„’. ' '‘"''"'‘iMiail e„ aya,.l 

543 ,,„e de., „,,ee,v ,f.,, 

de Oase. ' ' ' ‘'' C'i»ii/»/</,n«te de /„ e,„„7„. 

546. Les conditions nriM'ödioiln« e’-nawi- 
courbedel 3 ase(G). ' "‘d^pdofueiU, quollo ,,no h.oI !.. 

Supposons maiiiLenau(, inio oolfo oi «tn'i r 

iongueiir. Alors si nons nn. i ' 'd soif / sa 

o viuis, si Moiis porLons sur laxe 0 r i 

OjOj __ / ßt cfUG tvii’ l<' luli.if ' I I aiK iouj.^(ii‘nr 

1 ttiuc, pai 10 poiüL Mj., noiis menioMs nno ii i - 

Oiä'o “oiis savons (537, 538) nuo la iv., i i ' ’ //i '* 

paralleles Op/, o'?/vionf rö ' ^ (üilro los 

"i!/i vieiit rooonvrir am-A« > • 

entier, la droite o',,/, venanl, «,„• l-, l ■" ''Jlill•ll■■■ 

droite Oj^j. ■ ^ ■ nieiue Kdiiui'aUdco 0 ,y (jii,, j.j 
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üne droite issue du point o^ et coupant en un point 0' {ßg. 460) 
s’enroulera suivant une helice issue du point 0 et reveiiaut cotiper 
la generatrice Oy en un point o' tel que 
00 ' = o[0[. 

Si nous menons ä 0.?/, les paralleles 
Ol y\ V Oj , etc., situees ä la distance l 
les unes des autres et dont la premiere 
est situee ä la distance l de O)^), nous 
aurons ainsi partage le plan en handes 
qui, apres enroulement, viendront toütes 
recouvrir la premiere ; deux paralleles m[M[ ä Oy/^, situees ä 
une distance / Tune de Tautre, venant suivant la meine generatrice 
du cylindre. 

Si Mj, m) sont les points ofi ces deux paralleles coupent la droite 
OjOi, la difference m[M.[ — TOjMj est constante ei egale ä o)Op conime 
on le voit en menant la parallele ä O^a'^, jusqii’ii reocoiitre en 
Hj avec et remarquant que les triangles MJ-l^Mj, OiO'O) sont 
egaux, puisqu’ils sont equiangles et ont le cöte MjHi = /= OiO,'- 

Donc les points M^, Mj viendront s’enrouler suivant deux points 
M, M' situes sur la. mdme generatrice et separes par une distance 
MM' — o;o;. 

On appelle spires les portions d’hdlice suivant lesquelles viennent 
s’enrouler les Segments OjO), 0)0^^ O^^O^j... determines snr la droite 
OjOj par les paralleles Oj ?/), o'ß/ß dßy”^ precedemment tracees. 

7'outes les spires sont egales enire elles: elles sc deduisent les mies 
des autres par une translation parall&le aiix generatrices et de gran- 
deur egale ci o\0\ : car ä cliaque point M d’iine spire, obtenu par 
enroulement d’un point de la droite, correspond un point M' de 
la spire suivante, obtenu par enroulement d’un point M), et tel que 
le Segment MM' soit situe sur une generatrice et egal ä OjOj. 

La longLieiir o)Oi est dite \Qpas deThdlice. 

547. Helice circulaire. 

Supposons, enfin, que la courbe (G) soit un cercle et, par conse- 
quent, le cylindre donne un cylindre de revolution. 

Alors im point qqelconque M de l’lielice peut etre considere 
comme obtenu en faisant tourner le point 0 autour de Taxe du 
cylindre, d’un angle quelconque, ce qui donnera un point m du 


Ol 


y. 

M' 

H, 

" 5 ^ \b ! 

o; 




m, 

o'i 1 

o’i 



FiCt. 400. 
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cercle de base, puis tranjrporlant ce point, parallelement ä Taxe, 
d’une longueur proportionnelle ä l’arc Om, par conseqiient propor- 
tionnelle ä Tangle dont le point 0 atourne. 


Autremenl dit, un point qiielconque de l’helice se deduit du point 0 par 
■■ im deplacement iielicoidal dans lequel ia Iranslation et l’angle de rotation 
sollt dans uii rapport constant ('). 

Mais on peut dire plus : uii tel deplacement heiicoidal non seulemenj 
transibrme le point 0 en un autre point M de riidlice, 
mais encore trumforme tout autre point P de celle-ci en 
un point Q ögalement silue sur la courbe: il fait glisser 
l'helice sur elle-m^me. 

En eilet, des deux operations dont se coinpose le 
deplacement heiicoidal, la premiere, a savoir la lota- 
tion, a poiir effet d’augmenter l’abscisse curviligne Op 
du point P d’une quantitepg {fig. 461) egale ä Om, 
le point P veiiaiit alors en R sans que rordonnee soit 
cliangee ; la secoiide — la translation — d’augiuen- 
ter rordonnee (sans changer rahscisse) d’une quantitd IVQ = i/Q — pP 
egfile ä mM. 

Or on a pP _ mM 

‘.abscisse Op ~ abscisse Om’ 

puisque les points M et P sont sur l’helice. La valeur commune de ces 

, , , , , pP + mM , , , r/Q 

rapports est egale a c est-a-dire a Le point Q est dono bien 

un point de l’hölice. 

Ce qui precede fait comprendre l’origine de la loculion deplacement 
heiicoidal : on voit qu’un lei deplacement a la propriele de faire glisser 
sur elle-nienie une lielice. 




Remarques. — I. Si Ton admettait que Thelice a une tangente, le 
theoreme du n" 543 serait evident pour l’helice tracee sur 


le cylindre de revoliition. Si, en effet, M et P sont deux , 

points de cette helice (fig. 462), le deplacement heiicoidal 

qui a möme axe que le cylindre et qui amene Je point M / 

sur P fait glisser Fhelice sur elle-meme et, pai" consä- 

quent, umene la tangente en M sur la tangente cn P. Ces ^ 

deux tangentes doivent donc faire le meine angle avec la . 

direction des generatrices du cylindre, puisque celle-ci-n’a 
pas chang dans le deplacement heiicoidal en questioD. 

H. L helice est une courbe pauc/ie, c’est-a-dire non plane : Fm. 402 . 

nul arc MN de cette courbe, si petit qu’il soil, n’est contenu 
dans un plan. Pour le demontrer, du moins dans lecas de Thelice tracee sur 
le cylindre de r^volution, onprendrasurl'arcMNquatre points R,R', R", S, 


(i) Lo /lasest evidomment la valeur 
circonlerence entifere. 


que prend la translation lorsque la rotation est d’xina 
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que I’on poiirra toujours supposer sifciies sur nne mßme spire, et, Ton remar- 
quera : 1“ que, si uii plan P couLenail loiit l’arc MN, il pourrait 6t,re consi- 
dere conime determine par les trois points R, R', R'', ceux-ci n’etant pas 
en ligne droite (exercice 629); 2» que, si les points R', R” ont 6te pris 
suffisamment rapprochäs de R, le deplacement hölicoidal qni amöne 
R sur S amöne ces points R', IV' en des positions S', S" egalernent intd- 
neures ä l’arc MN, de Sorte que le plan S S' S" coinciderait forceineni 
avec le plan P, si celui-ci existail. On est aiors ramene ä l’exercice 593 (i), 

548. Sens de Thelice. 

Soit un point M qui se meut sur Fhelicede maniere que sa projec- 
tion sur Faxe du cylindre se deplace dans le sens positif (fy. 463). 
Aiors, 1 abscisse curviligne Om de ce point variant tou¬ 
jours dans le m 6 me sens, le point m decrira le cercle 
de base dans un sens determine. Si, pour un observa- 
teur place suivant 1 axe du cylindre de maniere que le 
sens positif soit celui qui va de ses pieds ä sa tete 
(sens marque par une neche sur la ligure463), le point 
m parait se mouvoir dans le sens direct, Flielice sera 
dite direcie ou sinisirorsum {fig. 463); dans le cas con- 
iraire, Fhelice sera dite retrograde ou dexlrorsum. 

Le sens d'une helice ne dopend pas du sens positif choisi sur Taxe du 
cylindre. Si, en effet, on changeait ce sens positif, il faudrait 
cKanger le sens dans lequel se deplace le point M sur Fhölice et, par 
consequent, le sens dans lequel se deplace le point m sur le cercle. 
Mais, en m4me temps, on devrait changer le sens dans lequel est 
place Fobservateur sur Faxe du cylindre, de Sorte que cet observa- 
teur continuerait ä voir le point m tourner dans le meme sens. 

On voit par lä que deux helices tracees sur des cylindres egaux et 
ayant le möme pas ne sont cependant pas superposables, si elles sont 
de sens differents. G’est evidemment le cas de deux helices syme- 
triques Fune de Fautre par rapport ä un plan ou ä un point. 

549. Probleme. — Constndre la projection de Vhelice sur un plan 
paralldle aux göneratrices du cylindre. 

Nous nous baserons sur le principe suivant de Geometrie 
descriptive : 

(1) CgUq d4monsti'atioii ne s’appliqne qu’ö riiölico tracäo sur le cylindre de rävolution. 
Mais on ddmontre, par des consid4rations erapruntdes au calcul infinitdsimal, qu’une hölice 
ne peut 4tre plane que : 1“ si eile se rdduit k l'une de ses deux formes limites ( 541 ) ou, 2“ sile 
cylindre se rdduit ä. un plan. 

GrBOMEmiE. 11. 



18 





274 GEOMETRIE. 

La projeciion verticale (Lun point de Vespace se irouve sur la per- 
pendkulaire ä ligne de terre menee par la projeciion horizontale du 
hneniepoinl^ a U7ie disiaiice de cetfe ligne de te^'re ögctle ä la cole 
Nous appliqiierons ce principe en prenant, poiir plan vertical, ie 
plan donne et pour plan horizontal, le plan de hase : ce qiii est 
possible, puisque ces deux plans sont perpendiculaires, 

1“ Hebet quekonque. — L’helice Sera projclee horizonlalemcnt 
suivanl la courbe de base (C) {fig. 464). Un poinl m qaelcoaque 
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de cette courbe servira d.e projection horizontale k iin pnin! de 
hölice dont on pourra (d'aprhsle principe qiii vient d’Oire invoque) 
trouver laprojection verticale si Tonconnalt sa eote. Mais cette cote 
.distance au plan horizontal) n’est autre que ce que uous avons 
appeie jusqu’ici Vordonnee du point. Si l’on a’est donnd, dans le plan 
[fig- 464), ladroife O^Mj dont renroiilenaent prodiiit Thelice, 
on portera, sur Taxe 0,*„ uae longneur 0,m, egale a l'arc Om’ 
abse.sse curviligae du point m, et l’ordonnee du poiutm,, limitee en 
i. a ladroite donnee, sera la cote cberchee. On n’aiira plus, pour 
trouver la projeciion verticale nt', qu'äi abaisser du point m la pcr- 
frr **8“0 de terre et li porter sur cette droite un 

Segment egal ä wqMi. 

rema^m,^r°"™^*^‘“®“‘® d sufüra de 

zontal est conuue: eile s'obtienten porfant, sur la tangenle en m a 

a lä coten”™( “''^■‘gne Om, Le pointT, qui 

liJL , en un point (' (fy. 4Ö4) de la 

Irgne de terre et m'l' est la tangenie cberchee. ^ 

en genltl 'twerf~ P^^eederte ne peut. 

S , flectuer que par approximation, le problbme de 
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trouver un Segment de droite egal ä un arc de courbe donne n’elant 
pas de ceux que Fon sait resoudre avec la rögle el; le conipas ; c’est, 
nous le savons, ce qui arrive lors- 
que la courbe (G) est im cercle. 

Dans ce dernier cas, toutefois, 
on peut tourner la difflculte en 
supposant qu’on se donne, non pas 
la droite dont Fenroulement en- 
gendre i’helice, mais le pas de cette 
derniere. On peut alors conslruire, 
avec larbgle et le compas, non pas 
un point quelconque de Fhelice pro- 
jetöe, mais (ce qui revient pralique- 
ment au merne) une Serie de poinls 
de ceiie courbe, aiissi rapjorochds 
qu'on k veui lesuns des aulres. 

A cet efTet, nous inscrirons, dans 
le cercle (G) de base, un polygone 
regulier, par exemple un octogone 
ifig. 46S), ayant un sommetäl’ori- 
gine 0. Si le pas est donne, nous 
saurons trouver les ordonnees des . 
points projetös aux sommets de 
ce polygone. Si, par exemple, m 
ißg. 463) est l’extremile du ti-oisieme edle ii panir du point 0, l’arc 

Om est les ^ de la, cireonKrence : l'ordoniiee du point m est donc 

3 

les g du pas (celui-ci etant Fordoniiee qui correspond k une abscisse 

curviligne egale ä la circonference entiere). 

^ Comme on sait inscrire dans la circonference des polygones regu- 
liers d’un nombre de cötes aussi grand qu’on veut, on peut ainsi 
obtenir, comme nous Favions annonce, les projections de points de 
1 belice aussi rapproches qu’on le veut les uns des autres. 

II est toutefois essentiel d’observer que la difficulte reparattrait si 
on voiilait trouver la droite dont- Fenroulement donne Flielice, ou 
encore si Fon voulait (ainsi-qiFil a ete explique tout k Fbeure) 
trouver la tangente en un point de la courbe projetee. Ges deux 
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constructions necessitent la connaissance de la longueur des arcs 
pris surla circonference de base : elles ne peuvent douc pas s’efl'ec- 
tiier exactement, du moins au point de vue theorique. 

Pratiquement, la question ne se pose pas de m6me. Nous avons 
Signale (PL, exercices 188, 189) deux constructions approcliees 
de la longueur dune circonference : La seconde de ces construc¬ 
tions donnerait, pour la longueur d’une circonference de 10 centi- 

1 

metresderayon,uneerreurd’environ ~ de millimetre; erreurbeau- 

coup plus petite que celles qui s’introduisent dans l’emploi de la 
regle et du compas. 
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550. La prqjection, ainsi obtenue, de Lhelice circulaire sur un 
plan parallele ä Laxe, est une courbe connue sous le nom de 
siiuwyide. On Yoit aisement (voir ex. 817) qu’elle admet pour centre 

de symetrie tout point p' oti eile coupe 
la projection de Laxe. 11 en resulte qu’en 
un pareil point il y a inflexion, c’est-ä- 
dire que la courbe traverse sa tangente. 
En effet, ä tout point q', pris sur cette 
courbe et voisin de //, correspond un 
point r', symötrique de par rapport ä p', et il est clair: 1“ que 
le point r' s’approche indefiniment de en möine teinps que r/; 
2 “ que ces deux points sont de cötes differents de la tangente en p’. 

Le point g, dont il est question au n« precedent, ne peut pas 
s eloigner indefiniment: il est evidemment compris entre les points 
d mtersection gj, de la ligne de terre avec les tangentes g^m^, 
g, menees ä (G) perpendiculairement k cette ligne. La projection 
verticale de Lhelice ~ comme d’ailleurs la projection verticale 
de toute %ure tracee sur le cylindre — est donc comprise entre 
deux droites paralleles projections de deux gen6ra- 

trices du cylindre et qui en forment le conioiir apparent. 

La projection verticale de Lhelice a d’ailleurs des points sur ces 
roites de contour apparent : en un quelconque de ces points eile 
est tangente au contoiir apparent, ainsi qu’on le reconnait immedia- 
ement en appliquant la construction de la tangente indiquee au 
n* precedent (^).. ^ 

gönöratrice de contour apparent sm-le cylindre et gui coupe uno 

apparent, se projette verticalement suivant une courbe tangente k la 
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EXERCIGES 

817. L helice tracee sur un cylindi'e de rövoliition admet comrne axe de symetrie 
’ia perpendiculaire abaissöe de Tun quelconque de ses points sur l’axe du cylindre. 

En coriclure que la projection de la courbe sui’ un p!an parallele 4 Taxe 
admet comme centre de symetrie tout point oü eile rencontre la projection de 
J’axe. 

818. De chaque point d’une hölice, tracee sur un cylindre de revoliition on 
abaiase une perpendiculaire sur Taxe du cylindre. Lieu des symetriques d'iin point 
donnö de 1 espace par rapport 4 ces droites (ou des projections d’un point donnö 

■ sur ces droites). 

819. Sur la langente en chaque point d’une hdlice, on preiid une longueur coris- 
tante l. Montrer que le lieu de l’extrdraitd de cette longueur est Tune ou l’antre de 
deux hdlices (suivant le sens dans lequel est portde la longueur l). Ddterminer l 
de maniere que la taiigente 4 l’helice ainsi obtenue fasse avec.l’axe du cylindre un 
angle donnd, ou encore, de maniere 4 ce qii’elle fasse avec la tangente au point 
correspondant de l’hdlice primitive un angle donne. 

Quelle relation y a-t-il entre deux valeurs de l, lorsqu'on sait que les luilices 
obtenues4 l’aide de ces deux valeurs ont leurs tangentes aux points correspondaiits 
perpendiculaires entre elles? 

820. Etant donndes deux lidlices tracdes sur un mdme cylindre, dont la base est 
une courbe fermde, il existe, sur le mdme cylindre, une infinitd d’autres hdlices qui 
passent par les points cornmuns aux deux premidres. 

Si, en un point commun, on mdne les tangentes 4 toutes ces hdlices, trois conse- 
cutives de ces tangentes forment avec la tangente 4 la section droite du cylindre 
un faisceau harraonique. 

820 bis. Par la tangente en un point M d’une hdlice, on mfene un plan parallele 4 
la tangente en un autre point M' de la courbe. Trouver la Position limite (plan oscu- 
lateur) du plan ainsi mene, lorsque le point M' se rapproche inddflniment du 
point M, celui-ci restant fixe. 

821. On coupe un cylindre de revolution par un plan quelconque : soit Gj, ce que 
devient la section ainsi obtenue, lorsqu’on ddveloppe le cylindre. 

Montrer qu’il existe une helice, tracde sur un cylindre de rdvolution convena- 
blement choisi, dont la projection sur un plan parallele 4 Taxe de ce cylindre 
(549, 2") est egale ä Gl. 

^ Rdciproquement, la projection d’une hdlice circulaire sur un plan paralldle 4 
i’axe du cylindre de rdvolution sur lequel eile est tracde se transforme en une 
courbe plane, si on l’enroule sur un cylindre de rövolution dont la section droite 
ait une longueur dgale au pas de l’hdlice. 

822. Une flgure tracde sur un cylindre de revolution a möme aire que son 
developpement. 

projection de la gdadratrice, sauf dans le cas oü la tangente ä (L) est parallele au plan de 
base et, par consöquent, perpendiculaire au plan vertical de projection. 
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PROBLEMES 

PROPOSES SUR LE NEUVIEME LIVRE 


823. Construire une conique, connaissant un foyer, deux laageutes ot im point, 
Gas oü le poiiifc donne est le point de contact de l’une des tangentes. 


824. Construire une conique connaissant un foyer, deux points ot une tangente. 

Construire une conique connaissant un foyer et trdis jioinLs (so ramCne au 
Probleme des cercles tangents; il en est de möme de lexercico suivanl). 

82Ö. Trouver ies points de rencontre de deux coniques ayant un foyer coimmtn. 

826. Trouver les tangentes communes ä deux coniques ayant un foyer C(immun. 

827. Les droites qui sont divisees harmoniquement par deux eurcies fixes (li\s 
points d'intersection avec un meine cercle etant conjugucs entre ou.x) §;onl Uuigi nies b. 
une ellipse ou ä uiie hyperbole fixe (la premiere ou la scoondo d(U:c.s deux hypo- 
llieses se realisant suivant la nature de l’angle que font len rayon.s qui alioullsHMit 
e» un point duntersection des drconferences donnees). La couhjuc ainsi oblemie no 
depend que des centres et de la somnje des carres des rayons. 

82j iis. Une droite qui varie dans un plan de raaniöre que la .somme des carw**« de 
ses distauees ä deux points fixes du plan soitconstaiite ost tangente ä uno ollinKe ou 
ü une hyperbole fixe {utiliser PL, ex. 222). 


828. Une droite teile que ies -copdes interceptöes sur eile par deux cercles fixe.s 
smeut dans un rapport donnö est tangente ä une conique fixe. Uns de.s cordes (jgalQs 
pid.;monlrera,a l’aide dePL, exercice 149, qu’il e.xigtö au moins un point fixe dont 
la projcetioö sur la droite oonsid^ree decrit un cercle ou une droite.) 

829. On considere le lieu des points tels que leurs distances A deux points donnfe 
muitjpliees par des coefficients donnes, aient une somrae ou une differcnco cons- 
tante, trouver Ja tangente en un point queleonque de ce lieu. 

(Imiter la methode du n» 499 bi$). 

m Une ellipse roule («) sur une ellipse ögale, les deux courbes ayant nriginaire- 
ment leurs grands axes en prolongement l'une de l’autre (avec conlacf o nn 
sominet,. Queis lieux döcrivent les foyeps de J’ellipse mohilo? 

Meme probleme pour une liyperboJe ou une parabole. 

— ‘ - sratXT,T:™r 

ent!;® äSl'cr' t”“ 1"' 

tangeL iJe eonta?f™ ' ”T“ deux droites 

conique fi.xe. La nature de cette conique (ellipse, parabole 

(l) On dit qu’une courhe mvariaUiA n ; 

sent constamment tangentes entre elles; 2« d courbes 

ddtnt. siir les deux courbes, des arcs omux efvl ^ ^ autro, le point do contaot 

de eette locution. n» 546) 4 la .4i„e 
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ou hyperbole), est independante de la position du sommet fixe de l’angle. Comment 
depend-elle de la grandeur de celiü-ci (les deux droites fixes etaiit donnees) ? 

833. Deux points 0, 0’pris dans le plan d’un triangle ABC, et situes rnii par 
rapport äl’autre comme il estexpliqufi a l’exereice 197 (PL, liv. 111), sonf: les foyers 
d.’une mdme conique inserite au tfiangle (c’est-ä-dire taagente ä ses trois cöles). 

Deduire de 14 l’exercice 804. 

834. Construire une conique, corinaissant un foyer et trois tangeiites. l'iltant 
donndes les trois droites, dans quelle rdgion du plan doit ßtre situd le foyer pour 
que la conique soit une hyperbole ? 

La clroite variable PP' considerde 4 l’exercice 397 de la Geoaidtrie plane est 
tangente 4 une ellipse fixe. Si, dans une Serie de cercles ayant menie axe radical, 
011 tiiene les diarnetres dont les extrdmites sonl sur Tune ou l’autre de deux droites 
fixes, paralleles 4 la ligne des centres et dauidistantes de cette ligne, ces diarnetres 
sont taiigents 4 une conique fixe. 

835. Plus gdneralement, on coupe une Serie de cercles ayant nidme axe radical 
par deux droites fixes, symetriques l’une de l’autre par rapport 4 la ligne des 
centres. Ladroite qui joint les points d’intersection nön symetriques entre eux est 
tangente 4 une conique fixe, dont les foyers sont les points commtins aux cercles 
de la sdrie ou leiirs points limites, suivaiit que les uns ou les autres existent, 
(ütiliser ex. 83ä, et dans lecasoii les points limites existent, PL, ex. 278.) 

Qu’arrive-t-il dans le cas oü Ton considere des cercles tous tangents entre eux. ? 

836. Silin quadrilatdre PQRS circonscrit 4 une ellipse est tel que l’une de ses 
diagonales PR passe par l’un des foyers F de la courbe et l’autre QS, par l’autre 

foyer F', PR est bissectrice de l’angle QFS ot QS bissectrice de ranglc'fd?^. 

Le produit de deux cötös opnosfis du quadrilatere est (igal 4 celui des deux aiilres. 
Le qnaclrilatöre ne satisfait d’ailleurs pas foreemenl aux autres relations qui 
caracterisent le quadrilatdre ABA'B'considdrd 4 l’exercice 787. Mais cos relations sont, 
par contre, verifides si le quadrilatöre est, en outre, inscriptible (et seulement alur.s). 

837. Si une coniijue est tangente aux troLs cötes d’un triangle, les droites qui 
joignent chague s.ommet au point de oontact du cötd oppose sont concourantes 
(utiliser ex. 791 pour l’ellipse et l’hyperbole, ex. 802 pour la parabole). 


838. Les notations dtant les memes qu’aux n"» 503 et suiv., etO dtant lo centre de 
la conique, les triaiigles POM et POM^ sont equivalents. Ghacuii d’eux est la moitio 
du triangle qui a pour cötes PF, PF' et Taxe focal. 

(On remarquera que faire du triangle POM est moyenne arithmötique entre celles 
des triangles PMF et PMF'.) 

La droite OP divise MMj en deux parties egales. ' ' 


839. M et.ant un point quelconquc d'une parabole P, on mene la normale en M, 
jusqu’4 rencontre en N avec faxe de la courbe. On mene en N la perpeiidiculaire i 
la normale, jusqu’4 rencontre en I avec la parallele 4 faxe mende par M. Enfln, on 
mene par I la perpendiculaire 4 faxe, jusqu’4 rencontre en m avec la normale.' 

Trouver le lieu du point m: 

1“ Lorsque, M dtant fixe, on prend successivement pour P toutes les paraboles 
qui passent en M et ont pour foyer un point donnd ; 

2" Lorsque, M dtant fixe, on prend pour P toutes les paraboles qui passent en M 
et ont pour directrice une droite donnee ; 
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3° LorsqueM d(icrivant une droite A, on prend pour P toiites lös paraboles tati- 
gentes ä A en M et ayant un foyer dotmö ; 

4° Lorsque, M decrivant une droite A, on prend pour P toutes les paraboles 
tangentes ä A en M et ayant une directrice donnee. 


840. (Göneralisation des n»' 495, 507 Ins.) Une ellipse ou une hyperbole dtant 
donnee, on peut trouver, d’une infinite de manieres, un cercle ayant son ceutresur 
faxe focal et une droite perpendiculaire 4 cet axe, tels que la tangente .rnenee au 
cercle, par un point quelconque M de la conique soit dans un rapport constant 
avec la distance du meme point 4 la droite. 

Si le cercle obtenu a des points communs avec la conique donnöe, il lui est tangent 
ences points, lesquels sont göneralement au nombre de deux. 

(On considerera la conique comme le lieu des centres des cercles tangents 4 
deux circonförences donnöes (ex. 779) ; la droite cherchee sera Faxe radical de 
ces deux circonferences et le cercle cherche, celui qui est coupe 4 anale' droit 
(PI., 228), par tous les cercles C). 


841. Une ellipse ou une hyperbole etant donnee, on peut trouver, d’nne infinite 
de manieres, uncercle ayant son centre sur Faxe non focal et une droite perpeiidicu- 
iaire :.t cet axe, tels que la puissance d’un point quelconque M de la courbe par 
rapport au cercle soit dans un rapport constant avec le carrö de la distance du 
meme point a la droite. 

(Oncomsiddrera uncercle et une droite H jouissant de la mfime propruHd, mais 
coiipaut tous deux aangles droit Faxe foöal (ex. prdc.) ; K (Staat alors une di-oito 
perpendiculaire a H et coupantcelie-ci en P, on remplacera le carrö de ladistinro 

de fa dtanti'de'cVpX^ 

droite fixe, est une ellipse ou une hvperbole avam fa ^ 

„„.....es oom^e eTo,S .”lf 

gonalementun cercle que Fon peut constmire^ 90 .r ^ ^ ^ ^ ‘ 

droite donniSe passant par le centre 0 du cercle’donnö 
un rappor, <|onne avec les distaaces » 0 cocvesponclanies. 

(eellc7a7ire“ eva5™re poS »« “i 

» n'a pasde solutlon, on fraostormera la n„e!, “ «lierelier les points 

pr&ädeal. On dtoomrera nutprr««eS^^ ^ 

eire ramend 4 Fexercice 840 ^ ^ transformation le lieu pourra assuriSment 

<inesfla°»rernnreTl7droitrto^^^ ",°,® ‘’®“ ""«Solution 

neur 4 une certaine iimite Si le rannr f n tlonnö ötant supiS- 

r^duit 4 deux droites, - 

ee dernier, un poinTv tef,Jir]a''difftelJ^ ^ Trouver, sur 

■ ^ ®^rres des distances d’un ^oint 
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quelconque M de la courbe ä ce point et ä la droite D seit independante de la 
Position du point M. , 

Inversement, quel est lelieu despoirits tels que la difference des carres de leurs 
distances ä un point et ä une droite soit constante ? 

(Gomparer ex. 840). 

844. On donne une ellipse E et, dans Je plan de cette ellipse, oii prend une droite 
perpendicLilaire k Tun des axes de l’ellipse. Soit (H) Je cercle ayant avec la droite 
H les relations indiqudes aux ex. 840, 841 : tel, par consequent, que le rapport entre 
la puissance d’un point M de Tellipse par rapport au cercle et le carrd de la dis- 
tance du möme point M a Ja droite soit independant de la position du point 
M sur Tellipse. 

1" Gonstruire le cercle (H) lorsque la droite H est donnee. 

Donner les conditions de possibilitd du problerpe, et, quand ces conditions sont 
remplies, reconnaitre, d’apres la position de la droite H, comrnent le cercle (II) qui 
lui correspond est situd par rapport 4 l’ellipse E et par rapport 4 la droite H. 

En particulier : indiquer dans quels cas le cercle (H) ou n’a aucun point en deJiors 
de l’ellipse ou n’a aucun point 4 rinterieur de Tellipse. 

2° Soient H et K deux droites perpendiculaires l’une 4 Fun des axes de Fellipse, 
l’autre 4 l’autre, Soit P le point de concours de ces deux droites et soient (fl) et (K) 
les cercles qui correspondent 4 ces deux droites. Ddmontrer que la ligne des centi'es 
des cercles (fl) et (K) passe par le point P. 

3“ L’axe radical de ces cercles ne passe par P que si ces cercles sont tangents. 
Montrer, 4 cet eJTet, que le point P est un point limite de ces deux cercles. 

Trouver le lieu des positions que doit occuper Je point P pour que les cercles (H) 
■et (K) soient tangents. 

4° Soient H, fP deux droites perpendiculaires au grand axe de Fellipse ; et soient 
(H), (HO les deux cercles que Fon fait correspondre 4 ces droites. 

Ddmontrer que, si un point M se deplace sur l’ellipse E, la somme ou la diffd- 
rence desJongueurs des tangentes menees du point M aux deux cercles est cons- 
tante, selon que rare d’ellipse parcouru par ce point M est ou n’est pas compris 
entre les droites H et H'. Modifier, comme il convient, Fdnoned de cette proprietd 
pour le cas oü les droites H et IP seraient perpendiculaires au petit axe de Fellipse 
au lieu d’dtre perpendiculaires au grand axe. 

844 ifs. Mömes problemes pour Fhyperbole. 

Inverserrient, le lieu des points M tels que Ja sümme ou la difTdrence des tangentes 
mendes de 1 un d’eux 4 des cercles donnds alt une valeur donnde, est une ellipse, 
une hyperbole ou une parabole. Discuter (suivant la position de M sur la courbe) si 
c’est la sotnme ou la difference des tangentes en question qui est egale a la longueur 
donnde. 

Cas oü cette longueur est celle d’une tangente commune aux deux cercles. 

845. Trouver la droite H des exercices prdeedents de maniere que le ccrcle (H) 
nasse par un point donnd du plan. Meme probldme pour la parabole. 

846. Lorsque deux coniques out leurs axes paralleles ou perpendiculaires, leurs 
points d intersection sont tous sur une mdme circonfdrence (495, 507 bis; ex. 840). 

^ Lorsqu il s’agit de deux paraboles 4 axes rectangulaires entre eux, le centre de 
ce cercle est le quatrieme sommet d’un paralldlogramme dont deux sommets 
opposes sont aux deux foyers eile troisieme au point de rencontre des directrices. 
Des points d’intersection des deux paraboles n’existent qu’autant que J'angle en ce 
troisieme sommet est aigu. 
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847. Si un cei’cle est taiigent ä une ellipsß ou ä une hyperbole en deux poiots 
M,IVE symetriques Tun de l’autre par rapport 4 Taxe non focal : 

1 ° Le centre 0 de ce cercle, les points M et M', äe point de rencontre des taugentes 
ces points et les deux foyers E,F' de la conique appartieunent a une möniG 
nrconference. 

OF 

-3“ Le rapport — est independant de la position du point M, iorsque ln. 
onique est donnee (utiliser PL, 237); 

3“ Inversement, un cercle dont le centre O se meut sur une droite fixe, pendant 
qne son rayon est dans un rappoit oonstant avee la distance du centre a nn point 
fixe F, est (du moins tant que le point 0 varie entre certaines limites) bitangent 4 
une conique fixe; 

4' Le rapport des sinns des angles que font le rayon allant 4 un des points M, M' 
de contact et la droite OF avec la perpendieidaire 4ia droite fixe est conslant. 

(Autrement dit, Le rayon OM, normal a la conique fixe, est le rayonrefracle corres- 
pondant ä un rayon incident passant par le point fixe F ctsituö dans le plan de 
la figure, la surface refractante etant le plan perpendiculaire 4 ce dernier meini 
par la droite fi.xe). 


848. Le Heu des points de.contact des tangentes ou des normales-mendes, par uu 
point fixe 0 de l’axe non focal, a une elläpse ou k .une hyperbole qui waie de 
maniereque ses foyers restentfutes., est .un cercle. 

Ce ceicle coupe 4 angJe droit iß cercle anaJogue (ex. 755) relatif au cas oü le noint 
0 est sur Taxe focal. ^ 


840. Trouver le lieu des foyers des coniques bitangentes 4 deux cercles fixes. 
On devra distinguer quatre cas : 


1“ Les cercles domies o.nt-tous 
consideröe; 


deux leurs centres sur faxe focal de la couiquo 


2“ Les cercles donnds ont tous deux leurs centres 
(utiliser ex. 847, 2“). 


sui’ 1 axe non focal de Ja conique 


3», 4- Les deux cercles doimes ont leurs centi>es, le premier sur faxe 
second sur Faxe non focal, ou inversement (utiliser ex. 844, 30, 

(Tous les lieux en question sont des cercles ou des »di’oites)’. 


focal, 


le 


850. Lieu 
donnes. 


des foyers des coniques tangentes 4 un cercle donnö en deux points 


851. Par cbaque point m' d’une circonfdrence, on smene une parallele 4 ime direc 
tion fixe du plan de cette circonförence et, sur cette parallele, on por^uL 00 ^™ 

mpproportionnelle ai’atecissBourviligeedupointm POJ’te une longueur 

uui rmiip d un point mvariablement id 4 un cercle 

Oa.» quel oaa «rec«™ 3a ä« base da cjlindre. 

l’hdlice? Id piojeeiion est-elle eelie d'urie tangente 4 

(i) Voirplus loin ( 616 ) le sens de cette locution. 
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NOTIONS SUR LA TOPOGRAPHIE 


CHAPITRE PREMIER 

G^NäRALITES, PLANIMETRIE 

551. La topographie est l’art de determiner la forme d’un terrain. 
Nous nous proposons uniquement, ici, d’exposer les prlncipes 
geometriques sur lesquels repose la topographie, en renvoyant, 
pour les indications pratiques et les details de toute espöee, aux 
traites speciaux. II est, d’aiüeurs, k peine utile d’ajouter que Ja 
lectTire de ceux-ci ne saurait 6tre poursuivie uLilement si on ne 
la complete en effectuant soi-m6me, snr le terrain, les operatidns 
etudiees. 

Nous nous bornons aux methodes approximatives qui suffisent 
dans la pratique courante. Les operatlons de gründe precision, 
relemnt, daüleurs^ exactement des mimeBprhvcipes^ necessitent, 
dans les details, une serie de precautions auxquelles nous ferons 
allusion, chemin faisant, mais dont nous ne saurions donner m6me 
une idee sans depasserle cadre de cet ouvrage. 

552. On appelle verücale en un point, la direction de la pesanteur 
en ce point. 

On determine pratiquement cette direction comme position 
d equilibre du fil aplomb^ e’est-h-dire d’un fil auquel est suspendu 
un corps pesant. Lorsqu’on voudra, par exemple, s’assurer qu’une 
tige est verticale, il faudra constater qu’eile est parallele a la direc¬ 
tion du fil a plomb. 
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Gelte direction n’est pas la meme en des points differents de la- 
surface du globe, puisque la terre a sensiblement la forme d’une 
sphere (‘) et que les verticales vont concourir au centre de cette 
sphere. Mais eile change tres lentement {^) et l’on peut admettre, 
dans la topographie usuelle (mais non, bien entendu, dans les 
operations de precision), que les verticales meneespar les differents 
points du terrain que Ion veut etudiei’ sont paralleles enti*e 
eiles. 

Un plan est dit vertical lorsqu’ü est parallele ä la verticale. 


Fig. 466. 

Niveau ä bulle d’air. 


553. Un plan horizontal est celui qui est perpendiciüaire ä liJt 
verticale. 

Une droite est egalement dite horizontale quand eile est perpeii- 
diculaire ä la verticale. 

Lorsqu un liquide est en equilibre, sa surface libre (consideröG 
sur une etendue teile qu on puisse y admettre le parallelisme des 
verticales) a la-forme d’un plan horizöntal (^). 

On utilise cette propriete pour s’assurer qu’une direction est 
horizontale. L Instrument employö h cet efifet est 
connu SOUS le nom de niveau d bulle d'air. C’est 
un tube de verre legörement convexe, enchhsse 
dans une monture metallique AB (fig. 466) et 
dans lequel on a verse un liquide qui le remplit 
^“^omplötement de maniere äy laisser une bulle 
dair. On reconnait que Taxe du tube est horizontal lorsque la 
sur ace libre du liquide affleure entre deux traits C, D (fig 466) 
marques ä l’avance sur le verre. 

Ott voit que le niyeau ä bulle d’air serl a recounaltre I’horizon- 
lallte d une droite. 

tarn/) d’un plan, on constate l’borizon- 

talite de deux droites de ce plan. 

II laut que ces deux droites ne soient pas parallMes, et 

(1) Tissbränd et Andoyer, Lefons de Cosmoaravhie livre TI 

points du gbL fLreStre eiL?urangfe verticales eu deux 

10000 kilometres. Döslors, pour une altlration de ces points sont distants d’onviroa 

.. d, •«« - r ; '* “ '*"* ■ 

onierari 1 ~ ™ correspond moore, c»mm« 

Jttptiuis et nommoe capülanti (voir oi-aprös, n» 574). 
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on doit m4nie les choisir ä peu pres perpendiculaires l’uoe ä 
Tautre (*). 

554. Pour rendre un plan materiel (par exemple une planche ou 
un plateau metallique) horizontal, 
on opere par Utonnements, en mo- 
difiant progressivement la direction 
de ce plan, jusqu’ä ce que, par 
l’emploi du niveau ä bulle d’air, 
on constate l’horizontalite parfaite, 

Pour pouvoir deplacer le plan de 
maniere ä modifier arbitrairement sa direction, on emploie plu~ 

sieurs dispositifs. 

1 ° On peut faire supporter le 
plan en question par trois vis 
(/lg. 468) dont l’acüon permet d’ele- 
ver ou d’abaisser ä voloutd trois 
■points du plan, Celle disposition, 
permeltanl d’opörer les deplace- 
ments par degres insensibles, est 
adopLee, ä l’exclusion de toute 
aulre, toutes les fois qu’une cer- 
taine precision est necessaire, 

2“ On obtient le mdme resultat, 
mais beaucoup plus grossiörement, ä l’aide du d coguilles 

ißg. 469). Dans ce mode de Suspension, le plan mobile porte une 
sphere pleine qui vient remplir exactement une sphhre creuse fixee 
au Support (2), la premiöre sphere pouvant tourner arbitrairement 
ä l’interieur de la seconde, 

3" Dans un autre systöme de genou, le plan mo¬ 
bile n’est pas lie ä son Support directement, mais 
par l’intermediaire d’un cylindre intermediaire G 
(ßg. 470), de maniere que le plan peut tourner 
autour de Taxe AA' du cylindre, ce dernier pouvant, 

(1) Dans certains apparoils, on emploie dos niveaux & bullo d’air de 
forma arrondio (fiff. 467) : lorsqu’il y a horizontalitö, la bulle d’air vient 
se placer dans un cerele tracö sur la face supörieuro de Tinstrument; 
on na alors besoin que d’uno seule Operation pour reconnaitre l’horizontalitd d’un plan, 

(2) La sphere creuse est formde de deux partios ou coquilles, d'oü le nom de l’instrument. 





Fiß, 467, 



Fig. 469. 
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d’antre pari, toarner aiitour d'un axe B {fig. 470) perpendicu- 
laire au premier et fixe au support. Gette disposition permet bien 
(ex. 577, 578) de donner au plan une direction arbitraire. 

Dans Tun comme dans l’autre des deux appareils precedents, il 
existe des vis permettant de supprimer toute mobilite, une fois 
rhorizontalite obtenue. 



Fi6. 471. 


555. Seit, clioisi une fois pour loutes un plan horizontal deter- 
mine H {ßg. 471), ditp/an de comparaison. Un point quelconque M 
sera d^ermine si Ion se donne &B.projeclion horizontale m [fig, 4.71) 
(projection sur le plan H) et sa cote II serait, toutefois, d’une 

flianiere generale, nöcessaire d indiquer le sens dans Jequel cette 
cote doit ötre portee; mais cette necessitt5 disparait si l’on a pris, 
ainsi qu’on le fait generalement en topographie, le plan de coinpa- 
raison au^dessous de tous les points de la figure etudiee (-). 

D’apres cela,, on voit qu’on connaltra entierement la forme d’une 
figure, en particulier d’im terrain, si Ton a determine ; ’ 

1 ba projection horizontale, qui en est encore diie le planj 
2° Les cotes des differents points, 

d’oü deux sortes d’operations en topographie : la plammetrie et 
le nivellement. 


556. Leve du plan. 

Lever le plan dun terrain, c’est noter tous les elements qui 
determment la forme et les dimensions de ce plan. 

Lorsqu’on a leve le plan d’un terrain, on est ä meme de 
construire, sur le papier, une figure semblable ä la projection hori¬ 
zontale de ce terrain, avec un rapport de similitude donne. C’est ce 

le plan sur le papier, et le rapport de 
simihtude en question se mmme Vechelle du plan ainsi trace. 

le tnZ lTaS: poumit indiquer le «ene de la longueur par 
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LüS operatioris fondamentales de la planimeLrie sotit : 1° la 
determmation d’une droite; 2° la mesiire d’uoe longiieur; 3“ la 
mesore d’ua angle, 

557. Determination cl’uii alig-oerneut. 

A.U point de vue de la planimetrie, iin poiiit du terrain peut etre 
evidemment considere comme detennäne si l’on connait sa pro- 
jetante, c’est-ä-dire la verticale qui passe par ce point. On repröseiite 
stip le terrain cette projetante par un Jalon, c’est-ä-dire par iine 
tige, munie d une naarque de.stinee ä la faire reconnaitre de loin, et 
que Ton plante dans le sol bien vertkalemeiit [ä l’aide du fil ä 
plomb, au besoin). 

De meme la direction d’une droite n’est interessante ä connaitrc 
en planimetrie que par le plan "vertical ou alignemenl. qui la 
contient. 

L’alignement est determine par les deux extremites de la droite. 
Si ces extremites sont assez eloignees i’ime, de Fautre, les jalons 
qui les representent peuvent, dans les operations usuelles, ßtre 
assimiks ä des droites göomdtriques, sans que rincertitude due ä 
leur dpaisseiir döpasse la grandeur des erreurs admises. 

Pour des raisons diverses,, on peut avoir besoin, de jalonnev un 
alignement,, c’est-ä-dire de piacer des jalons intermediaives sur ccL 
aligeement, ou encore de le prolonger au delä de rextremite 
primitive. 

On reconnalt que trois jalons font partie du mdme alignement si 
Fon peüt piacer Fmil de maniere ä. ce que le premier jalon masque 
en meme temps les deux autres. 

Le jalonnement d’un alignement neeessite — comme d’ailleurs les 
operations de topographie en general — la presence de deux Opera¬ 
teurs. L’iin d’eux verifie l’alignement, comme il vient d’dtre dit; 
Fautre se deplace sur les indications du premier, en trausportant le 
jalon ä poser, jusqii’ä ee que Falignement soit realise. 

558. On a besoin, ainsi qu’on le verra plus loin, de pouvoir 
determiner un alignement par deux verticales dont la distance ne 
depasse pas les dimensions des instruments que noiis decrirons aux 

560-561. 

On arriye ä ce resultat par l’emploi de Validade äpinnide%. 
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Uoe pinnule est une plaque allongee [fg. 472) percee, sur une 
inoitie de sa longueur, d'une fente recliligne etroile a4, et siu" 
l’autre d’une fenMre rectangulaire que traverse un (il 
fm cd. Le fil etant dans le prolongement de la fente, 
une droite est ainsi determinee. 

Une alidade est une regle munie ä ses deux. extre 
mites, de pinnules perpendiculaires ä son plan (voir 
ßg. 476j. Ces pinnules sont disposees 
de maniere que le fil de l'une soiten 
face de la fente de l’autre et inverse- 
ment. En plaQant l’oeil de maniere que 
le Premier fil masque la seconde fente 
et que la premiere fente laisse apercevoir le secoiul 
fil, on vise un plan determine avec rexactitude 
voulue. 

Une precision plus grande est obtenue par l’em- 
ploi des lunettes. Si une lunette est mobile aulour d’une droite AB 
(/?>. 473) perpendiculaire ä son axe, ce dernier sc meut dans un 
plan, lequel est vertical si la droite AB est horizontale. 



rs 



Fig. 472. 


559. Mesiire directe d’une long-iiciir, 

On mesure les longueurs sur le terrain ä l’aide de la chaim 
d'arpenleur, qui estun decametre divise en chainons de 20 centimetres 


chacun. 

Si la droite ä mesurer est parfaitement horizontale, on portera la 
chaine sur cette droite autant de fois qu’on pourra le faire; il restera, 
en general, un dernier Segment moindre qu’un decametre, et qu’on 
evaluera en comptant les chainons et mesurant la fraction de 
chainon qu il comprend. On devra prendre sein ; 


1 Uue, dans chacune de ses positions, la chatne soit bien tendiie 
2“ Qu’elle soit bien dans Talignement donne (n“ preced.); 

30 Que, dans chaque position, rextremitepostörieure de la’chain 
soita la place exacte oü etait rextremiteanterieure dans la positioi 
precedente. On marque, ä cetelfet. ä Paide d’une petite tige de fer 
appelee Me. que 1 on plante dans le sol, l’endroit oü arriv, 
eiiremite anterieure de la chaine avant de relever celle-ci 

C est alors (d apres ce qu. prccMe) sa projeciioii horizontale qu’i 
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s ag'it dG inGsurGr. On yarrivG Gn tcndant la chainG horizontalG- 
ment, dans chacunc de ses positions successives, etplagant cliaque 
ficiie (ä Taide du fil ä plomb) dans la vei ticale qui passe par 
1 extremite anterieure de la chaine (^). Par exemple, la figure 474 
represente un alignement AB sur lequel la chaine a efce reporlee 
trois fois en AgBs, 

A3B3, un dernier segment 
k/fi.., eiant plus petit que 
la longueur de la chaine. 

Si tous ces Segments sont 
dans un möme plan et ho- 
rizontaux, que les points 
A- 2 , As, Ar„ B„ soient bien 
sur les verticales menees 
respectivementparB, B,, E„ B, la somme des quatre sogments 
Al 1 , AaBg, AgBs, A 4 B 4 (seit trois fois la longueur de la chaine, plus 

le segmentA;,BJ representerabienlaprojection horizontale de AB. 

L horizontalitede la chaine, sa parfaite tension, etc., ne peuvent 
6 tre obtenues qu'assezapproximativement dans lapratique : nean- 
moins, avecdes Operateursexercds, on arrive4 nepas ddpasser iirie 
1 

erreur de Dans les operations tres precises, on est oblige, 

pour eviter ces causes d'erreur et d’autres sur lesquelles nous 
n insisterons pas, 4 une Serie de precautions delicates et compli- 
quees. Aussi, dans ces derniers leves et mßme dans les leves 
usuels, reduit-on les mesures directes de longueur au moindre 
nombre possible, toutes les autres longueurs etant evaluees indi- 
rectement, comme il est expliqud ci-apres (n“ 563 ) (*). 



Fio. 474. 


dans 1 hypothesB oii la droite ä lever est descendante, co qui revient ä dire 

di»«!« ““ •“ "■ “*• " f“ ■“ 

o“"f l’l'“'?“"' "a to.!, .»uSes .»ssl loin tim nossiblo 

r r,r.a ^ J doit comcider avec ]a valeur mesuree diroctement. 

de 7 km elfeclucs en Franco en 1890-I89i, une premiero base d’un neu plus 

<0.11... .o..o,dt.„unr.uL 

CiläOMETr.lE. II. 
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560. Mesure «Hrecte d’nm aagrleo 

La projectioii horizontale de l’angle de deux droites AB, AG n'ost 
evideriiinent autre gue Langle plan du diedre forme par les aligiie— 
ments qui les contiemient {ßg. 475). 

L’instrumeiit le plus generalement usito 
poiir la mesure des angies sur ie terra in 
I ""'^A gra'phometre {fig. klQ), 

II se compose d’un demi-cercle metalliqii o 
ou limbe^ inonte sur geiiou (554) et, de plus, 
mobile dans son plan. Ce limbe, sur ieqiiel 
est tracee une division en grades et fractioiis 
fig. 475. de grade oii en degres et miniites (*), porte 

en outre deux alidades : l’ime est fixe et ex 
l’un de ses bords le long de la ligne 



0“—ISO“ de la graduation; Tautre 
alidade est mobile autour du centre 
du limbe. 

Pour mesurer l’angle de deux ali- 
gnements, on installe le graphometre 
de maniere que son centre aoit dans 
la verticale du sommet de Fangle. On 
rend le limbe horizontal en faisant 
mouvoir ie genou, puis on fait toiir- 
ner ce limbe dans son plan de ma- 
iiiere ä aniener l’alidade fixe dans le 
Premier des deuxalignements donnes. 
Plaeant ensuite la seconde alidade 
dans Ie second de ces deux aligne- 
ments, il ne reste plus qu a lire l’an- 
gle cherche. 



Fie. 476. — Grapliomeire. 


lunette mobile. C est ce qui est realise dans le tModoUte (•), instrii- 


■ppllt «»raS^ppmtt'S’VVlLSwes’o’n '■ ‘■•“"''SPSS- Un aisposilH spiciol 

tuelles, surk preoisiondeS centiemesdeeräde rcVsti^lf^^^^ Oompter, dans les conditions lialDi- 

ci-dessoüs) permet fsan« Tinnia,. . ß a peu presS'). L’emploi des lunolte.srvnii- 


*cufura ügr. 01 environ ou ftouioars oeprecisionj de reduire 

SMtd'ailkurs independantesderinslrauSS demi-mmute. Gertairies causes d’erretu- 

sur le lieu ou Fon installe l’instrument ou sur colni n'- erreurs commises 

ib Tisserand et Andoyer '® ®‘S'Aal visA 

ÄMDoyER. Lecons de Cosmographie, n« 5 , page 6 
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ment qui remplace le graphometre dans les mesures de precisioa. 

On sait (^) qu’oii appelle azimuth d’une directioii, Fangle que fait 
Talignement vertical qui contieiit cette directioii avec iin plan 
vertical fixe pris comme origine. L’angle de deux alignements peul, 
evidemment ötre considere comme la difference de leurs azimuths. 

On preiid souvent, comme directioii origine, la directioii siid- 
nord (plan meridien du lieu). Pour permettre d’evaliier les 
azimuths ainsi defmis, le graphometre est, en general, niuni d’une 
boussole. 


5 1. hü. planchelte estiin instrument qui permet, en meine temps, 
de lever un plan et de le rapporter sur le papier. 

Elle se compose, comme son nom l’indique, d’une planche bien 
plane, montee sur genou, poii- 


vant egalement pivoter et glis- 
ser sur elle-nn^me dans son 
plan et sur laquelle on tend 
une feuille de papier k dessin 
ifig- 477). 

Une alidade mobile peut ßtre 
posee h volonte sur la plan- 
chette. Le bord de cette alidade 



porte une petite echancrure qui permet de la faire pivoter autour 
d’une aiguille o [fig. 477) piqiiee ä volonte dans le papier. 


Seit ä lever un angle ä la plancliette. 

En general, le sommet o de fangle et un cöte o« sont marquds 
d’avance sur le papier. li faut alors : 

1° A l’aide du genou, rendre finstriiment horizontal; 

2° Par les moiivements de fappareil dans soii plan, s’arranger 
pour que le sommet o marque siir le papier soit dans la verticale 
du sommet donne sur le terrain ('■) et pour que, plapant falidade 
suivant Oöt, cette alidade soit dans le premier alignement donne. 

Ton te cette premiöre part ie du travail se nomme la mise en Station. 

On fait alors pivoter falidade autour de l’aiguiüe piquee en o. 


Andoyer, Lepons da Cosmographie, ri“ 4, n. 5. 

(2) Le point o peut Atre ä 5 ou4 centimAtres de lUTerticale du soTYimnt (innn/. cn >•. 
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jiisqu’ä ce qu’elle vise le second alignement donne, et on trace iio. 
trait de crayon ob le long du bord, dans cette nouvelle position. 
L’angle hoa represente evidemment l’augle cherche. 

Gelte maniere de. proceder peut sembler, au premier abord, plas 
exacte que celle dans laquelle on fait usage du graphomötre» 

puisque, theonqiiement, l’angle boa obtenu est rigoureusement egal 
ä 1 angle qu’il s agil d’evaluer, landis que la lecture au graphometre 
ne donne cet angle qu’ä une ou deux minutes pres. 

En realite, c est le conLraire qui a lieu : en raison des petitos 
dimensions du dessin trace sur la planchelte, les erreürs dues ä 
1 epaisseur du trait de crayon, aux petites deviations de l’ali— 
dade, etc., sont notablenient superieures ä celles qu’introduit 
1 emploi du grapliometre. Mais la planchette, instrument inferienr 
au point de vue de 1 exactitude, a souvent pour eile l'avantage de la 
rapidite. 


562. Leve d’un triang-le. 

Un leve de plan quelconque peut se ramener (voir ci-aprös) ä une 
Serie de leves de. triangles. Or, cette derniöre Operation peut 
toujours ötre effectuee ä laide de celles que nous avons decrites 
aux trois numeros precMents. Pour lever un triangle, il suflit 
d’avoir mesure : 

1° Un cöte et deux angles ; 

2 ° Ou deux cötes et l’angle compris ; 

3° Ou les trois cötes. 


En particulier, on peut alors rapporter le triangle sur le papier, ä 
une echelle donnee quelconque. Si, par exemple, on a mesure im 

cöte AB et les deux angles adjacents^'A^Von tracera sur la 
feuille un segment de droite ab qui soiL avec la longueur mesuree 
ans un rapport egal ä l’echelle donnee {^). Puis, si l’on a opere 
avec e graphometre, il restera ä construire, ä l’aide du rappor- 
teur ( ), deux droites ac, bc faisant avec ab des angles respective- 
ment egaux ä ceux qui ont ete leves sur place. 


däterminer le Mgmen™ aHu^l/'lO 'dS artiflces spdciaux perraettent de 

ne Mient divisdes qiCen niillimfetres. P qioique les rdgles servant aux mesui'os 

mations assL grossidreTdUnsla d’obfcenir quo des approxi- 

titude, doit-on construire le trL7e ^ rSe une certaino exac- 

conimsdirecteraentCvoir numdro fulvanl)! calculds a’ils ne sont pas 
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Si, au contraire, on a employe la planchette, le trace des droites 
«c, bc aura ete effectue (561) au moment möme du leve sur le 
terrain. 

563. Mesure indirecte des long’iieiirs et des ang-les. 

De ce que nous venoiis de dire resulte qu’on peut connaitre une 
longiieur ou un angle sans les avoir mesures directement. II suflit 
de lever un triangle ayant pour un de ses elements la longueur ou 

1 angle en question ; cet element peut alors ötre considere comme 
determine. 

^ Si Ton veut obtenir effectivement la mesure {enmötres, s’il s’ao-it 
d’unelongueur; en degres etminiitesou gradesetfracüonsdograde, 
s’il s’agitd’un angle), on pourra rapporterle triangle sur le papicr* 
ä une echelle prise arbitrairement. La grandeur cherchee sera : 

Si c’estun angle, ögale ä l’angle liomologue de la figure'ainsi 

ui C tJ j 

Si c’est une longueur, egale ä la longueur homologue, mulüplide 

par un rapport inverse de l’öchelle choisie. 

Si celle-ci n’est pas Irop peLite, l’erreur commise dans la mesure 
sur e papier, multipliee par le rapport inverse dont nous venons de 
parier, pourra ne pas donner un produit siipörieur ä l’erreur 
a mise, et en particulier k l’erreur provenant des operations sur le 
terrain qm ont donne les Elements directement connus. 

Sil en est autrement, il faudra, seit construire surle terrain un 
triangle egal ou semblable ä celui qu’on a leve - moyen evidem- 
ment tres mcommode et que nous ne mentionnons que pour 
memoire — soit recourir ä la trigonomötrie, laqiielie fait connaitre 
e resultat cherche sans introduire aucune erreur nouvelle (*). 

564. La remarque qui precäde est d'une application constante en 
topographie. Citons-en immediatement deux consöquences : 

chatfe" ™ instfument que la 

uarmTÜ™ u l’angle donne 

parmi ses el6ments. 

Par consiquent, on peul leve,- un plan quelconque avec la chatne 
(riomilriqn’ea^fir.oM P" 'M c.fciito 
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seule, puisque- noiis rameuerons tout leve de plan ä des mesiireg 
de longneurs et d'aiigles. 

2° On peui ynesiirer la distance {horizontale) de deux poinls A., ß 
{ßg. 478) dont le second est inaccessible, qiioiqiie 
visible. 11 suffit, evidemment, de mesurer une d.is- 
tance AC et de viser les deux angles BAC, BG^. 

On ■voll senlement qu’il est necessaire, poiir 
determiner exactement la position du poiut B, 
d’observer ce point, non senlement du point A 
mais d’un autre point G. La visee faite du point A ne peut servir 
qu’ä faire connaitre la direction de la droite AB et ne peut donner 
ä eile seule la longueur de cette droite. 

Remarquons encore que le procede est en defaut lorsqu’on prend 
le point G sur la droite AB. II est meine inapplicable si l’ang'Ie en B 
est trop aigu, car alors l'intersection des droites AB, CB determine 
mal le point B. 


Fig. 478. 


565. Triang'iilation. 

II est ais6 de comprendre comment un leve quelconque peut 4tre 
ramenö ä des leves de triangles. 

Supposons qu’on ait dejä lev6 un plan comprenant un certain 
nombre de points A, B, G, ..., K, L {ßg. 479) et qu’dn veuille 
rattacher k ce leve un nouveau point M, 
c’est-ä-dire lever la figure formee par les *0 
points A, B, C, ..., K, L, M. 

II suffira, pour cela, de lever le triangle 
forme par le point M et deux des points 
appartenant ä. la figure primitive, les,, ^ ^ 

points K et L, par exemple (triangle dans Fm. 479 

lequel le cAtö EL doit dejA etre regarde 

comme connu, puisqu’il appartient Ala figure dejä levee). Si l’on a 
note en outre le sens de ce triangle, autrement dit si Fon a obsexve 
de quel c6te se trouve M par rapport k la droite KL, le probleme est 
bien resolu : car si, connaissaiit par avance les points A, B, C, 

E, Lvonse donnait les elements et le sens du triangle KLM, cela 
suffirait pour que la position du point M füt determinee. 

Donc, pour lever le plan de la figure composee des points A,, B, 
C, on mesurera d’abord la distance de deux d’entre eux, A, B, 
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puis on rattacliera un troisieme point C aiix cleux prcmiers; im 
qiiatrieme point D au leve ABC, et ainsi de suite. 

La methode comporte evidemment un certain degre d’arbilraire. 
En particulier, on peut evaluer une quelconque des distancea CD, 
CE, ... de plusieurs manieres differentes. On a a.insi un moyen de 
verification des operations. 

La Serie de le^es de triangles par laquelle on obtient leplan d’un 
terrain quelconque senoixtme une triangulation, 

566. Dans les leves simples que l’on rencontre iisuellement, il est 
commode de reduire au moindre nombre possible les mises en 
Station du grapbomötre oudela planchette; d’oü les deux mötliodes 
dites par intersecHons et par Tayonnement. 

Dans la methode par interseciiom^ on chaine un aligncment AB, 
auquel on rattache tous les autres points de la ligure. A cet effet, 
M etant un point quelconque, on visera les angles en A et B du 
triangle ABM. Cette methode n’exige, eomme on le voit, que deux 
mises en Station, en A et en B. Elle suppose qu’on ait cboisi la haue 

AB de maniöre ä ce qu’aucun des angles tels que jfÄ ne seit trop 
aigu (564). 

Dans la methode par rayonnement , on donne ä lous les triangles 
un möme sommet A et Ton mesure : 1° les angles en A ; 2" les cdt(5s 
issus de A. On n’a ainsi q^i’une seule mise en Station, en A. 

567. Leve d’uii polyg^one i)ar clieminemeiit. 

On peut lever un polygone par une methode tonte semblable ä 
celle qui sert pour un triangle, ä savoir, en en mesurant les edtös et 
les angles. 

II n’est pas necessaire, theoriquement, de me- 
surer tous les cdtes et tous les angles du poly- 
gone; il sufflt de connaitre tous ces elements, 
moins trois. Par exemple, on aura leve le pen- 
tagone ABGDE [fig. 480) si on a determine les 

/V /\ /\ Fis. 480. 

angles B, C, D et les edtes AB, BC, CD, DE : car 
on aura ainsi rattachö les difförents sommets les uns aux autres 
par rinter-mediaire des triangles ABC, BCD, CDE (dans chacun des- 
quels on connait deux cdtes et l’angle compris), et il ne restera 
plus qu’ä joindre EA. 
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Oll voit, en meme temps, que le cheminement n’est qii’un mode 
particulier de triaiigulation. 

Dans la pratique, n elant le nombre des cöfcds, on relbve les n 
cötes et les n angles, afin d’obtenir des verifications. 

La premiere a lieu des le leve des angles : eile consiste ä 
s’assurer que la somme de ceux-ci est bien (2n — 4) droits. 

La seconde ne se fait (du moins si Ton n’emploie pas la trigono- 
metrie) qu’au moment oü Ton rapporte le plan sur papier. Le 
polygone doit se fermer exactement si le lev6 a ete bien fait (^). 


568 . Emploi de I’eqiierre d’arpentenr. 



h'equerre d’arpenteur sert ä mener des perpen- 
diculaires sur le terrain.Elle consiste enun prisme 
octogone (ßg. 481) dont quatre faces («) sont mu- 
niesde pinniiles. Ge prisme est porte sur uue tige, 
parallele .aux arötes du prisme, et que roncnfon.co 
verticalement dans le sol. Si p, p' [ßg. 482) sont les 
pinnules portees par deux faces opposees; q, qß 
celles qui appartiennent 4deux autres faces egale- 
ment opposees, on a ainsi d^termlne deux aligne- 
mentsjip', qq'. L’6querre est juste lorsque ces deux 
alignements sont perpendiculaires entre eux. 


Les deux problemes fondamentaux que Ton 



Fig. 481. 

Equerre d’arpenteur. 


Fig. 482. 


Fig. 483. 


peut rfeoudre avec l’equerre supposfe juste sont les suivants : 

ELver um perpendiculam ä un alignement AB (fig. k83) par 
’^npointCpmsurcet alignement. pa> 

d.‘ti™,Tare Krt*;rd" 

par eiemple. Dans le cas contraire, on doTt m-eW Imp ’ fnV- ‘“ta], 

de toute mesure physique, il a gte commk une /a Jp ö- f '"säparables 

" »d™. a.o„d, rÄ” 

c4il .st d.'Sppmif 
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On place l’eqiierre au point C de maniere qii'un de ses plans de 
visee seit dansralignement donne; le plan de visee perpendiculaire 
donnera Talignement cherche. 

2° Abaisser d'un 'point C, exterieur ä nn alignement AB, uneperpen¬ 
diculaire sur cet alignement. 

Cette Operation est la plus delicate de la topographie usuelle. II 
faut, en effet, proceder par tätoniiement et deplacer l’equerre jusqu’ü. 
ce qu’on Tait amenee ä une positioii 0 situee dans lalignement AB et 
teile que la perpendiculaire elevee en 0 ä AB (probleme precedent) 
passe par C, 


569. Soientun alignement jalonne sur le terrain, projete horizon¬ 


talement suivant Oa? (jdg. 484), et un autre alignement, perpendi¬ 


culaire au Premier, projete horizontalement suivant 
joue un röle que dans le raisonnement. On peut 
determiner, ä l’aide de la chatne et de Fequerre, 
les coordonnees de la projection horizontale d’un 
-point quelconque M par rapport aux axes Oir, Og. 

II SLiffira d’abaisser, du point M, la perpendi¬ 
culaire MM' sur Ox (n° precedent) et de chai- 
ner OM', M'M. 


Og, et qui ne 
ly 


M 


O M’ * • 

FiCi. 484. 


La connaissance de ces coordonnees determine entieroment, 
comme nous le savons, la position de M par rapport aux axes Oa*, 
Og. II suffira donc de repeter l’operation precedente avec un 
nombre quelconque de points donnes pour ieoe?', avec la chalne et 
Vequerre, le plan de la ßgure formee par ces points. 

Rien n’emp^che, d’ailleurs, de lever söparement differentes 
parties de la figure avec des axes differents pour chacune de ces 
parties, pourvu que celles-ci soient rattachees les unes aux autres. 


570. En general, lorsqu’on veut lever le plan d’un terrain quel¬ 
conque, on divise l’operation en deux parties. 

On fait d’abord choix d’un certain nombre de points importants 
suffisamment eloignes les uns des autres et formant un polygone 
[polygone topographique ou canevas). On leve ce polygone avec le 
plus grand sein possible : on peut employer ä cet effet Tune quel¬ 
conque des methodes que nous venons d’indiquer et operer : 

1° Par cheminement, h la chaine et au graphometre — ou m4me ä 
la chaine seule (en employant la remarque du n°564), Toiitefois, 
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cette derniere methode, tres longue et meme peii exacte, »’est 
employee que dans les leves tres peu etendus; 

2° Par intersections, si Ton a pu trouver iiiie base qui ne seit Yue 
d’aucun des sommets du polygone sous im angle trop aigxi; 

30 Par rayonnement; 

4“ Plus generalenaent, par une iriangulation quelconque; 

5° A l'equerre (numero precddent). 

Toutefois, il faut observer que les deuxiöme et troisibme methodes 
(et souvent la derniere) deviennent inapplicables lorsque le terrain 
offre trop d’obstacles ä la vue. 

On n’emploie pas, en general, la, planchette dans le leve du 
canevas, ä cause de sa moindre exactitude. 

571. Le canevas une fois leve, on y ratfeache les autres points 
interessants en appliquant toujours les mdmes principeSy mais 



visant un peu plus ä la rapidite. La planchette est employee avec 
avantage dans cette partie du travail. 

En dehors des methodes precedemment decrites, un m,oyen 
simple de rattacherun point M au canevas consiste ä viser de cepoint 
trois points dejä releves, A, B, C, et ä noter les angles AMB, 

La connaissance de ces deux angles donne deux lieux du point M, ä 
avoir deux segments de cercles [fig. 485) decrits l’un sur la corde 
AB, I’autre sur la corde BC. On nVpIus qu’ä prendre, sur le papier, 
ie point, autre que B, oü se coupent les deux cercles. La trigono- 
metne permet d’ailleurs {^) de determiner tous les elements des 
tnangles ABM, BCM. 

Seeons de irigonomeirte rectiligne äe C. Bouhlsx, n“ m. ' 
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Gette methode s’impose lorsque (le canevas etanfc connii d’auLre 
part) on ne peut mettre d’instniment en staüon qii’en M. Or ce cas 
est celui qui se presente poiir deterrniner sa position lorsqu’on est 
en me)-, au voisinage des cdtes. Les elements dutriangle ABC (dont 
les sommets sont sur terre) sont alors doimes d’avance par des 
leves de precision dont les Resultats sont mis entre les mains des 
marins. 

572. La remarque du n° 563 se generalise evidemment en ce sens 
qiie, pour connaitre une longueur ou im angle, on peut rattaclier 
les deux extremites de la longueur, ou le sommet de l’angle et deux 
points pris sur ses cötes, ä un leve que Ton eßectue. 

C’est ainsi que Ton procede, par exemple : pour trouver la 
distance de deux points A, B, tous deux inaccessibles, mais visibles 



Fiö. 486. 


{ßff. 486). On mesure une base CD ä laquelle on rattaclie les deux 
points donnes, par intersections (^), 

573. Lorsque le plan ä lever contientime ligne (par exemple, une 
route ou le bord d’une riviöre {ßg. 487)), on levera des points M, M', 



M", ..., pris sur cette ligne et assez rapprochds les uns des autres 
pour faire connaitre suffisamment sa forme. 

(1) Legons de tHgonametrie rectiligne de C. Bourlet, u“ 177. 
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CHAPITRE II 

NIVELLEMENT 


574. Nivellement direct. 

On mesure la difference des cotes de deux poinfcs ä l’aide du nivcau 

d'eau. 



Fiß. 488, — Niveau d’eau. 


Cet appareil se couipose 
{fig. 488) de deux fioles en 
verre CD, C'D' communiquant 
entre elles par un tube CG' 
perpendiculaire ä leur direc- 
tion, qui aboutit au fond de 
chacune d’elles, et que Ton 
rempütincomplötemenl: d'eau 
coloree. Le tout esl, porte siir 


ticalemenf Fn ^ ABqueroninsLalle ver- 

ticalement. En vertu du principe des vam communiauanh M,hv, 

en hydrostatique, les surfaces libres du limiirlA rio ^ ^ ^ ^ 

fcn. Partie d'ua se«. et «..„re plan hör.“«!, ^ 

Le principe des vases communiquants n’est toulePni« 

" T" 7*"““™' ^ l’action de | J 

a capxllai ite, action dont l’eifet est : 1“ de relever toniP * 

la surface libre de Leau dans chaque fiele Ire '1 ■ 

qnaiitite dependant du diametre de cetteViole• 2“ de M 

cfretf t -ni.re ;e 0. e 1 

capillaLllrtrentTqrre^^^^^^ 

-nt I-appareil, ,ue cetL Indi f™' 

que oette conditio« soit remplie. Lorsqu’il en est 
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ainsi, les bords ab^ a'b' des deux surfaces libres fonl parlie d’iiii 


seul et möme plan horizontal. 

En plagant l’cBil suivant une tangente commune Interieure aux 
deux circonferences ab, a'b' et s’assurant qu’on voit bien ces deux 
lignes sousl’aspect de deuxpetites droites en prolongeraent l’une de 
l’autre [fig. 490), on vise une droite hori¬ 
zontale bien determinee. 

575. Pour pouvoir viser successivement 
toutes les directions d’un möme plan hori¬ 
zontal, il suffit evidemment de faire tour- 
ner l’appareil autour de Taxe A, si celui- 
ci est bien vertical. La hauteur de l'eau 
dans les fioles reste alors invariable et la 
droite consideree tout ä l’heure engendre 
un plan horizontal, dit plan de visöe de 
l’appareiL 

Lorsque Taxe AB autour duqiiel tourne 
le niveau n’est pas exactement vertical, la conclusion preeedente 
n’est pas applicable en general. Toutelbis,on peut encore adrnettre, 
möme dans ces conditions, que le niveau du liquide reste inva¬ 
riable dans la rotation, si Ton a constale : 1" que les deux üoles 



sont de m6me diamötre interieur (c’est ce que nous avons dejä 
suppose); 2” que Taxe aboutit au milieu du tube. 

En elfet, en toute hypoLhese, le volume du liquide compris dans 

Tappareil demeure constant. Or, ee 
volume comprend ; 1“ le volume du 
tube horizontal, leqiiel est toujours 
le mAme; 2” les volumes coippris 
dans les fioles. Ceux-ci, puisque les 
fioles sont cylindriques et de meme 
calibre, sont proportionnels aux hau- 
PQ, P'Q' {fig. 491) occupees par le liquide dans chacune 
d’elles, de Sorte que leur somme est proportionnelle ä la somme 
PQ + P'Q'. 



teurs 


Le volume total etant constant, nous voyons que, lors d’une 

commo si les fioles restaiont vorticales, ce qui n’est dvideminent pas 
neglicr’eable ’ mclmaisons sont potites, l’erreur provenant de ce fait est tout 4 fait 
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rotation autour d’un axe non vertica!, la liaiiteur occupee par 
liquide dans Tune des fioles augmentera pendant qii’elle diminuera 
dans l’autre, mais que la somme de ces hauteurs ne changera pas 
Or, le trapeze (^) PQ P'Q' montre que cette somme est double de 
la disiance veriicale qui existe entre le milieu du tube et le niveaii 
superieui' du liquide. Ce dernier devra donc rester invariable si io 
milieu du tube est sur Taxe. II est meme aise de voir (exercice 85r>} 
que si ladistance du milieu du tube ä 1 axe est petite, en meme tempiS’ 
que l'angle de cet axe avec la verticale, ia Variation du plan de 
visee sera negligeable. On peut donc toujours, dans ia pratique, 
coiisiderer ce plan de visee comme fixe. 


576. L Operation fondamentale execiilable avec 
est la siiivante ; 

Etant donne un point M [fig. 492) süue plus bas 
que le plan de visee de rappareil, determiner la cote 
de ce point au-dessous de ce plan. 

ll suffira ä cet elFet, de troiiver, sur la verticale 
du point M, le point M qui est situe dans le plan de 
visee de fappareil, et de noter la distance MMf 
C'est ce qu’on realise ä l’aide de la ?mVe, c’est-ä- 
dire d’une r^gle graduee portant une plaque carree 
mobile, appelee voyanf, laquelle est partagee en 



Fm. 492. 


le niveau d’eaix 




Fiq. 493. 


) de mamere que le ceutre en seit tres nettement visible de 

r’““ verticalement au point M puis 

sur les indicat ons de foueratpur f,;, , ^ 

lopeiateur, faii monter ou descendre le 

W 1. ,,,s, .U» Mes 4 d., 
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voyant ]e long de la regle jusqu’ä ce que son cenfcre seit en M', dans 
le plan de visee du iiiveau. II ne resLe plus qu’ä Lire sur la gradua- 
tion de la regle, la longueur MM'. 

II faut supposer toutefois : 1“ que le poinL M, ou Lout au moins 
le point M' peilt 6lre aperqu de l’endroit oü est place le niveau; 
2"qiie la distance horizontale d^s deux appareils ne soll pas trop 
grande, car la petite erreur commise par roperaleur sur la direc- 
tion de la visee a evidemment une influence croissante avec la 
distance en question ; 3” que la difference de cote cherchee ne 
soit pas superieure ä 2 metres si la mire est sim.'ple, et ä 4 metres si 
la mire est h com/ws^, c’est-ä-dire se compose de deux regles pouvant 
glisser lune sur laiitre, de rßaniere ä, pouvoir s’allonger jusqu’au 
double de la longueur primitive. Cette derniere ne peiiL d’ailleurs 
depasser 2 metres, afin que l’extremite de la preiniöre regle puisse 
etre atteinte sans difficulte. 

577. Nivellement simi)le. 

Soit d dßlerminor la differente de cote de deux points M, N. 

On installe le niveau d’eau de maniere que son plan de visee soit 
superieur aux deux points donnes et Ton rnesure (n" preced.) la 
cote de chaciin deees points au-dessous de ce plan de visde. 11 ne 
reste plus qu’ä soustraire Tune de Faiitre les cotes ainsi mesurees. 

On pourra faire les deux lectures sans aucun derarigement du 
niveau, si celui-ci est dans lalignement MN. Sinon, on fera tourner 
1 appareil autour de son axe. On pourra, en employant ce dernier 
procede, determiner avec une seiile mise en Station du niveau, les 
differences existant entre les cotes d’une Serie de points visibles 
d’un meme poste d’observation. 

Pour que la methode precedente soit applicable, il faut (n“ preced.) : 
l“que l’on ait pu placer le niveau de maniäre ä apercevoir en 
meme temps les points donnes; 2° que la distance horizontale de 
ces points au niveau d’eau ne soit pas trop grande; 3° que les 
differences de cote chercliees soient assez petites. 

578. Nivellement compos^. 

Si l’une ou l’autre des conditions que nous venons d’enumerer 
n est pas remplie, il faut recourir au nivellemeni compose, c’est- 
ä-dire faire choix d’un certainnombre de points auxiliaires P, Q,... S, 
tels que Ton puisse mesurer, par nivellement simple, les differences 
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de cole entre M et P, eotre P et Q, eatre S et N. La somme alg-ö- 
hrique des quantites trouvees donne (<) Je resultat cliercJie 

579. I^ivellement indipeet. 



r Le cöte mR ; 

2" L'angle en m. lequel a’est aulre qi.e I’aagle de la direclion „iN 
avec ie plan horizontal, ou la hauieur (^) de cette direclion ' 

La Premiere mesure est du ressort de la planimetrie • eile 
seffectue, — directement ou indirectement suivant les cas - i), 
i’aide des methodes exposees au chapitre precöden t. 

Pour mesurer la hauteur de la direction mN, on peut se servir do. 
graphometre (*), dont on installe alors le limbe verticalement. 

Mais ainsi que nous venons de le voir, Ie nivellement indirect 
compor e une Operation de planimetrie : de Sorte que, la plupart dix 
temps lorsquon emploie cette methode, on effectue concurrem- 
ment le leve et le nivellement. II ya, dansces conditions, toutavan- 
tage a employer im Instrument qnipermette de mesurer, d la fois e£ 
dans une^ meme posiUon, l’azimuth et la hauteur d’une direction 
comme c est le cas pour le theodolite. ’ 

580. Pour la mesure effective de NH, on pourra : 

1“ Soit employer la trigonomarie (^) : c’est ce giie l’on fail touiours 
orsqu on vise a une grande exactitude ; ^ 

nieiie tant qutn™verlicales comme paralleles eL 
spberique. Mais, au degrfde pSS ar ‘^'“«t-ü-dirc .supposerln Terre 

(3) Certains instrumtnts^angul 

mesure de la hauteur d’une direclion. sont spdcialement construits pour la 

OÜRI.EI, Leeons de Trigonometrie recüUgne, liy. m, ch. i et aussi n- 173-174. 
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2“ Soit construire sur le papier un Iriangle semblable ä mNH ; 

3“ goiL construire un tel triangle sur le terrain. Ceci conduit ä un 
procede de mesure trös simple, en ce qu’il 
n’exige Temploi d’auciin Instrument angu- 
laire. On plante, bien verticalement, däns 
ralignement mN, une tigelFN' {ßg. 495), sur 
laquelle on marque le point H' qui est situe 
dans le meme plan horizontal que m et le 
point N qui est situe sur le rayon visuel niN. i'ni- «y. 

On a ainsi realise le triangle wH'N' semblable ä mHN et la mesure 
de la distance horizontale mH, ainsi que des longueurs mH', li'N' ('), 
fait connaitre la cote chercliee par une simple proportion. 

Ce procede ne vise, bien entendu, qii’ä une approximation assez 
grossiere. Les clisimeires sont des instruments fondes sur le meme 
principe, mais oü on obtient plus deprecision, en definissant, ä cet 
effet, les points m et N ä l’aide de pmnules (cf. n“ 558). 

581. Simaintenanton veutladifference de cote existant untre deux 
points M, N du terrain, on pourra, suivant les cas : 

soit placer l’ceil en m, au-dessus du point M, et ajoiiter (ou re trän- 
clier)ä, la difference de cote NH la distance verticale des points m,M, 
evaluee directement. C’est, par exemple, ainsi qu’on procede lors- 
qu’on emploie la methode indiquee en 3° au numero precedent ; 

soit opererpar dilference, absolument comme avec le niveaud’eau. 

Le nivellement indirect peut ainsi 6tre considerd comme une 
Operation tout analogue au nivellement direct, le plan horizontal 
mene par le point m remplagant le plan de visee du niveau d’eau. 

Seulement, au lieu que ce dernier devait toujours etre au-dessus 
des points vises, la difference de cote ne depassant d’ailleurs pas 
4 metres, on peut mesurer, par nivellement indirect, des deni- 
vellations de sens et de grandeurs quelconques. Le nivellement 
indirect pourra donc dtre simple dans des cas oh le nivellement 
direct serait forcement compose. Mais il est, de plus, une Serie de 
circonstances (mesure de la hauteiir d’un clocher, d’une montagne 
inaccessible, etc., etc.) oh le nivellement direct est impraticable, 
au Heil que le nivellement indirect s’applique h tout point visible. 

582. Ayant ainsi determine les differences mutuelles des cotes, il 
suffit, pour connattre ces cotes elles-mhmes, de se donner l’une 

(•1) Jules Verne a fait figürer cet artifice dans son Ile nijjster'ieuer. 

Geometrie. JL 
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d’entra elles. Gette derniere inconnue depend d’aiileurs evidemment 
du choiK du plan horizontal de comparaison, de sorte qu’on peut la 
considerer comme arbitraire. Par exemple, on pourra faire passer le 
plan de comparaison par le point le plus bas du terrain donne et 
par consequent, prendre pour ce point la cote zero. 

Pour changer de plan de comparaison, il suffit d’ailleurs d’aug- 
menter ou de diminuer toutes les cotes d’une meme quantite, egale 
ä la distance de l’ancien plan au nouveau. G’estce qu’on devra faire, 
par exemple, lorsqu’on aura nivele, independamment Tun de l’autre 
et avec des plans de comparaison differents, deux terrains voisins 
et qii on voudra reunir en un seul les deux nivellements. 

Si enfm on veut comparer entre eux des nivellements portant sur 
des regions tres differentes, il Importe d’avoir un niveau (*) de 
comparaison commun pour toutes ces operations. On compte alors 
les cotes au-dessus du niveau de la mer : les cotes ainsi estimees 
prennent le nom d'altitudes des points correspondants. 

On a effecLue, par des operations de precision, un nivellement 
geniral du territoire frangais, de maniere ä faire connaitre les alti- 
tudes d un trhs grand nombre de points. Pour rapporter un nivelle¬ 
ment qiielconque au niveau de la mer, il sufflra donc d’y rattacher 
un point qui ait fait partie du nivellement general. 


583. Ileprßseiitation des cotes. Courbes de niveau. 

Un plan etant rapporte sur le papier, il faut encore arriver ä 
donner une idee nette du relief du terrain ainsi figure. On arrive ä 
ce resultat ä 1 aide des courbes de niveau. 

On appelle courbe de niveau {fig.m, 501) le lieu des points qui 
ont une meme cote donnee, autrement dit la section de la surface 
du terrain par un plan horizontal. 

^ On determine une teile courbe en plantant (ä l’aide du niveau 
d eau) des piquets en des points suffisamment rapprpches les uns 
des autres et ayant la cote donnee, puis relevant, par intersections 
ou par toute aiitre methode de planimetrie, les positions de ces 
piquets. 

On represente le relief d’un terrain en figixrant les courbes de 
niveau dont les cotes diffhrent les unes des autres d’une m^me 


(1) Nous disons niveati de comparaison et non plan de comnanisnn j 
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quantite ou equidisiance (dependant, bien entendu, de la nalure du 
terrain et de l’echelle du plan). 

Si l’equidistance a ete convenablement clioisie, la forme et la 
disposition des courbes de niveau perinettront de se rendre compte 
de toutes les particularites du relief. En particulier, le terrain sera 
d’autant plus incline que les courbes de niveau, pour une m6me 
equidistance, seront plus rapprochees les unes des autres. 

Sur beaucoup de cartes topograpliiques, le relief est figure par 
des hachures tracees entre les courbes de niveau successives, norma¬ 
lement ä ces courbes, par consequent d’autant plus courtes que ces 
dernieres sont plus voisines les unes des andres ou que la pente est 
plus forte, les liachures etant d’ailleurs d’autant plus rapprochees 
et plus grosses qu’elles sont plus courtes. Ce mode de Figuration a 
toutefois l’inconvenient de surcharger la carte sans donner aucun 
renseignement que ne fournisse le trace des courbes de niveau. " 

Independamment du figure general du terrain, la carte porte 
indication des cotes d’un certain nombre de points importants. 

584. Lorsqu’on veut representer les ondulations du terrain le 



iong d’iine ligne donnee dont laprojection est figuree en L {ßg. 496) 
sur le plan, on a recours aux profils. 

On nomme profil la figure obtenue en developpant (538) le 
cylindre qui projette horizontalement la ligne consideree, II est clair 
que si L est une ligne droite, le profil n’est autre que la section 
meme du terrain par le plan vertical qui projette cette droite. 

Puisque le trace des courbes de niyeau donne, ä lui seul, la forme 
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du tciiaiii, il doit p6rmettrG dG construirc Ig profil suivant uug 
ligne quGlconque L. 

^ On iGmarquGra, k cot cffet, qu’on connait Igs ordonriGGS ou cotGs 
d un CGrtam nombre de points m, n, p, ... {fig. 495 ) de la ligne L, 
k savoir, des points oü cette ligne coupe les courbes de niveau. 
On relevera, sur le plan, les abscisses curvilignes des mömes 
points, qiie l’on reportera en ... (fig. 496 bis), et 

Ton auraainsi, aiix 
des or- 

i ^ donneesmiMj,?iiNi, 

i i i j i Serie de 

I i j i i i : poinls du profil 

: i i i i ! I cherciie. 


ÖTTIT - ^ - -d- ! — : -i _585. Pour termi- 

Piß. 49 g bis. ner ce qui concerne 

la Planimetrie et le 

nivellement, noiis dirons un mot de quelques simpliücations qui 
peuvent 6 tre apportees dans ces deux operations. 

Les methodes photograpkiques, qui prdsentent Tavantage impor- 
tot derMuire ä la plus courte duree possible les op 6 rations k 
efTectiier sur place, sont frequemment appliqudes ä la topographie.' 
■ La place occiipee par Pimage d'un objet sur I’epreuve pliologra- 
pbiquedepend,eneffet, deladirectiondurayon lumineuxjoignant 
ce point au centre optique de la lentille objective. Onpeut des lors, 
en deduire, inoyennant certaines precautions, Tazimuth et la 
hauteur de cette direction. II suffira donc d’avoir deux photo- 
graphies, prises de deux points separes Fun de raiitre par une 
distance connue, pour en deduire, par inlersections, le leve et le 
nivellement du terrain ainsi doublement reproduit. 

Gelte methode a pris. dans ces derniÄres annees, une extension 
Cliacpiejourcroissante. C'est par eile (en prenant, pour centres de 
Yisee, des avions) que sont opdrees certaines rdvisions recentes 
du cadastre, le reperage des roches sous-marines, etc. 

Pas la Position 

nr,int T t nf P“”*" simplement, le point B du 

l\mlL Tr “mplöter cette visee soit en 

nt AB, soit en visant d un troisieme point. 
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II existe cependant un moyen d’echapper ä cetle necessite. C’est 
ie se servir d’un principe emprunteau Cours de Cosmographie (*): 

Les diametres apparents d’un meme objet [sufßsammentpetü), vu ä 
differentes distances, sontinversement proportionnels äces distances, 

D’apres cela, si un aide se transporte en B avec un voyant de 
dimensions connues, le diametreapparentdecevoyant vu dnpoint 
A. fera connaitre la distance AB (*); ou encore, on lit sur une mire 
graduee specialement, non plus le diametre apparent sous lequel 
on voit une longueur donnee, mais, au conlraire, la longueur 
c[ui correspond 4 un diametre apparent donne. 

Parrapport au chainage, cetle methode [stadimetrie] offre l’avan- 
'tage de mesurer d’uncoup (avec une pr6cision au moins du meine 
ordre) des longueurs que Ton serait oblige de Iractionner notable- 
ment si Fon employait la chaine : chaque visee 
peut avoir une portee de 200 ou 300 metres, avec 
les mires les plus usuelles; cerlains perfeclion- 
nements dans la confection des mires permettent 
de doubler cette portde. 

G’est la distance AB elle-möme qui est ainsi me- 
suree et non pas (comme par la chaine) sa projection horizontale 
AH {ßg. 497 ). Mais on pourra evaluer cette derniöre si on lit, en 
outre, la hauteur du rayon visuel AB. 

On peut noter ainsi en meine temps Fazimuth, la hauteur et la 
longueur dela droite quijoint un point quelconque M 4 un point 0 
choisi une fois pour toutes, et obtenir par rayonnement le leve et 
le nivellement, avec une seule visee pour chaque point. 

586 bis. L’altitude d’un point peut 4tre determinde par le baro~ 
'metre; autrement dit, par la connaissance de la pression atmosphd- 
x*ique en ce point, lorsqu’on connait aumdme instant cette pression 
en un point d’altitude connue (la distance horizontale de ces deux 
points n’dtant pas trop grande), Cette mdthode donne la cote 
instantanement, ce qui est ndcessaire dans ungrandnombre de cas. 

Nous renverrons, 4 son dgard, aux Traites de Physique. 

(*) Tisserand et Andoyer, Legons de Cosmographie, page 88; _ ... 

(-) Ceci (comme le principe meme qui jvient d’etre rappele) suppose que la dimension visee est 
perpendieulaireau rayon visuel (donc, queoelui-oiest horizontal, puisquele voyant est tenu vertical). 
Dans le cas contraire, une correction nouvelle (d’ailleurs-aisee) est necessaire. 



Fig. 497. 
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587. L arpetitage a pour objet de trouver l’aire d’un terrain, ott? 
plus exactement, I’aire de sa prqjectiou horizontale. C’est, en 
general, cette derniere qiii est utile ä connaitre. Les terrains qixe 
1 on arpente sont, en effet, le plus ordinairement destines k la. 
culture ou k Ja batisse : or, corame c’est verticalement que les 
vegetauxcroissent et que les constructions sont elevees, les dimen- 
sions des edifices, ou le nombre de plantes d’une espece determinöe, 
qui peuvent trouyer place sur un tqrrain donne, ne dependeut qtie 
de la projection horizontale de ce terrain. 

588. Toute methode par iaquelle on a pu lever le plan d’un 
terrain permet, par cela m^me, de l’arpenter. Pour mesurer, en. 
effet, laire d’un terrain polygonal, on le considerera comm-e une 
somme de triangles et, du moment que l’on aura les elernents 
necessaires pour determiner chaque triangle (lesquels seront fournis 
par le leve), les formules de la trigonometrie permettront d’en 
calculer la surface. 

Si 1 on a mesure les trois cötes de chaque triangle, on en aura 
l’aire par la formule (PI., 251) 

S = \/p{p — a){p~b){p—c]. 

589. L’arpentage est le plus ordinairement effectue par des 
Operateurs qui ne sont pas en etat de se livrer a des calculs trigono— 
metriques : l’instrument employe est alors röquerre d’arpenteuu. 

Pour arpenter un polygone, on pourrait le decomposer en 
triangles dont on mesurerait la base et (avec l’equerre) la hauteur. 

Mais on prefere operer differemment et faire choix tout d’abord.. 
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d’une droite xy {fig. 498) ou base, par exemple la plus grande 
diagonale AE du polygone, sur laq[uelle on abaisse des perpendi- 
culaires Bö, Cc, De?, F/\ {fig. 498) ^^^de tous les sominets. On a 
ainsi decompose le polygone en triangles (ABö, kGg, DrfE, F/‘E, 
fig. 498) et en trapezes rectangles (BöCc, CcJ)d, Gg¥f, fig. 498), donl 
)n sait evaluer les aires par les formules cohnues. 

Sur la flgure 498, tous les triangles et trapezes sont additifs : il 
peilt en etre autrement : sur la flgure 498 öis, par exemple, Faire 


c 



du polygone s’obtient en retranchant, de la somme Aßö -|- BöCc 
+ GcM + Di^Ee + FG^ + Ggllh+]Lkk, la somme FEe + Ehlik. " 

. II est clair que, dans cette manifere d’arpenter, on opöre comme 
s’il s’agissait d’un lev6 ä Fequerre, labase jouant le röled’axe des 
abscisses. 

590. Quant aucas oü. le terrain est limite par un contour curvi- 
iigne, il se ramöne au precedent en rempla^ant la courbe par un 
polygone d’un nombre suffisamment grand de cötes. 


r— . 1 




On commence par inscrire un premier polygone ABCD... {fig. 499) 
d’un nombre de cötes peu eleve, que Fon arpente comme nous 
Favons dit au numero precedent, puis on evalue la partie comprise 
entre la courbe et chaque cöte en prenant ce cöte pour base (‘). 

(1) Il existe des formules d’approximatioa permettant d’arri-ver, pour ces aires mixtilignes, 
4 des resultats im peu plus exacts que ceux que Fon obtiendrait par la sommation pure et 
simple dos trapözes. 
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591. II peut etre necessaire d’arpenter un terrain dans lequel on 
De peilt penetrer(/?^. 500). On entoure alors ce terrain d’un poIygone 
facile h mesiirer, par exemple d’un rectangle {ßg. 500) et Ton 
arpente la partie de ce dernier comprise ä Texterieur du terrain 
propose : il ne reste plus qu’ä faire la difference des deux resultats. 

592. Cufoag-e. 

On peut se proposer d’evaluer le volume d’im terrain compris ä 
rinterieur du cylindre qui projette sur un plan horizontal determine 

une aire S {fig. 501) prise sur ce ter¬ 
rain. 

Supposons d’abord que la surface 
S soit comprise entre deux courbes 
de niveau consecutives C, Cb Alors 
on pourra, avec une approximation 
sufflsante, considerer tous ses points 
comme ayant au-dessus du plan hori¬ 
zontal donnö, une möme cote, par 
exemple une moyenrie entre la cote 
de C et la cote de Cb Le Yolume ä. 
evaluer sera alors celui d’un cylindre ayant pour hauteur cette 
cote et pour base, la projection horizontale de S. . 

Si maintenant Faire S est quelconque, on pourra toujours 
{fig. 501) la decomposer en parties comprises entre courbes de 
niveau consecutives et que Fon traitera comme il vient d’6tre dit. 

592 bis, Le plus ordinairement, toutefois, Faire S a la forme 
d’une bande etroite tracee dans le voisinage d’ime certaine ligne L 



ZOG. 1)01. 



Fig. 802, 


{fig. 502). C’est ce qui arrive lorsque le cubage propose est destine 
äl’etablissement d’une route. 

Dans ce cas, la methode que nous venons d’indiquer n’est päs la 
plus commode : il convient plutöt de determiner une seric deprofih 
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en travers, c’est-ä-dire de profils (584) suivant des alignements 
MN, M'N'... normaux ä L et de considerer le volume compris entre 
chacun de ces profils et le suivant comme un cylindre ayant pour 
hauLeur la distance des deux profils et pour base Tun d’eux. 


EXERGICES 

852. VArifier si une öquerre d’arpenteur est juste. 

853. Mener, ä un alignement donnd, une perpendiculaire par un point extdrieur 
Sans employer d’autre instrument que la chalne et sans tätonnement (appliquer 
PI., 126). 

854. Diviser un alignement en deux parties egales, 4 l’aide du graphometre seul. 

854 bis. Porter sur un alignement donne, 4 partir d'un point donne, une 
longueur egale 4 celle d’un autre alignement donne 4 l’aide du graphometre seid. 

855. Prolonger un alignement au delä d’un obstacle qui arröte la vue. 

855 bis. On suppose qu’un chemineroent (567) a dte effectue sans erreur sur les 
angles, mais avec une faute dans la mesure d’un cöte. Goniment cette faule pourra- 
t-elle dtre retrouvde (avec indication du cdte fautif), 4 l’inspection de l’erreur de 
fermeture ? 

856. Un niveau d’eau a un tube horizontal de 1 mfetre de long, porte par un axe 
qui aboutit 4 1 centimdtre du milieu du tube. On a installd l’appareil de manifere 

que Taxe fasse avec la verticale un angle dont la tangente est — Galculer approxi- 

mativement la Variation maximum du plan de visee, lorsque l’appareil tourne autour 
de son axe. Le rdsultat obtenu depend-il de la longueur du tube? 

857. Montrer qu’on peut remplacer le niveau d’eau par un miroir plan dont on 
peut faire varier la direction en la maintenant verticale. 

858. Montrer que le point M (fig. 485, n° 571) d’un plan, tel que les droites qui le 
joignent 4 trois points donnds A, B, G fassent entre eiles des angles donnes, peuf 
s’obtenir de la maniere suivante : on construit sur BG, GA, Aß comme bases, des 
triangles BG«, GA6, ABc tous semblables au triangle T dont les angjes sont egaux 
aux angles donnes ou 4 leurs suppldments (les sommets homologues etant pris' 
convenablement chaque föis). Les droites An, Bö, Cc concourent en un mdme point, 
qui rdpond 4 la question. Les points a, ö, c ne sont autres que ceu.x oü les droites 
MA, MB, MC rencontrent respectivement les segments de cercles MBG, MCA, MAB. 

858 bis. Galculer la distance d’un point accessible 4 un point inaccesRible,mais 
visible,avec la chaine seule, en appliquantle theoreme des transversales (PL, 192). 
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593. Probleme. — Ihtant donnäes^ en grandem ci signe, ies- 
abscisses lA et Iß de deux points A, B d'une droite, rapportees ä 
point I de la meme droite^ trouver l'abscisse du poini M qui divise ts' 


Segment AB dans iin rapport donne [en grandeur efen signe) ~ ^ 

On a MA = lA — IM 


MB = IB _ IM 


•3 t, par comseqpient, 


lA —IM 
IB — IM 


i. 

p‘ 


Gette ecjüatioDj ou tont est coiiBit, sauf OM, est du premier' degr^ 
par rapport ä cette quaiitifö. Ello fait connaitre Fabscisse chereliee 


__ F- ^ Hr g. IB 

p‘^q 

Comine nous devions noiiS: y attendre. (PI.„ 110) cetto expression 
est infinie pour g' = ■— ct dans ce cas seulenioiigo 

Gorollaire. — Par lo point I, faisons passer uüo droito ou un plan 
quelconque [fig. 503) et soicnt AA, = ß,' BB, = ö, MI.Ij = m les- 
distances des points A, B, M ä cette droito ou ä cg plan. Ilous snppo- 
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sons d’ailleurs ces distances comptees en grandeur et signe, un sens 
positif ayant ete choisi sur leur direction com¬ 
mune. On aura alors 

üö -f- qb 
m =z -; —— 

P+ 9 

En effet, les grandeurs a, 6, msont, en gran- fig. uoi. 

deur et signe (PI., 190), proportionnelles ä lA, 

IB, IM. L’equation precedente etant homogene, par rapport ä ces 
dernieres quantites, on peut donc les y remplacer par a, b, m : ce 
qui donne le resultat annonce. 



Remaeque I. — Ce resultat ne serait d’ailleurs aucunement mis 
en defaut si les distances a, b, m, au lieu d’(5tre comptees sur des 
perpendiculaires au-plan considere, etaient comptees suivant des 
paralleles ä une möme direction quelconque (non parallele ä ce 
plan). 

M A 

Remarque II. — Nous savons (PL, 113) que le rapport :jrj^ a 

IVli 

egalement la möme valeur —-• 

P 


594. Soient donnes un certain nombre de points A, B, G, D, ... 
(fig. 504) et les nombres jo, q, r,s ^..., positifs ou nögatifs, mais non 

tous nuls, correspondant respectivement 
} h ces points. Soient M le point qui divise 

AB dans le rapport — - — -V 

; 1:X i . . p \MB p/’ 


M', le point qui divise MC dans le rap- 
. r /M'M r \ 


/ —Jd,/ ^ Vm'G p + ’ 

/p. / le point qui divise M'D dans le rapport 

FiG. b 04 . — S /M"M'_ , ^ \ , 

p-\-q-\-r\W'D~ p^-q + r/' 

Si a, c, d, ... sont les distances des points A, B, G, D, ... ä un 
plan quelconque P, la distance m du point M au meme plan sera 
Cn“ pi^ecedent) , 

. , pa 4-qb . . 

■ m = - - • 

. P 4~ 9 . . ^ ^ : 
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La distance m' du point M' ä ce plan sera 

^ pg ^ qb + rc ^ 

(p H~ ?) 4“ p g r 

de m^me ia distance du point M'" sera 

_(p + 9 + m' -{- sd ^ pa + qb + rc -}~ sd 

(p +■ 9 4" 4" ^ p 4“ 9 H“ 4^ s 

Continuons ainsi jusqu’ä ce que nous ayons utilise tous les points 
donnes et cliacun d’eux une seule fois; nous obtiendrons un point 
0 qu’on appelle le centre des distances proporiionnelles des points 

A, B, C, D, .affectes des coefficients p, q, r, s,. 

La distance de ce point au plan P est ' . 

_ pa -|- 96 + rc + 4~ ••• 

p g ~1“ r —[- s —1~... 

Nous avons dit que Ton devait utiliser chacun des points donnee^ 
une seule fois; mais rious n’avona pas specifie ro?‘c?re dans leqael 
on les faisait intervenir. II senablerait, au premier abord, que ln 
Position du point final 0 düt dependre de Fordre en question. Le 
resultat qui pröcöde montre qu’il n’en est rien. La valeur trouvee 
pour la distance du point 0 au plan P est, en effet, independante de 
cet ordre (pourvu,bien entendu, qu'ä chacun des points donnes coi'- 
responde toujours le m^nie coefficient) et, par consequent, si, eri 
changeant Fordre en question, on trouvait un point 0' different du. 
premier, la droite 00' devrait- 6tre parallele au plan P, et cela quel 
que soit le plan P, ce qui est absurde. 

Ebmarque. —Soient Aj, Gj, M j, M'j,.., 0^ les projections sui* 
le plan P, des points A, B, C... M, M'... 0 [ßg. 504). Le point M, 

q 

diYisera A^Bj dans le rapport — -; le point M'^ divisera C^Mj dans 

P 

T 

ie rapport — ; etc. En un mot, le point 0^ sera le centre des 

distances proporiionnelles des points A^, B^, affectes des m&mes 
coefßcients que les points donnes A, B, C... et la meme chose a lieu s 
les droites AAj, BBj,... au lieu d’etre perpendiculaires au plan P, 
sont paralleles ä une möme direction quelconque. 
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595. Le centre des disiances proporlionnelles n’est evidemment 
autre chose que ce que Fon nomme en statique le cenire des forces 
paralleles^ les points donnes etant les points d’application des forces, 
et les intensites de celles-ci etant representees par les coefficients 
p, cp 7’,... lesquelssont posilifs ou negatifs suivant le sens des forces 
correspondantes. 


596.11 y a une circonstance oü la suite d’operations que nous 
venons d’indiquer tomberait en defaut, c’est celle oü Fon aiirait ä 
diviser une droite dans un rapport egal ä -f 1, par exemple, oü les 
deux Premiers coefficients seraient egaux et de signes contraires. II 
est aise de voir qu’on peut toujours tourner la difficulte en inter- 
vertissant Fordre des points donnes, sauf dans un cas, celui oü la 
somme de ious les coefficients donnes est nulle. Dansle langage de 
la statique, ce cas correspond ä celui oü les forces donnees equi- 
valent ä un coupleL 

597. Lorsque tous les coefflcients sont egaux ä + 1, le centre des 
disiances proportionnelles prend le nom de centre des moyennes dis¬ 
iances. Le centre des moyennes distances d’un Systeme de points 
peut donc ötre considere comme defini par cette propriete que sa 
distance ü, un plan quelconque est la moy.enne arithmetique des 
distances des points donnes. 

598. Nous allons considerer en particulier les cas oü les points 
donnes sont au nombre de deux, trois ou 
quatre. 

Supposons d’abörd qu’il n’y ait que deux 
points A, B { fig. 505) affectes des coefficients 
p,cj. Le centre des distances proportionnelles 
est alors un point de lä droite AB. D’autre 
part, A et B etant donnbs, ce centre peut co’in- 
cider avec un p)oini quelconque 0 de la droite AB, pour un choix 
convenable de p et de q: il suffit evidemment de prendre 



■piS. oO'S. 


q _ OA 

p OB' 

(*) Dans lecas oü les forces donnees se font equilibre, le centre des distances proportionnelles 
n’est plus reiste ä l’infini, mais (PI. 280) indetermine. Dans la suite d’operations indiquees dans le 
texte, on arriverait encore ünalement a deux points affectes de coefflcients egaux et de signes con¬ 
traires, mais ces deux points coincideraient entre eux. 


i 
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Introduisons le nombre t donne par la Relation 


P + g + ^=0;. 

la relation precedemment obtenue 


0 = 

v + q 

entre les distances des points A, B, 0, devient 


-j- qh -f ^0 = 0. 


Ainsi, etcint donncs tvois points quelconques en ligns dvoitß^ on 
peut trouver trois nombres non tous nuh, mais dont la somme est nulle 
■et qui donnent lieu ci la relation pvdcedente enire les distances des trois 
points donnes ä un plan quelconque. 


La condition precedente determine d’ailleurs cornplbtenient, sinon 
les nombres p, q, t eux-mömes, du moins leurs rapports mutuels : 

•on a (puisque ^ et que p -j- g -f i = 0) 


^ — p q i t 

BO OA BO + OA“ BA^ÄB’ 

599. Soient ä present trois points A, B, C (fig. .506), que nous 
supposerons former iin triangle; soient Oncore 
p,q, r les coefficients correspondants. 

bi nous divisons BG dans un rapport 
MB r 

jjQ — ^6 centre des distances proportion- 

nelles cherche 0 est situe sur la droite AM. 
On Toit que ce point est nicessairement dans le 
plan ABG. 

En divisant de mdme CA dans un rapport ^ ^ et AB dans 

NA 

PA Q 

un rapport les droites BN, CP donnent deux nouveaux 

r' I 

lieux du point 0. ... 

II r^sulte de lä, una nouvelle demonstration du theoreme du 
no 197 (PL, Compl. du livre III). 
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Si, en efiet, les cötes d’un triangle ABC sont divises par les points 

r AT ^ - MB NG PA , 

[, N, P [fig. 506), de maniere que = — 1, on peut evi- 


demment poser 


MC 

m 

na' 


MC NA PB 

r 

.1 
r 


MB NC PA 

et, en vertu de la relation = — 1, Ton aura neces- 

MB NA PB 


sairement 


PB p 


Les remarques precedentes montrent des lors que les trois droites 
AM, BN, CP concourent en im m^me point, ä savoir le centre des 
distances propertionnelles des points A, B, C. 

599 bis. S’il s’agit du centre des moyennes distances des trois points 
A, B, C, les droites AM, BN, CP sont les mßdianes du triangle forme 
par ces points. Le centre des moyennes distances n’est donc autre 
chose que le point nommö precedemment centre de grämte du 
triangle ABC. 

600 . Coordonnees barycentriques planes. 

Inversement, soient donnes le triangle ABC et le point 0 de son 
plan. Joignons OA, et seit M le point od cette droite coupe BC. Si 
nous prenons deux nombres q, r, satisfaisant ä la relation 


MB 

MC 


puis im nombre p determine par la proportion 


OM _ p 
■ OA ~ 9 + r’ 

le point 0 sera le centre des distances proportionnelles des points 
A,B, G, affectes des coefficientsp, gf, r. 

Ainsi, etant donnes quatre points donl les trois premiers ne sont pas 
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en ligne droite, on peut affecler ceux-ci de coefßdents leis que leur 
centre des distänces proportionnelles soll le quatrieme point donne. 

Le raisonnement semble en defaut lorsque la droite OA est paral- 
IMe ä BC; mais on pourra alors le recommencer, soit en considerant 
la droite OB et le cöte CA, soit en considerant la droite OC et le cöle 
AB (*). 

Les rapports mutuels des quanlites p, q, r sont d’ailleurs deter- 
mines quandon donne le point 0 (puisque ce sont les rapports daiis 
lesquels les droites OA, OB, OG divisent respectivement les c6tes 
BC, CiV, AB). 

On donne le nom de coordonnees baryceniriques du point 0, par 
rapport au triangle de reference ABC, aux coefficients p, q, r ainsi 
choisis. Les coordonnees baryceniriques d’un point determine, par 
rapport ä un triangle determine, sont determinees ä un facteiir 
commun pres. 

Inversement, ä tout Systeme de coordonnees p, q, r, tel que 
la somme p + qr soit differente de zero, correspond un point 
determine situe dans le plan du triangle. 

Remabqub. —Si Ton möne, par les points A, B, C, 0, des paral¬ 
leles ä une möme direction quelconque, jusqu’ä rencontre en 
Aj, B. 1 , Gj, Ol avec un plan P, le point Oj aura, en vertu de la defnii- 
tion precedente et du n° 594 (Remarque), les m^mes coordonnees 
barycentriques, par rapport au triangle Aj Bi C^, que le point 0 par 
rapport au triangle ABC. 

601. La consideration des aires permet de donner une Interpre¬ 
tation simple des coordonndes barycentriques planes. 

Considerons, en efifet, les deux triangles ABM, ACM. Ces deux 
triangles, qui ont evidemment meine hauteur,' sont entre eux 
comme leurs bases MB, MC. Pour la meine raison, ce mdme rap- 
MB 

port — , est egal au rapport des triangles 0MB, OMC. II vient 
doncr, en vertu d’un theorbme connu sur les proportions 

MB _ AMB _, 0MB _ AOB 
■ MG “ AMG “ OMC ~ AOC 

(l) II est Evidemment impossible qua les droites qui joignent le point 0 aux sommets du 
triangle ABC soient toutes trpis paralleles aux cötEs du meme triangle, pui-sque les parallölas 
meoEes aux cötEs d’un triangle par los sommets opposEs na passent pas par uh meme point. 










CENTRE DES DISTANCES PROPORTIONNELLES. 


‘ puisque le triangle AOB equivaut ä la somme oii ä la difference des 
triangles AMB et 0MB, le triangle AOC etant en meme temps equi- 
valent ä la somme ou ä la difference des triangles AMC et OMC. 


AOB , ^ 

Le rapport^Q- est donc egal, en valeur absolue, au rapporl 
Mais, de plus, nouspouvons remarqiier que si' la droite AO coupele 

V 

cdte BC lui-meme (c’est-ä-dire si - est positif) les deux triangles 

AOB, AOC sont toiis deux additifs (voir PL ; Note D, 315, fig. 228-229) 
ou tous deux sousLractifs [ibid., ßg. 230), au lieu que si la droite 
AO coupe Fun des prolongements de BC, ces deux triangles sonF 

Fun additif, Fautre sousLractif, en m'^me temps que le rapport- 

deYiendra negatif. Si donc on fait preceder chacun^des angles BOC, 
COA, AOB du signe + ou du signe suivant qu’il est additif ou 


V 

soustractif, k rapport - sera, en grandeur et signe, egal au rapporl 
des triangles AOB, AOC. 

En faisant des raisonnements analogues relativement aux aiUres 
cötes du triangle ABC, on arrive evidemment ä la conclusion sui- 
vante: 

Les coordonnöes barycentriques d'unpoint sont, en grandeur et 
signe (moyennant la Convention qui vient d’ötre dtablie), propor- 
tionnelles aux aires des triangles qui oni pour sommet commun ce 
point et, pour bases respectives, les cötes du triangle de reference. 

602. Introduisons le nombre t defmi par la relation 
p —1~ q “j— r —|— t —0 

Alors la relation, precedemment trouvee, entre les distances 
a, b, c, 0 des points A, B, C, 0 ä. une droite quelconque du plan ABC 
ou ä un plan quelconque 


peut s’ecrire 


pa qb A- rc 

0 = - -j-^-y- 

p -f- q r 

pa qb -}- rc -j- to — 0. 


Ainsi, quatre points quelconques dtant donnes dans un plan, on 
peut irouver quatre nombres p, q, r, t dont la somme est nulle et teis 
Geometrie. II. 21 
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que les dkiances des quatre points donnes ä un plan qiiekonque, mul- 
iipUees respectivement pav ces quatre nombreSy donnent une somme 
nulle. 

Le raisonnement precedent cesse d’etre valable lorsque les trois 
points A, B, G sont en ligne droite. Mais alors nous savons (598) 
qii on peilt trouYer les nombres q, r tels que Voe ait 


|ia qb -\- rc = 0, 


ce qui est la relation precedente, l elant pris egal ä zero. 


608. Coordonnees barycentriqwes dans l’espace. — 

Gonsiderons maiatenant le cas oii Fon part de quatre points A, B, 
G, D [fig. 507) non situes dans un möme plan, p, g, r, .s- etant les 
coefficients affectes ä ces poin ts, on pourra coni- 



mencer par prendre le centre des distaiices pro- 
portionnelles des points A, B., G affectes des coet- 
ficients p, r, ■— autrement dit, le point M du 
plan ABG qui a pour coordonnees barycentriques, 
par rapport ä ce triangle, les nombres p, q, r^. 
— puis prendre sur DM le point 0 tel que 

OM _ S: 

OD p q -j-r 


Par exemple, si les coefficients p, q, r, s sont tous egaux ä -f- 
le point 0 appartiendra ä la droite qui joint le point D au centre de 
gravite du triangle ABG, de Sorte que cette droite et les trois autres 
droites joignant le point A au centre de gravite du triangle BGD, le 
point B au centre de gravite de GDA, le point G au centre de gravite 
de DAB, concourent en un meme point. 

604. Inversement, 0 [fig. 507) etant un point quelconque de l’es- 
pace, on pourra toujours determiner les coefficients p, q, r, s de 
maniere que le centre des distances proportionnelles obtenu soit le 
point 0. II suffirade prendre pourp, q, r les coordonnees barycen¬ 
triques, par rapport au triangle ABG, dupoint M oii la droite DO coupe 
le plan ABC, et pour s le nombre defini par la relation ecrite tont ä 
Fheure. 

i^es coefficientss, qui sont ainsi determines ä.uB facteur 
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coramun pres, sonfc dits les coordomiees barycentriques du poini 0, 
par rapport au telraedrede reference ABCD. 

Nous laissons au lecteur le soin de demontrer que ces coordomiees 
barycentriques sont prcportionnelles aux quatre tetraedres ayant 
pour sommet commun le point considere et pour bases respeelives 
les faces du tetraedre de reference, et que cette proportionnalite a 
lieu en grandeur et signe, si Fon a soin d’affecter les tetraedres en 
qiiestlon du signe + OR signe — suivant qiFils sont additifs ou 
soustractifs (^). 


605, Introduisons le nombre i defini par la relation 
’p -)~ —)~ r —]— ^ —)— t 0. 

La relation 


pa-\- qb rc -j- sd 
p + q + r-^s 


qui a lieu entre les distances des cinq points A, B, C, D, 0 ä un plan 
queleonque, pourra s’ecrire 


pa -{- qb -{- re sd -f- = 0. • 

Donc, etant donnes einq points de Fespace, on peut trouver les 
cinq coefficients p, q, r,s, t donnanl lieu iila relation precedente. On 
prouvera d’ailleurs, comme tout ä, Flieure (602), que la conclusion 
n’est pas en defaut si les points A, B, G, D cessent de former un 
tetraedre. 

606. On definit en mecanique le centre de grämte d’une figure 
queleonque. Cette definition, dans le cas d’un polygone ou d’un 
polyedre homogene (cette condition, absoliiment essentielle, est impli- 
citeinent supposee dans ce qui va siiivre) conduit aux conclusions 
suivantes : 

Le centre de gravite d'un Iriangle est le qjoint de concours de ses 
medianes, conformement ä la denomination que nousavons adoptee 
depuis le n® 55 bis, 

Le centre de grämte d'un polygone plan queleonque s'obtient en le 
decomposani en Iriangles, dont onprend lescentres de gravite, et pre- 
nant le centre des distances proportionnelles des points ainsi obtenus, 

(1) VoirHota P ä la flu du volume. ’ 
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affecLes de coefficients respectivemeut egaux aux aires des triai 
correspondants (^). 

Le centre de graviU d'tin tetraedre est le point oü se coupent { 
les droites qui joignent chaque sommet au centre de gravite de la 
opposee. 

Le centre de grämte d'un polyedre quelconque sobüent en le de 
posant en tetraedres et operant comme il vient d’etre explique ] 
les polygones dans le plan (le mot aire etant remplace par le 
volume). 

607. Theoreme. — Si on coupe un prisme par diff&renU plans 
centres de grämte des sections ainsi obtenues sont ßur une mime pi 
leie aux aretes. 

Pour demontrer ce theoreme, noiis nous appuierons sur le L 
reme du n® 368. 

Nous allons demontrer que si Von rnene, dans une surface pri 
tique, une seclion droite et une section oblique^ le centre de gravii 
la section oblique seprojette^ sur le plan de la section droite^ au ct 
de graviti de cette derniere. 

Si d’abord le prisme est triangulaire, le fait resulte [fig. 512) < 
remarque du n“ 594, en vertu du n“ 599 bis. 

Si maintenant le prisme est polygonal, on peiit le decompose 




prismes triangulaires (/?^.bl3) qui donneront, dansle plan de la 
tion oblique, les triangles T^, T.j, T 3 , ..et, dans le plan de la 
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tion droite, les triangles t,, Soient G 3 , les centres de 

gravite de g,, ies centres degravite de t,, 4 , ^ 3 ,.,. 

lesquels sont (comnie nous venons de le voir) les projectionc de 
Gj, G 2 , G 3 , sur Io plan de la section droite. Le centre de gravite 
G de la section oblique est le centre des distances proportionnelles 
des points Gj, Gg, G 3 , affectes de coefficients proportionnels aux aires 
T, Tg, T3,...; ct, d’autre part, lo centre de gravite g de la section 
droite est lo centre des distances proportionnelles des points 
9ii S'siö'ar-* affectes des coefficients fg,... lesquels sont (368) 
proportionnels aux premiers. Donc le point g est (594, Rem.) la 
projection de G. , , 

Donc aussi, lorsqiio le plan de la section oblique varie, le point G 
decrit la parallele aux aretes menee par g, 

0. Q. P. D. 


608. Volume du tronc de prisme. 

Theoreme. — Le volume d'un tronc de prisme quelconque est 6gal 
au produit de l'une des bases par la distance du centre de gravite de 
i'auire base au plan de la premiere. 

Nous distinguerons deux cas : 

1° Le tronc de prisme est triangulaire. Soient ABC, DEF {ßg. 512) 
les deux bases, G Ic centre de gravite du triangle DEF; d, e, /, 
les distances des points D, E, F, G au plan ABC. 

Le volume du tronc de prisme est (409) 


ABC X 


d^-e + f 

3 


Mais (599 bis) ^ est egale ä g. Le volume est donc bien 

mosure par le produit ABC Xg. 

2° Le tronc de prisme est polygonal. On le decomposera en troncs 
d prismes triangulaires dont les bases sont T^, T^, Tg,..., dans le plan 
P de la baso införioure; T'j, T'g, T'g,... dans le plan P' de la base supe- 
rieure. Si g^g^, g's,... sont les distances dos points GL, G^, au 
plan P, on a (1°), pour lo volumo du tronc i 

Y = 9^1 Ti -f Tg +^ 3^3 + •=• 
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Mais, si g est la distance, au plan P, du centre de gravite de la base 
superieure, on a 

0 — 9% T/ 4~ 9z H~ ••• 

T/+ T/+t; + ... 

= Tg -}- g'a Tg -f- ... 

Ti + T, + T3-|-... 

puisque les triangles T/, Tg', T/... sont propertionneis ä T^, T^, Tg... 
(comine ayanl les meines projections sur un plan de section droite). 
Tirant g^ Tj + 5^2 Tg + g^ T 3 + ... de eetle egalite, il Yient bien, 
conformement ä l'enonce, 

V = (T,-}-Tg-l-Tg-f ....). 

Corollaires. -— I. Un Ironc de prisme est equivaleni aupHsme que 
1071 ohiiendvüit en siibstiliKint d Id base supevieuTe une ■section ^noneß 
par le cenitre de graviU de cette base et pcn-allele ä ki base inßriew'e. 

Par consequent, aussi : 

II. Le volume du tronc de prisme a pour mesiire le produit de la 
section droite par la distance des centres de gravitä des deux bases. 

III. Le theoröme prdcedeni montre bien que la positwn trouvee., 
pour le centre de gravite d'un polygo^ie, par le procede du n“ 605, est 
mdependante du 7node de decomposiiion du polygone en triangles. En 
Premier lieu, en effet, les raisonnements des n“ 607-608 ne suppo- 
sent nullement que cette independance soit etablie (ils sont valables 
en supposant que le prisme ait ete decompose d'une maniere deter^ 
minee en prismes triangulaires). Des lors, un polygone plan quel- 
conque etant donne, considerons-le comme l’une des bases d’un 
tronc de prisme, l’autre base, etant dans un plan quelconque P. Si S 
est 1 aire de cette seconde base, g la distance du centre de gravite 
du polygone donne au plan P, V le volume du tronc de prisme, on 
aura (theor.prdc.) . 


V 



Cette formule montre que la distance 5 ' du centre de gravite O au 
plan P est independante de la maniere dont on a decompose le poly¬ 
gone en triangles pour troüver le point O. Comtne le plan P est de 
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direetion quelcoiique, il eii i'esulte (comparer 594) que la position du 
point G est independante. de ce mode de decomposition. 

609. Probleme. — Trmwer le Heu des pomts tels que les carres de 
leuTs distances ä des poinls donnes^ multiplies respectivement par des 
coefßdents donnes (positifs ou negatifs), aient une somme algebrique 
egale ä une quanlite donnee. 

Soient les poinLs donnes A, B, C, D, ... et les coefficients corres- 
pondants (positifs ou negatifs) 9 ', r, s, ... Nous avons ä chercher 
le lieu des points tels que Ton ait 

k etant un nombre donne. 

Supposant la somme p q r differente de zero, soit 0 le 
centre des distances proportionnelles des points donnes, affectes 
des coefficients p, r/, r, . 9 , ... Joignons OM et 
soit Oa [fig. 514) la projection de OA sur cette 
droite, le segment Oa etant compte en gran- 
deur et signe avec OM comme sens positif. 

Onaura, quelle que soit la position du point a, 

II' = Öl' + Öl' — 2cri • öl 

Car si le point a est du möme cöte de 0 que le 
point M, le segment Oa est positif, l’angle A^ 
aigu et Ton retrouve Fenonce du n° 126, 

1°(P1., livre lll); si, au contraire, le point a est sur OMvprolonge 

au delä de 0, le segment Oa est negatif, Fangle A^ obtus, etl’ega- 
lite precedente resulte de la seconde partie du möme tlieoreme. 

Si, de mi§me, 0Z>, Oc, Oc^ ... sont lesprojections de OB, OC, OD, ... 
sur OM, comptees en grandetir et signe dans les memes comditiöns, 
on aura 

MB' = Öl' + Öß' — 2ÖM .03 
MG'= ÖM'+ ÖG'— 20M • Ö3 


Multipliant Fegalite obtenue tout a Fheure par p, celles que nous 
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Tenons d’ecrire par r, s, ... respectivement, et ajoutant, il vienf, 

— {P 9 4" H~ •••) OM“ -}~ p ‘ OA.“ -j- q • ÖB^ -f- T • OC^ “!“•••• 

— 2ÖM {p - 'Uä q- Ob r‘ TJc ...). 

Mais, au second membre, la parenthese du dernier terme 

• Öa-f-?/* +’’• Öc. 

est nulle, en vertu du choix du point 0; car les quantites Oa, 0^», 
Oc ... peuvent ^tre considerees comme les distances (comptees en 
grandeur et signe) des points A, B, C, ... ä un meme plan mene 
par 0, celui qui est perpendiculaire ä OM [fig. 514). 

L’egalite precedente se reduit donc ä 

pMA' + -j- = (jö ^ y. _j_ ...j öM^ + l 

en designant par l la quantitö p. OÄ'“ + . ÖB® -j_ r • ÖG® -f ..., 

laquelle est indSpendante de la posilion du point M. 

Ainsi ecrite, cette egalite montre qiie la condition necessaire et süffi¬ 
sante pour que la somme algöbrique jp • MÄ^ -j~ q . MB® -f- r • MG® -f- ... 
soit constante est que OM soit constant. 

Donc le lieu demande est une sphere de centre 0. 

610. Le raisonnement precedent serait en defaut si la somme 

p q r etait nulle. Dans ce cas, en effet, le lieu ne serait 
pas une sphere, mais un plan. 

Pour le voir, divisons les points donnes en deux groupes, de 
maniere que, dans chacun de ces deux groupes, la somme des coef- 
ficients soit differente de zero (ce qui est evidemment possible des 
que les coefficients ne sont pas tous nuls (')), le centre des distances 
proportionnelles du premier groupe etant 0, celui du second 0'. 
Supposons, par exemple, pour fixer les idees, qu’il y ait quatre 
points dont deux, A, B, appartiennent au premier groupe, les deux 
autres, C, D, au second. Les coefficients g, r, .? sont alors tels que 
les deux sommes p -j- g, r-f s, differentes de zero, sont egales et de 
signes contraires. 

1) II est clair que leproblfeme eesserait dese poser si tous les coefficients etaient nuls. 
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Noiis aurons, comme precedemment, 

p ■ MÄ‘ + q • MB-^ = iP + q) + l 
. r . IC' '+ s .¥D^ = (+ 5) ÖÜ' _}. f _j- öTÜ" + l' 

en designant par Z, V respectivement, les sommes p • + q «ÜB^. 

r • O'C^ + s-O'D*. En ajoutant ces deux egalites, il vient: 

+ + ♦ MD' = (p4.9)(ÖM''_(yi') + Z+ r. 

Donc la condition p • MA^ -{- q • MB^ + ^ — const. 

equivaut ä OM^— O'M“ = const,, c’est-ä-dire donne pour lieu du 
point M un plan (*). 

eil. Dans l’equation finale 


p-Mk^ + q-UB^ H-r‘-MC\.. = (p-f ^-j-r + ...) OM'+ Z 


du n“ 609, introduisons (comme au n° 605) la quantite t definie par 
la relation 


il vient 


p "j" q V .. • “I“ t 0 t 


2J . MA® + ^ • MB®+ r-W + ... 4-Z.¥Ü'= 1. 


Supposons qu’il y ait trois poinls A, B, C et seit 0 un point situe 
dans leur plan. Nous savons qu’on peut determiner les coefficients 
p,q^ r de maniöre que 0 soit le centredes distances proportionnelles 
des points A, B, C. 

Ainsi, Stant donnes quatre poinis A, B, C, 0' d’wn plan i^]%l existe 
loujours quatre nombres p, q, r, t non tous nuls, mais dont la somme 
est nulle, iels que la somme p • MA^ r • MC“ -j- t MO^ soit 

independante de la position du point M.. 

Par un raisonnement tout semblable, on voit que, etant donnes 
cinq points quelconques k, B, C, D, 0 de l’espace, il existe cmq nombres 
p, q^ r, s, Z, non tous mils, mais dont la somme est nulle^tels que la 
quantm p ■ 11 ^ + ^ • MB^ -f r - MC^ + s • + t • lÜ^ soit indepen- 

danie de la position du point M. 

(1) Dansle cas (n» 596, note) oü le point 0' coinciderait avec le point 0,il est clairqne U 
quantite p. MA* + q. MB® + ... serait constante, quel que soit le point M. 

(2) Le raisonnement serait en döfaut si les points A,B, G dtaient en ligne droite; on verrait 
alors, comme au n« 602, que le rdsultat suhsiste, t etant nul. La forraqle ainsi obtenue ne serait 
autre que celle de Stewart (PI., 127). 
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612. Relation entre les distaiices mutnelles d© 
quatre points d’iin plan. 

Soient A, B, C, 0 quatre points d’un plan. Designons par x, y, z, 
a, b, c, respectivementjles distances OA, 
OB, OG, BC, CA, AB. 

11 existe une relation entre les six 
quantites s, a, b, c. En effet, con- 
naissant «, 6, c, on peut consLruire le 
triangle ABC {fiy. S15), apres quoi, les 
circonferences de centres respectifs B, 
C et de rayons y, z donnent deux lieux 
du point 0. Ces deux circonferences se 



coupent en deux points 0, 0' [fig. 615) 
et, par consequent, lorsqu on donne a, c, ?y, z, la quantite x ne 
peut avoir que deux valeurs, 

Pour trouver la relation dont nous venons de conslater l’exis- 
tence, nous emploierons le resultat obtenu au numero precedent. 
Soient doncp, r, if, quatre nonibres de somnae nulle et tels qne 
Ton ait 


p. MA' + q. MB" + r. MC^ + MÖ® = ^ 

l etant independant de la position du point M. 

Nous ferons comcider successivement le point M avec les points 
A, B, C, 0 , il viendra, en tenant compte des designations precödem- 
ment adoptees pour les distances mutuelles des quatre points en 
question, 

qc^ -[- Tb^~\-tx'^=:i 

pb^ + qa^ -j- tz'^ = I 
px^ + qy^ + rz® =l 

Si nous lenons compte de la condition 

( 2 ) 

nous aurons cinq equations bomogbnes du premier degre entre 
lesquelles nous pourrons eliminer les cinq incoanues, non toutes 
nulles, p, g, r, t, 1. 
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Pour faire eette elimination (^), ecrivons, par exemple, les trois 
premieres equalions sous la forme 

cj ■ I 

r , P _ b^l— lif ) 

P y_-9 „ . 

P ” b^ ’ 

d’oü resulte 

rbm — ty^) + c\l — iz^) — a^[l— te')-] 

L”~ 2 -fl' b^ c^ J 

— 2 Z [b^ 4- e — a^) — t [b^ if + 

^ 2 b'^ 

ic^ A- a^—b^)-~t (c^- + a' £c' — ¥ %f) 

<7 = i' —- Y¥i^ 

, / (a® + ~ C®) — t (fl® aj® + 62 — C® z®) 

^ 2 fl® 6® c® i 

"Si nous substituons ces ■valeurs dans la derniere eqaation id) 
«el dans Tequation (2), celles-ci deviennent, Tune 

(3) /Sfl®(6® + c® — fl®)ar® — ffifl®a-®(6®.//® + A® — fl®«®) = 2ifl®6®c® 

(en designanL par Sa®(6® + c® ^— a.®)«® la somme «“(6® + c® fl")«“ 
^ 2(^2 _|_ cP — b^)if + c®(fl® -1- 6® — c®)s® et, de meme, par Sa®«® {bif -f 
c®z® — « 2 ^ 2 ^ la somme de la quantite a®«®(6®,y® + 
deiix autres analogues'); 'faiitre 

(4) .ZSfl®(6® + c®— fl®)— ZS.ffl®,(.6®|/®-f c®z®—fl'«’*} + 2 Zfl®6®^®=.0. 

La quantite 

[Sfl®(6®+c®—fl®) ' 

[ — 26®c=*+2c"fl®+2ffl®P— 

( 1 ) Le loctour familiarisö avec la thAorie des däterminants ecrira immddiatement le rdsultafi 
4 e cotto Alimiaation SOUS la forme 

0 c 2 ajä 1 
iO lü^ iy^ 4 1 

Ä2 as 0 «s 1 ‘ = 

a i ... 

11110 
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represente (PI., 251) 16 fois le carre de la surface S du triangle ABC- 
De m^me, la quantite cH^ — a?x^] represente 16 

le carre de la surface du triangle dont les cötes sont mesures pRT 

aa?, by, cz, 

Enfin, il faut remarquer que la somme 

ch'^ _ = aHhf + cV + a^x^) -f b\ch^ -|- 

+ c%a‘^x^ -|~ 

est identiquement egale ä llü%b^— a^)x^. Les deux öquations 
(3) et (4) s’ecrivent donc 

(3') l[Iia^{b^-\~c^ — ü^)x'^-~^aW] = fJ]a^x\bY + 
et 

(A) 16S'/ = t[-Ea\b^ -f c® — a^)x^ — 2aW]. 

L’elimination de l et de t est immediate et donne 

(b) c® _ a^)x^ — 2aWY = m\'2a^x\bY + c¥ — 

On neut ordonner cette equation par rapport ä a-, y, z. On obtient 
ainsi aisement (en divisant par : 

(b') '^a%x^ — y^){x^^z^)~Ila\b^-^c^ — a^)x^ + aH^c^—0. 

II est clair que des calculs tout analogues permettraient de trou- 
ver une relation entre les distances mutuelles a, b, c detrois points 
en ligne droite.On aurait alors(^) en designant par p,( 7 ,rtrois nom- 
bre convenablement choisis, Tequation (2) et les trois premieres 
equations (1) avec t = Q. 

Si on elimine p, q, r (en conduisant les calculs comme tout ä 
rheure), entre les equations ainsi ecrites, on trouve 

• 16 S" = 0, 

16 etant encore la valeur commune des quantites(A), laquelle est 
bien nulle si A,B, C sont en ligne droite. 

(1) Voir la note 2 de la page 329, 
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613. Noüs avons ä noiis demander si, reciproquement, la relation 
precedente entre six quantites ä?, y, z est süffisante pour que ces 
quantites mesurent les distances mutuelles de quatre points d’un 
plan. C’est ce que nous allons demontrer en supposant que Von puisse 
construire un iriangle ayant pour cötes a, b, c. 

A cet effet, nous remarquons que si les quantites a, 6, c, x, y, z 
satisfont ä l’equation (5), on peut (ainsi qu’on s’en assure aisement 
en refaisant en sens inverse les calculs precedents) trouver les 
quantites p, q, r, f, l satisfaisant aux equations (1) et (2). 

Construisons alors le triangle ABC qui a pour cötes a, b, c, et 
soit 0 le point qui a pour coordonnees barycentriques, par rapport 
a ce triangle, les quantites p, q, r. Si®', y', z' designent les distances 
OA, OB, OG, il existe, ainsi que nous Favons vu, un nombre V tel 
que Fon ait 

qc^ -j- rb^ + tx'^ z=l' 

ra^ -{- ty'^ = V 
H- = V 

\ px'^qy'^-\- rz'^ = V 

La comparaison de ces equations avec les equations (1), (2) 
donne aisement (^) = y'^ = y^, z'^, = 2 ^, l'=l : d’oü la conclu- 

sion demandee. 

Notre raisonnement suppose, nous Favons dit, que Fon puisse 
construire un triangle ayant pour cötes a, b, c. Toutefois, il serait 
encore valable (^) si.Fon pouvait construire Fun des triangles qui 
ont respectivement pour cötes a, y, z; b, z, x; c, x, y : il suffirait, 
en effet, de le recommencer avec un changement de notation, le 
point 0 etant permute avec Fun des points A, B, G. 

Mais il est absolument necessaire d’introduire Fune ou Fautre des 
suppoSitions pröcedentes. On peut trouver six quantites a, b, c, ®, 
y, z, satisfaisant ä la relation (5) et qui, cependant, ne representent 
pas les distances mutuelles de quatre points du plan, parce qu’au • 
cun des triangles ayant pour cötes a, b, c; a, y, z; b, z, x; c, x, y, 
ne peut ötre eonstruit (voir exercices 876, 876 bis). 

(1) Du moins il en est ainsi tant que p-\-q + r— — t n’est pas nul. Mais le cas contraire 

ne pourrait se produire que si le triangle A B G se reduisait ä une ligne droite, puisque les 
dquations (1), (2) exigent alors la quanlitd {¥) soit nulle. ; ^ 

(2) 11 rdsulto de lä. que, lorsque les quantitds a b, c, x, y, z satisfont k la relation (5), si 1 un 
des triangles qui ont respectivement pour cötös a, b, c; a, y, zb, z, x; c, x, y peut etre 
eonstruit, il en est de mSme des trois autres. 
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614. Volume du tetraedre eii foiictiou des aretes. 

Soientö=:BC, 4 = CA, c = AB, a = DA, ß=:DB, y=DC lessix 
aretes d’un tetraedre ABCD {ßg, 516). La connaissance de ces six 
longueuTS determine le polyedre (ex. 617) et, par consequent, son 
volume. Nous allons montrer comment on peiit, dans ces conditions, 
calculer celiii-ci-. 

^ Du point D, soll abaissee la hauteiir DH= Ä,. 

et designons par x, y, z, les distances HA, 
HB, HG : on aura, dans les triangles rectangles. 
DBA, DHB, DHC, 



EA"=X^: 

0 , 2 . 


Fig. 816. 


y2. 


■h^ 

■h^ 

¥ 


Substituons ces valeurs de la relation (5'), laquelle alieu entre les 
longiieurs a, b, c, a?, y, 2 , puisque les points H, A, B, C sont dans un 
meme plan. II vient 

Sßä («2 — ßä) (^2 _ .^2) _ S ^2 c2_ a2y (^2„ /^2) _|_ ^2^2 ^2 = Q 

ou, en faisant passer tous les termes en ¥ dans le second membre, 

S ¥{¥— ß') (a'~ Y^) — S ¥ {b^ + c2— ¥) «2-1- «2 ß2 ^2. 

= ~¥^¥ [b^ -j- c"~ a?) -16 S2/i2, 

S designant toujours la siirfaee du triangle ABC. Mais SA repre- 
sente trois fois le volume V cberclie. Donc Fexpression 

Sa2(a2 —ß2) [¥~ — c^— aHH\ 

qui est nulle lorsque a, A, c, «, ß, y, sont les distances mutuelles 
de quatre points d’un plan, est, d’une fa§on generale, egale ä 
—16 X 3L V 2 ^ designant par V le volume du tetraedre qiii a pour 
aretes a, e, «, ß, y- 

615. Relation entre les distances mutuelles de cinci 
points de l’espace. 

Soient A, B, C, D, 0 cinq points de Fespace ; a= BG, h= GA, c= AB, 
a= DA, ß= DB, Y= DG, OA, i/= OB, s= OG, w= OD leurs distances 
mutaelles. E existe entre ces dix quantites une relation, comme on le 
verra en constatant (par une inarche analogne ä celle qui a ete suivie 
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tout ä Theure) que la co.Bnaissance des loiigtiears a, b, c, a, ß, y determine 
le tetra^dre ABCD; la eonnaissan.ce des longueurs a, b, c, x, y, z, le 
tetraedre ABGO : apres quoi la quantite u ne peut plus avoir que deux 
Taleurs. 

Pour irouver la relätion en question, on s’appuiera sur l’existence 
des nornbres p, q, r, s, t, de somme nulle et teile que la quanlite 
p.MA®-j-+ quantite l indepen- 

dante du choix du point M; et, faisant coincider successivement le 
point M avec A, B, C, D, 0‘, on derira les- dquations: 

qQ^.J^ g;Qj2 z=z I 

pc2 _j_ ro-^_|_ sß2 qL fy2 _ I 

Sy® + ^ 

33 a®-j- 

+ gg® d- »’Ä® d" SM.® = l 

33 ”d ^ "4" ^ "4" s d*" ^ ^ ^ 

entre lesquelles ii faudrait dliminer p, g, f, s, t, l pour avoir la relätion 
cherctiee (d* 


EXERCIGES 


859. Le: centre des distances proportioanelles de plusieurs poiats affectös de 
coefficients dont la somme est nulle, s’il n’est pas rejetd A rinüni, es.t en göneral 
inddtermind. Si on le recherche par la möthode du n“ 594, le point obtenu n'estpas 
inddpendant de Tordre dans lequel on prend les points donnes. 

860. Si Ton fait tendre les Gooi’donndes bar^centriques d’ün point Al vers des 
nornbres fxes non tous nuls, mais dont la somme est nulle, le point M s’dtoigne ä 
rinfmi dans une direction determinde. 

861. Lorsqu’tm point du plan d’un triangle decrit une droite, ses eoordonnees 
barycentriques p, g, sont liees par une relätion de la forme ap + bq -{- C7'=&, 
les nornbres a, b, e etant constants. 

(11 suffit de prendre pour a, b, c les distances des sommeüs du triangle ä la droite 
consideree). 

Bdciproquement, le lieu des points dont les eoordonnees barycentriques satisfont 
A une, relätion de la forme precedente est une droite, sauf dans les cas oü a, b et c 
sont dgaux entre eux, et oü tqus les points du lieu sont rejetds ä 1 infini (®). 

Quelles sont les propridtes analogues dans l’espace? 


(1) A l’aide des ddterminants, le rdsultat s’dcrit: 


0 e2 Ö 2 aS ar 1 

c2 0 «3 p2 yi 1 

bi ai 0 yi 32 1 

5,2 ;32 y2 0 »2 1 

X'i yi s2 (,ä 0 1 

[1111 1 0 



(2) Ge cas peut d’ailleurs ötre cönsidörö comme rentrant dans le cas gdneral (voir ci-apresv 
n« 621 ). 
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862. ap-\-bq-\rcr—0,a'p-\-b'q-\-c'rz=O etant respectivement les equations de 
deux droites, c est-ä-dire les relations eiitre les coordonndes barycentriques qui les 
caracterisent, quelles conditions doivent vdrifler a, 6, c, a! b' c' pour que ces droites 
soient paralleles ? 

Quel est le probleme analogue dans l’espace ? 

863. Appliquer l’exercice 861 ä la recherche du lieu des points doiit la somme des 
distances a trois droites donndes (dans le plan) ou ä quatre plans donnes (dans l’es- 
pace) est constante. 

864. Sur les quatre faces d’un tetraedre, respectivement, on prend quatre points 
donnds chacun par ses coordonndes barycentriques. Montrer que le rapport du 
volume du tetraedre ayant pour sommets ces quatre points au volume du tdtraedre 
primitif ne ddpend pas de la forme de celui-ci, raais seulement des coordonnees 
barycentriques des points en question. 

Generaliser au cas oü ces points sont pris non sur les faces, mais ä l’intdrieur ou 
a l'exterieur. 

865. Plus specialement, on sitppose que les quatre points sont pris sur les quatre 
ardtes AB, BG, CD, DA (formant im quadrilatere gauche) du tdtraddre et divisent ces 
quatre aretes dans des rapports donnds. Evaluer, en fonction de ces rapports de 
division, le rapport du volume du tetraedre t ainsi forme au tötraedre primitif T. 
(Le volume de t s’obtient comme somme algdbrique de tdtraedres ayant pour som- 
met communun sommet de T.) Deduire de 14 I’ex. 505. 

86G. A tout polygone gauche, on peut faire correspondre un segment dont la 
projection sur une droite quelconque soit inesurde par le mßme nombre que 1 aire 
limilde par lä projection du polygone sur le plan perpendiculaire ä cette droite 
(cette projection etant supposde ne se couper elle-m&me en aucun point) (^). 

Letheorerne ötant vrai pour un triangle (ex. 473), onremarqueraque si on a formd 
les Segments demandöspour deux polygones qui ont une partie commune, on peut 
forrner un segment analogue — le resultant (®) des deux premiers — pour le con- 
tour formd en rdunissant ces deux polygones et supprimant la partie commune. 

(Le thdoreme s dtend, par voie de passage 4 la limite, 4 un contour curviligne). 

866 bis. Construire le segment dont il est question 4 l’exercice precedent pour un 
contoLir compose d un arc AB d’belice, des perpendiculaires abaissees des extrdmi- 
tes A, B sur laxe du cylindre et du segment de cet axe compris entre les pieds de 
ces perpendiculaires. 

(On commencera par substituer ä l’arc AB une ligne polygonale inscrite dont les 
sommets soient projetes sur le plan de section droite suivant ceux d’une ligne brisee 
reguliere). 

867. Faire passer, par un point donne, un plan qui divise un prisme donne en 
deux troncs de prisme dont le rapport soit 4gal 4 un nombre donnd. 

868. Trouver toutes les spheres tangentes 4 quatre plans donnds, en remarquant 
qu’on connait, au signe pres, les coordonnees barycentriques du centre d’une teile 
sphdre. 


(1) Le thäoröme s’dtend au cas oü la projection du contour se croise elle-müme ; mais alors 
cette projection dülimite plusieurs aires et non une seule ; et il faut, pour que le' thöoröme 
roste exact, l’appliquer ü une somme algöbrique de ces aires, multiplides par des coefficients 
positifs ou negatifs convenables. 

(2) Yoir le Cout's de Meeaniqm, ou encoro la Composition des translations (417). 
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)re de ces spheres est, en gdneral, de huit. Quelles relations 
1 aires des faces pour qu’une ou plusieurs d'entre elles ces- 


cteraent que le centre de gravitö d’un polygone (606) esl 
ide de ddcomposition en triangles. 

rer PL, note D) que.quel que seit le mode de döcompositioii, 
tle meme que celui qu’on obtiendrait en affectant les diffe- 
pour bases respectives les cötes et pour sommet commun un 
plan, de coefficients proportionnels aux aires de ces triangles 
ou du signe — suivant qu’ils sont additifs ou soustractifs, et 
iitions, le centre des distances proportionnelles des ceiitres de 
s. 

proposition pour le centre de gravite d’un polyedre (com- 


distances proportionnelles d’un systfeme de points d’un plan 
ä positifs, ou le centre de gravite d’un polygone plan, est ä 
jTgone convexe comprenant ces points ou ce polygone. 
ices proportionnelles d’un Systeme de points de l’espace aFfec- 
iitifs (ou le centre de gravite d’un polyedre) est ä l’interieur 
Bxe comprenant' ces points ou, ce polyedre. 

appelle centre de gravite d'itne ligne brise'e [suppose'e horno- 
ätances proportionnelles des milieux des cötes de cette ligne, 
s proportionnels aux longueurs de ces cötds. 

'ace latörale d’un tronc de prisme est dgale au perimelre de la 
iliöe par la longueur interceptde par les bases, sur la parallele 
ir le centre de gravilö de ce pdrimetre. 

Ions doivent remplir six longueurs pour qu’elles puissent etre 

tetraödre ? 

tement que si six longueurs a, b, c, x, y, z satisfont ä la rela- 
deux triangles dont Tun a pour cötdsa, b, c, et l’autre a, y, s 
Lts tous deux ou ne peuvent etre construits ni Tun ni l’autre. 

relation (5) comme equation en .« 2 . La quanUte qui doit etre 
tte equation aitses racines r6elies est le produit de 

a+i + c) {b + c—a) [a + c — b] {a + b-~c) (PL, 130). 


i + y^z) (y+s—ß) (s + c—y) (a+w--2)- 


Dn doit-il y avoir entre les arötes a, b, c, a, ß, y('i 6^^) 
ur que le centre de la spbere circonscrite soit dans le plan de 


-ö») + ö* ßMc* + — c*) — 

D sont quatre points d’un plan et M un point quelconque de 

BC) + MBI (DGA) +MC®. (DAB)+MD". {GBA)=± S, ^ 
itc., dösignent les aires des triangles DBG, DCA, precedees du 
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signe + ou du signe —, suivant les sens de rotation de ces triangles, les scramets 
etant pvis, bien entendii, dans l’oi'dre oü ils sont ecrits, et 2 est l’aire du tinangle 
dont les cötds sont mesures par les prodnits AB.CD, AG.BD, AD.BG. 

, Si les points A, B, C, D sont sui' une meine circonference, on a 

MAI (DBC) + MB^ (DCA) + MCl (DAB) + MDI (CBA)=0. 

(Appliquer le premier thdoreme du n” 611 en remarqnant que les coordonnees ' 
barycentriqiies d’un des points A, B, C, D par rapport au triangle formd pai’ les 
trois autres sont liöes aux aires des triangles DBG..., comme i! a etd expliqud au 
n“ 601. On transformera ensuite les Taleurs de la constanfe tronvde en considerant 
les inverses des points A, B, C par rapport ä D pris comme p61e d’inversion). 

875 bis. Les relations entre les dista'nces mutuelles de quatre points situes 
snr une meine circonfdrence, s’obtiennent en exprimant que les equations (1), (ß) 
du n" 612 adrnettent une solution dans laquelle l’inconnue l est nulle. 

Les relations entre les distances mutuelles de cinq points de l’espace situds sur 
une mßme sphdre s’obtiennent en exprimant que les equations du n“ 615 adrnettent 
une solution dans laquelle l’inconnue l est nulle. 

876. Un angle dtant donnd dansun plan, appelons disfance hyperöolique de deux 
points quelconqiics Ä et B du plan, le cöte du carrd äquivalent au paralldlogramrne 
qui a ses cötds parallfeles ä ceus de l’angle et deux sommets opposAs en A et B, cette 
distance dtant dite de premiere ou de seconäe esp'ece, suivant que la parallele A AB 
mende par le sommet de l’angle dohnö est situee dans cet angle ou dans son Sup¬ 
plement. 

Appelons dgalement perpendicxüaire hyperbolique & unedroite, tonte autre droite 
qui forme avec la premiere et les parallöles aux c6t6s de l’angle donnö mendes par 
leur point commun, un faisceau harmonique; distance hyperbolique d'nn point A 
une droite, la longueur hyperbolique de ;la perpendiculaire hyperbolique menee de 
ee point ä cette droite. 

Montrer : 

J» Que si trois points A, B, G sont en ligne droite, l’une des longueurs hyperbo- 
liques BC, CA, AB est egale ä la somme des detix autres; 

2° Que l’aire d’un triangle a pour mesure le produit de la longueur hyperbolique 
d’un cöte par la distance hyperbolique de ce cöte au sommet oppose; 

3» Que si un triangle ABC a deux cötds AB, BG hyperholiquement perpendica- 
laires, et que la longueur hyperbolique AG soit de l’espece de AB, la longueur 
hyperbolique perpendiculaire AB est plus grande que la longueur hyperbolique AG, 
et que le carrd de cette dernidre est egal ä la differenoe des carrds des longueurs 
hyperboliques AB et BG; 

4» Que si trois points A, B, C sont tels que les longueurs hyperboliques BC, GA, AB 
soient de radme espdce, le carrd de la premiere est dgal k la somme des carres des 
deux autres, moins le double produit des longueurs hyperboliques AB et AH, en 
ddsignant par H le point de rencontre de la droite AB avec sa perpendiculaire 
hyperbolique mende par C, et comptant le double produit dont il vient dfitre qnes- 
tion en grandeur et signe (suivant que les segments AB et AH sont de mdme sens 
ou de sens contraires). 

'(Imiter PL, 126)i 
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5“ Que, dans les mömes conditions, Tune des distances hyperboliques BG, CA, AB 
est plus grande que la somme des deux autres (sauf dans le cas oü les trois poinls 
A, B, G sont en ligne droite). 

6" Que si les quatre points A, B, C, D du plan sont tels que leurs distances hyper¬ 
boliques rautuelles soient de möme espece, ces distances satisfont ä la relation (5') 

du n" 612. 

Comment les enoncds 4° et 6“ doivent-ils 6tre modifies si les distances hyperbo¬ 
liques des points consideres deux ä deux ne sont pas toutes de meme espece ? 

Evaluer l’aire d’un triangle en fonction des longueurs hyperboliques de ses cötes 
(comparer PL, 130, 251). 

S76 bis. (Reciproque de l’exercice precedent, 6“). Si six longueurs a, h, c, a;, y, s 
satisfont ä la relation (5') du n“ 612 : 

ou bien il existe quatre points d’un plan dont les distances mutuelles sont o, b, c, 

y, z. 

ou bien il existe quatre points d’un plan dont les distances hyperboliques 
mutuelles, toutes de mdme espece, sont a, b, c, x, y, z. 

Les deux hypotheses s’excluent l’une l’autre, sauf si les quatre points sont en 
ligne droite. 

877. ßtant donnes n points P^, P^, ... P« et n coefficients positifs «j, «j, ... %, on 
peut trouver, d’une infinite de maniöres, deux points Q', Q" tels que l’on ait toujours; 

=ß ”1" 

dl dl, ..., du, d', d"*d6signant les distances de Pj, ..., P«, Q', Q" ä un nieme point M 
quelconque et ß la demi-somme des fcoefficients «. Si les points P sont tous en ligne 
droite, on peut prendre Q' et Q" sur cette möine droite : dans ce cas, la relation 
roste vraie en comptant les distances d non par rapport äun point M, mais par rap- 
port ä une möme droite ou ä un möme plan quelconque. 

Eli döduire la generalisation suivante de l’exercice 827 bis : Si une droite d'un 
plan varie de manüre que ses distances di, ä deux points fixes soient Hees par 
la relation ajcif + = Gonstante, a.i et «j etant deux coefficients positifs donnes, 

eile est tangente ä une conique fixe, dont leB foyers sont symdtriques l’un de 
l’autre par rapport ä la droite qui joint les poinls donnis. 

M6me probldrae si les coefficients donnes ai, sont l’un positif, l’autre ndgatif. Les 
foyers de la conique obtenue sont alors sur la droite qui joint les deux points fixes 

donnes et la divisent dans le rapport ±:i ^ 

V «1 
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CHÄPITRE II 

PROPRiäiTES DE LA PERSPECTIVE 


616. Etant donnes un plan P, appele plan du tableau^ et un point O 
(cjuelconque, sous la condition d etre exterieur au plan P) appGlo 
point de vue ou centre de perspective, on appelle perspective: O'tJL 
encore projection centrale d’un point quelconque M de l’espace, lo 
point M' [ßg. 517) oü la droite OM perce le plan P. ' 

On appelle de m^me projection du point M sur le plan P, pavallö- 



lement ä une direction donnee D, non parallele ä ce plan, le point 
ifig. 518), Oil la parallele ä D, menee par M, perce le plan P. 

La projection parallele ä une droite est manifestement un cas 
liraite de la projection centrale : eile derive de lapremiöre lorsqu’ort 

suppose que le point de vue 0 s’eloigne k rinfmi sur une droite 
parallele ä D, ' 

Si la direction D est perpendiculaire au plan du tableau P, on 
retrouve eviderament la 23rojeciion orthogonale '(362). Dans le cas 
contraire, la projection parallele est encore dite oblique (i). 

617. On voit qu’etant donne un Systeme de projection, centrale ou 
parallele, tout point de l’espace aune projection determinee. 

Toutefois, dansle cas de la projection centrale, il existe despoints 

(1) On donne encore k la projection oblique le nom de jerspective cavalUre. 
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dont la projectw e&t rejetee ä l'infini: c’est ce qui arrivera pour 
tont point N [ßg. 517) tel que la droite ON soit parallele au plan du 
tableau. 

II est evident que le lieu des points dont la perspective est rejetee ä 
rinfini est le plan Po mene par le point de vue loarallelement au 
plan du tableau [ßg. 517). 

Par contre, tout point M' du plan P est la projection commune 
d’une infinite de points de l’espace : ä savoir, tous ceux qui sont sur 
une möme projetante (c’est-ä-dire sur une meme droite passant 
par le point de vue, s’il s’agit d’une perspective ; sur une meme 
parallele ä la direction donnee, s’il s’agit d’une projection oblique 
■ou orthogonale). 

618. Une droite de l'espace a pour projection une droite: en effet, 
que la projection soit parallele ou centrale, le lieu des projetantes 
qui rencontrent la droite donnee est un plan, et ce plan ne se 
confond pas avec le plan du tableau, dans lequel nous savons que 
les projetantes ne sont pas contenues’. II le rencontre donc, en 
general, suivant une droite. Toutefois, la projection d'une droite peui 
Hre rejeUe d 1'inßni: ceci se produit {ßg. 517) pour les droites 
situees dans le plan P«, precödemment considere, qui passe par le 
point de vue et est parallele au plan du tableau. 

II est clair que irois droites passant par un meme point M ont pour 
projections trois droites passant par un mSme point M', la projection du 
point M. Si la projetante OM du point M est parallele au plan du 
tableau, les trois projections sont (329, Coroll. III) paralleles ä cette 
droite : on est encore fonde ä dire, dans ce cas, que les projections 
passent par un m^me point rejete ä Tinfini. 

619. Perspective des paralleles. Point de fuite. 

Dans la projection parallele, deux droites paralleles se projettent 
suivant deux droites paralleles : le raisonnement que nous avons 
donne (362) pour la projection orthogonale s’applique sans modili- 
cation ä, la projection oblique. 

De plus., le rapport de deux segments de droites paralleles CD 
■est egal ä celui de leurs projections A'B^ G'D' sur un mime plan. 

Car nous savons (364 bis) qu’il en est ainsi pour la projection 
orthogonale. Or deux segments AB, A'B' qui sont projection oblique 
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Fun de Fautre ont evidemment meme projection orthogonale ab sm" 
im plan P perpendiculaire ä la direction des projetantes. Gette 
remarque, appliqiiee egalement ä CD, G^D^et ä leiir projoctiow 
orthogonale commune cd. (lesquelles sont respectivement paralleles ä 

AB 

AB, A'B', ah), montre bien que les rapports — ^ sont egaux 

ajU Ij jj 

. .ah 

entre eux, comme egaux ä- 

cd 

L’egalite des rapports en question a m^me lieu en grandeur et e7^ 
signe : on se convainc immediatement que G'D' est de meme sens 
que A'B' ou de sens contraire, suivant que CD est ou non de menie 
sens que AB. 

Supposons que CD ait pour mesure algebrique + 1, c’est-a-dire 
soit le Segment directeur (*) pris sur la direction commune de AB et 
de CD. La proposition qui vient dAtre obtenue donnera alors : 

FF=äF.gW. 

Autrement dit: La projection parallele du segment AB est egale d 
la mesure algebrique de AB, mulHpliee par la projection du segment 
directeur pris sur la droite qui porte AB ou sur une droite parallele et 
de mime sens. 

Gette egalite a lieu en grandeur et en signe si Fon suppose qu’um 
senspositif a efce pris sur la direction commune de AB, CD et un 
autre sur celle de leurs projections. 

C’est ce que Fon etablirait d’ailleurs par la methode m^me qui est 
adoptee dans les Lecons de Trigonometrie rectiligne de M. Bouelet (^) : 
il suffit de repeter, avee des modificationsinsignifiantes, les raison ne- 
ments employes dans cet ouvrage pour demontrer, d’imepart, Fenonce 
precedent lorsque le segment directeur est porte sur la droite AB 
elle-möme, et pour demontrer egalement que deux Segments egaux, 
paralleles et de meme sens (comme le sont les Segments directeurs 
pris sur AB et sur CD) ont (parallelement ä une direction donnöe) 
des projections egales, paralleles et de mdme sens. 

619 bis. II n’en va pas de mdme pour la projection centi*ale : 

Theoreme. — Lorsque le pomt de me est suppose ä distance finie., 
une Serie de droites paralliles entre eiles ont pour perspectives unee 
Serie de droites toutes concourantes en un meme poinf. 

{t) 'BoüRLET, Legons de Trigonomelrie rectiligne, p, 10. , ^ 
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Dans lo seul cas oü la direction des paralleles est parciUele au 
plan du tableau, les perspectives soni egalement paralleles entre elles. 

C est la reciproque de ce qui a ete dit ä la fiii du n° 618. 

Soient les droites paralleles D, D^, {fig. 519), projelees 
sur le plan P, avec 0 comme point de vue : leurs projections 
seront les traces, sur le plan P, des 
plans Oü, ODj, ODg. Or, tous ces plans 
passent par une meme droite Oa?, la 
parallele aux droites donnees menee 
par 0. 

Si la droite 0.r et, par consequent, les 
droites donnees sont paralleles au plan 
P, les projections seront touLes paral¬ 
leles ä O.T. Fi«- i>l9- 

Mais s’il n’en est pas ainsi, toutes les 
projections passeront {ßg. 519) par le point I, oü cette droite Oa? 
coupe le plan P et qüi peiit etre considere comme la perspective 
du point ä rinlini sur la direction commune des paralleles. 

Go point I a une tres grande importance en perspective, soit 
theorique, soit appliqiiee.On l’appelle le poini de fuite correspondant 
ä la direction D. 



620. Perspective d’uiie fig-ure plane. Ligiie de fuite. 

Supposons, maintenant, que la figure F dont on se propose de 



Fiß. ö20. 


prendre la perspective soit 
plane : nous appellerons P son 
plan, et nous designerons par P' 
le plan du tableau {fig. 520), la 
perspective obtenue etant desi- 
gnee par .F'. 

II est clair, d’ailleurs, qu’en 
prenant la perspective de la 
figure F' sur le plan P, avec le 
möme point de vue 0, on re- 
tomberait sur F. 


Si les plans P et P' sont paralleles, les deux figures F et F' sont 


semblables. . 

Ge cas ecarte, il existe une infinite de points du plan P dontia 
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perspective sur le plan P' sera rejetee ä l’infmi : le lieu de ces points 
est l’intersection du plan P avec le plan P'^ mene par le point de vue 
parallelement ä PG Gette droite a sa perspective entierement rejetee 
ä rinfmi : c’est la seule ligne du plan P qui seit dans ce cas. 

Inversement, il y a une infinite de points du plan P' qui corres- 
pondent ä des points äPinfini du plan P, le lieu de ces points etant 
l’intersection f du plan P' avec le plan Po mene, par le point de vue, 
parallelement ä P. 

Gette droite est dite la ligne de fuite (‘) du plan P sur le plan P'- 
II resulte de sa defmition meme qu’elle est le lieu des points de 
fuite des diverses directions situees dans le plan P; c’est d’ailleurs 
. ce qu’on peat constater directement, puisque le point de fuite 
relatifäune direction situee dans le plan P est ä l’intersection du 
plan P' avec la parallele ä cette direction menee par le point de 
vue. 

621. Parmi les proprietes que peut posseder une figure plane F, 
on reserve le nom de proprUtös projectives ä celles qui se conservent 
dans la perspective, c’est-ä-dire qui sont forcement communes ä la 
figure F et ä sa projection F', quels que soient le point de vue et le 
plan du tableau. 

La plus simple de ces proprietes est celle d’avoir trois points en 
ligne droite. Gette propriete est bien projective, d’aprfes ce qui 
precede : nous savons qii’ä trois points en ligne droite de F corres- 
pondent trois points en ligne droite de F’ et reciproquement. 

Toutefois, cette proposition ne pourrait pas etre enoncee sans 
restriction si nous ne faisions une convention speciale. Si, en effet, 
on considere trois points du plan P' situes sur la ligne de fuite du 
plan P, ces points seront les perspectives non pas de trois points en 
ligne droite, mais de trois points tous rejetes ä Finfini. Pour 
supprimer ce cas d’exception, il y a lieu (^), dans l’etude des pro¬ 
prietes projectives, de considerer les points ä Vinfini d'un plan comme 
situes sur une meme ligne droite, que Fon nomme droite de l'infini du 
plan. G’est cette droite qui, en perspective, se projette suivant la 
ligne de fuite. 

(1) Dans les applications da la perspectivo, il y a nne ligne de fuite qui joue un röle impor¬ 
tant: o’est la ligne da fuite du plan horizontal, laquelle est dite ligne d’Ao^'iffon. 

(2) Nous entendons par lä simplement qu’en assimilant les points k l'inflni d’un plan k des 
points en ligne droite, on simpiifle les dnoncds d'un grand nombra de propositions (comparer, 
par exemple, PI., 64, 76 [Rem.], etc.). 
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622. La propriete precedente est purement descriptive, c’esl-ä-dire 
qu’il n’y entre aucune mesure, Noüs connaissons, au conlraire, une 
propriete metrique, c’est-ä-dire dans la defmition de laquelle il enlre 
des elements numeriques, et qui est 
egalement projective. Nous voulons 
parier du rapport anharmonique. 

Le rapport anharmonique de qua- 
tre points en ligne droite est projec- 
tif: autrement dit, le rapport an- 
karmonique de quaire points en ligne 
droite du plan P est igal au rapport fig. 52i. 

■anharmonique de leurs perspectives. 

La simple inspection de la figure 521 fait reconnaltre qiie cet 
enonce n’est autre que le theoreme du n° 200 (PL, page 198). 

623. Rapport anharmonique de quatre plans. 

De la proposition precedente resulte immediatement ; 

Theoreme. — Le- rapport anharmonique de quatre droites concou- 
rantes d^un plan est 4gal ä celui de leurs perspectives. 

En effet, par ddfmition, le rapport anharmonique de quatre 
droites concourantes du plan P est egal au rapport anharmonique 
des quatre points obtenus en les coupant par une secante quel- 
conque : or, nous venons de constaler quece dernier rapport anhar¬ 
monique est projectif. 

Le theoreme precedent peut 
encore s’enoncer: 

Theoreme. — Etant donnes 
quatre plans qui se coupent sui- 
vant une meme droite, le rapport 
anharmonique des droites obte-^ 
nues en coupant ces plans par un 
cinquieme plan quelcongue, ou 
nar une droite quelconque, est 

Fig. 522. ^ 

constant. 

Les quatre plans p„ p,, p„ n ifid- S22), concourants suivant la 
m6me droite xy, coupent deux plans quelconques P, P' suivant des 
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faisceaux ayant le mörne rapport anharmonique, puisque ie fais- 
ceau situe dans le plan P' est la perspective du faisceau situe 
daus le plan P, par rapport ä un point de vue pris sur xy. Ce 
rapport anharmonique est d’ailleurs evidemment egal ä celui que 
l’on obtiendrait en coupant les plans Pi, Pai Ps' droite 

quelconque. 

Le rapport anharmonique ainsi defmi est dit le rapport anhar- 
moniqiie des quatre plans. 

Le rapport anharmonique de quatre qolans est egal ä celui des quatre 
perpendiculaires abaissees., sur ces plans., d'un point quelconque de 
Vespace : car on obtient de telles perpendiculaires en prenant pour 
le plan secant P un plan perpendiculaire ä xy et faisant tourner les 
droites d’intersection d’un angle droit autour de xy. 

624. On peut exposer les remarques precedentes sous une forme 
differente que nous allons faire connaitre. 

Soient D^, deiix droites du plan P, que nous supposerons 
choisies une fois pour toutes ; M, un point variable du plan P. La 
distance du point M ä la droite Di est (366) dans un rapport cons- 
tant (^) av.ec la distance du möme point au plan ODj. De mßme, la 
distance du point M ä D^ est dans un rapport constant avec sa dis¬ 
tance au plan ODg. ' ' 

Donc le rapport des distances du point M aux deux qolans ODi OD^ 
est proportionnel au rapport des distances du mime point aux deux 
droites Db Dj. 

En designant, pour abreger, par (M, D) la distance du point M ä 
la droite D et par (M, P) la distance du point M au plan P, on peut 
ecrire ' 

(M,Pi)^ (M,0Di) 

(M, D,) " (M, 0D2)’ 

k dependant des droites D^, et du point 0, mais ne dependant pas 
de la Position du point M dans le plan P. 

(1) Nous no nous somtnos occup6s, au n“ 366, quo de la valenr absolue du rapport en qiiestion. 
Mais on peut altribuer des signas aux distances du point M & la droite Dj et au plan ODi sui- 
vant le c6td oü sera placd la point M par rapport ä eetta droite et k ce plan, Oii reroiinait 
alors iramddiatement que le rapport des distances eonsiddrdes est constant, non seiilement 
an grandeur, mais en signo. 
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Soient maintenant D(, D', M' les perspectives des droites D^,, D.,, 
et du point M sur le plan P'. On aura aussi 


F’Od,) 

(M',D;)"" (M',OD0 ' (M',ODy 


k' etant encore uu noinbre independant de la position des points 
M, M'. 

Mais le rapport . est egal au rapport (366), 

puisque les points M, M' sont, avec Fintersection des plans OD,, 
ODg, dans un meme plan. 

Donc, lüvsque le point M vmie dans le plan P, le rapport des 
distances de ce point aux deux droites D,, Dj esi propo7'tionnel au 
rapport des distances de sa perspective M' aux perspectives D(, D!, 
de ces droites. 


625. Le rösultat que nous venons 
d’obtenir revient au theoröme sur la 
Conservation du rapport anharmonique 
dans la perspective. 

' Soient, en effet {fig. 323), M, N deux 
points du plan dont les distances ä la 
droite sont Mm,, Nw, et les distances 
ä la droite D^, Nn^. 


t 



La proposition etablie au 0 ° 
{M, Dl) . (N, D,) _ Mm, _ Nw, 
(M, D,) ' (N^ Ds) Mm.3 • N«, 


precedent montre que le rapport 
•est egal au rapport analogue 


(M',d;) (N',d,') 
(M',d;) • (n'.d;) 


calcule sur lä figure perspective de lapremiere. 


Or le rapport rj—^ ^ est egal au rapport anharmonique 

iVJL //t'2 i ’ ^2 

que fornaent les points M, N avec les points K,, Kg oü la droite MN 
rencontre D,, Dg. Car on peut eerire • 
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et les triangles semblables donnent —‘ 

K.^N 

j t 1 . K M 

pendant que le rapport ~ est, de meme, egal ä 

626. Nous a-vons suppose, dans ce qui precede, que les droites 
Dj, Dj, D j, Dä etaient toutes ä distance finie. Supposons maintenant 
que Dj seit rejete ä 1 infini, de Sorte que serala ligne de fuite du 

plan P {fig. 524). 

Le rapport des dislances du 
point M' aux droites DV sera 
eneore proportionnel au rapport 
des distances du point M aux plans 
ODi, OD'a, rien n’etant change, ä 
cet egard, dans les raisonnements 
des n°" precedents, 

La distance du point M au plan 
OD'i est eneore proportionnelle ä 
la distance du meme point ä la droite Dj. Mais quant ä la distance 
du point M au plan OD'g, eile est constante^ puisque le plan est 
parallele au plan P. 

Donc le rapport des distances du point M' aux droites D'^ est 
proportionnel ä la distance du point M d Za droite D^, 

627. Supposons enfm que, la droite etant toujours ä Tinfmi, la 
droite vienne suivant la ligne de fuite correspondant au plan P', 
de Sorte que D'i est a son tour rejete ä l’infini. 

Mors le rapport des distances du point M' aux plans 

OD OD 2 est eneore, ainsi que nous veiions de le yoir, proportionnel 
ä, la distance du point M ä la droite D^. 

Mais, dune faQon tout analogue, ce rapport est inversement pro¬ 
portionnel ä la distance du point M' ä D'g puisque la distance du 
point M' au plan ODj est constante. 

Par consequent, la distance du point M a est inversement pro- 
portionnelle, dans ce cas, d la distance du point M' d D'g. 

En un mot, guand deux points varient, chacun dans un plan donn6, 
en restant en perspective Vun avec l'autre, le produit des distances de 
chacun d’eux a la ligne de fuite situee dans son plan est constant. 



Fic. 524. 







PUOPIilETES DE LA PERSPECTIVE. 


3-lD 


628. Lorsque la projeclion est parallele, le rapporl de deux 
Segments AB, CD (PI., 113) pris sur une merne droite est egal ä celui 
de leurs projections A'B', C'D'. 

La meme relation allen, en projection centrale, si la droite .\BCD 
est parallele ä sa projection (PL, 121); ce qui arrive si eile est 
parallele ä la ligne de fuite et dans ce cas seulement (329). 

Dans le cas general, au contraire, la perspective ne conserve pas 
les rapports des segments. Mais les propositions precedentes 
donnent le moyen de trouver ce que devient un tel rapport sur la 
figure projetee. A, B, G etant trois points en ligne droite, le rap- 
CA 

port — est, en effet (PL, 199), egal an rapport anliarmonique des 

quatre points A, B, G, oo. II sera donc represente, dans la per-, 
spective, par le rapport anharmonique des points A',. B', C', cor- 
respondant ä A, B, C et du point de fuite situe sur la droite 
A'B'G'. 


629. L’emploi de la perspective permet de ramener certaines 
propositions de geometrie plane ä d’autres beaucoup plus simples. 
II fournit, par exemple, une demonstration immediate du theoröme 
suivant (PL, 202): 

Chaque diagonale d'un quadrilatere complet est divisee harmonique- 
ment par les deux autres. 

Soit, en effet, le quadrilatbre 
complet ABCDEF (^^. 525). Pour 
demontrer que la diagonale AB, 
par exemple, est divisee harmoni- 
quement par les deux autres CD, 

EF, il suffira de projeter la figure 
de maniere que EF soit ligne de 
fuite. Alors, les points E, F ayant 
leurs perspectives ä rinfini, la figure projetee A'B'G'D' [fig. 525 bis) 
est un Parallelogramme dont les diagonales se coupent en un point 
I'situe au milieu de A'BL 

Donc le point I, qui a pour perspective F, est (n° precedent) le 
conjugud harmonique, par rapport ä AB, du point H oü cette droite 
rencontre la ligne de fuite EF. . . 

■ 0. e; F. D.- -■ 




Fig. S2S. 


Fig. 52S bis. 
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630 Fig-wres homog^raphiques. 

On donne le noni de ßguTes honiogvciphiques ä deux figiires telles 

1“ Qu ä chaque point de 1 une corresponde iiii point determine 
de l’autre; 

2° Qu’ä trois points en ligne droite correspondent trois points en 
ligne droite; 

3 Que le rapport anliariuonique de quatre points en ligne droite 
soit egal ä celui de leurs homologues. 

Le rapport anliarmonique.de quatre droites concourantes est 
alors le möme que celui de leurs homologues. Cette condition est 
bien une consequence de trois precedentes, comme le montre le 
raisonnement möme du n“ 622. 

H estclair que deuxßgureB homogmphiques d'unemenietToisieme 
sont homographiques entre eiles. 


Autrement dit, dans le langage dont iious nous sommes seryis au n° 291 
(Pl.jnote A), toutes les homogvciphies foy'ment un gToupe. 

Deux figures semblables sont evidemment homographiques. 


631. De ce qui precede resulte que deux figures planes, telles que 
Vum soit egale ä une perspective de l’autre, sont homographiques. 

Nous demontrerous im peu plus loin (636) que la reciproque est 
vraie, c est-ä-dire que (sauf un cas d’exception que nous indiquerons) 
deux-figures planes homographiques peuvent toujours 6tre placees 
de maniere que Tune soit la perspective de l’autre. 

Auparavant, nous allons etablir le theoreme suivant; 


Theoreme. — Onpeut conslruire la figure homographique d'une 

figure plane F donnee, dis qu'on 
connait les homologues de quatre 
qjoints [dont trois quelconques ne 
sont pas en ligne droite) de F. 

Soient, en effet, A, B, C, D les 
quatre points en'question; A', B', 
C', D" leurs homologues donnes; 
M un point quelconque de F, dont 
nous cherchons Thomologue Mb 

Supposons d’ahord que le point M soit sur Ja droite BC, et soit E 
le point d’intersection de BC avec AD. L’homologue du point E est 
«uOnnu . c est le point E' [fig. 526) oü B'G' est rencontre par A'Db 
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X , ■ ■ M'B' E'B' ^ , 

Jj autre part, le rapport anharmonique —— : est egaleinent 

M ü Ü L 

€ 0 ]inu, puisqu’il est egal au rapport anharmonique (BCME). Gelte 

M'B' 

relation fait connaitre le rapport en grandeur et en signe et 

M u 

determine, par suite, le point M'. 

Si le point M n’est pas sur BG, ni sur une des droiles analogues AB, 
AG, etc., on joindra MA. La droite MA cou- 
pera BG en un point N (ß^. 527) dont riiomo- 
logue N'sera determine comme il vient dAtre 
dit. On aura des lors iin lieu du point M', la 
droite A'N'; un second lieu sera pareillement 
deduit d’un rapport anharmonique (GAPG) 

(ßg. 527) analogue a (BGNE). 

S’il existe une figure homographique de F 
dans laquelle A',B'j G', D' soie7it leb“ homploguea de A, B, G, D, l’ho- 
inologue de M sera fournipar la construction precedente. 

Corollaire. — Deux ßgures homographiques dans lesquelles qua- 
ire points {dont trois quelconques non en ligne droite) co'incident 
■avec leurs homologues respectifs, cdincide^it enlierement. 

Gar si les points A', B', G', D' coincidaient avec A, B, G, D, le 
raisonnement precedent montrerait que tout point M co'incide avec 
son homologue. 

B.EMARQUES. L — Si trois des points eonsideres etaient en ligne 
droite, la conclusion precedente ne serait plus necessairement vraie 
(voir exercice 889). 

II. La ßgure homogo^aphique d'une ßgure donnee'F est determinee^ 
si l’onse donne les homologues de quatre droites {dont trois quelconques 
non concourantes) de F. 

Car cela revient ä se donner les homologues des sommets A,, B, G, D 
d’un des quadrilateres formes par ces quatre droites. 

ITT . Les deux rapports anharmoniques (BGNE), {GA'PGr)'peuvent 
servir de «■ coordonnees » de M. par rapport ä la ßgure ABCXD, puisque 
leur connaissance simultanee determine ce point. 

632r En particulier, si Ton donne quatre points d’une iigure 
plane et leurs projections,. les operations precedentes permettent de 
determiner les lignes de fuite. Gar l’homologue du point äl’infini de BG 
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.sera un point F de B'C' tel que le rapport anharmonique (B'C'E'F) 
> EB 

seit egal ä (BCE oo) =^; apres quoi, une construction toute 

semblablo donnera Thomologue du point ä l’infini situe sur AB, de 

Sorte qu’on aura deux points de la ligne de fuite. 

.Celle-ci pourra ctre rejete.e ä rinfmi et, par consequent, la pro- 

A ER' ER 

iection etre parallele ; c’est ce qui arrivera si Ton a-= —^ et la 

E'C EC 

G'A' GA' ■ . . 

Proportion analogue ^ 77 ^, ~ Qß’ designant par G l’intersection 
de AB avec CD, par G' rintersection de A'B' aVec CD'. 


633. Si Ton sait que la projection est parallele, il sufflt, pour 
delermincr la figure F', de connaitre les liomologues A', B', C' de 
ifrois points A, B, C /non en ligne droite et dont aucun n'est rejete 
a l’infmi). Gar on a ainsi les liomologues de quatre droiles de la figure F, 
— ä savoir, les cötäs du triangle ABC et la droite de Tinfini. 

L lioinologue M' d’un point quelconque M sera evidemment 
determine par cette condition que la droite qui le joint äun sommet 
quelconque du triangle A'B'C' et la droite joignant le point M au 
sommet correspondant du triangle ABC divisent les cötes respecti- 
vement opposes de ces trianglos dans le möme rapport. 

Or ceci peut s’exprimer tres simplement ä l’aide des defmitions 
donnees au cliapitre precedent (600): il est clair que le point M' est 
celui qui a, par rapport au triangle A'B'C', memes coordonnies hary- 
centriques que le point M par rapport au triangle ABC. 

On voit (voir 368, 601) que la projection parallele d’un plan surun 
plan conserve les rapports des aires entre elles, autrement dit mul- 
tiplie toutes Les aires par un facteur constant, d’ailleurs egal (en vertu 
des n®® 368, 619) au qiiotient des eosinusdes angles que font les deux 
plans consideres avec le plan perpendiculaire aux projetantes. 

Dans le cas de deux figures homograpliiques tout ä fait quelconques, 
la construction du n“ 631 s’exprime egalement a Taide des coordonnees 
barycenlriques (voir exercice 896). ' ■ 

Mais les coordonnees du n^öSl ont FavantagedAtrepro/eeiwes, c’est- 
ä-dire de ne pas changer si Ton soumet ä une perspective quelconque 
la figure formee par les quatre points fixes A, B, G, D et le point M. 

634. Nous avons (631) donnd la construction d’une liomograpliie 
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entre figures planes, connaissant quatre couples de poiats homologues, 
eil admettant que cette homographie existe. 

Nous avons egalement remarque, au mäme endroit, que deux figures 
«ont homograpliiques sil’une d’elles est egale ä la perspective de faulre. 

Ceci pose deux questions : celle de savoir si la construction du n“631 
donne bien deux figures homograpliiques, et celle de savoir si deux 
figures liomographiques peuvent toujours etre amenees en perspective. 

Avant de les traiter, donnons d’abord une definition. 

Definition. — On appelle quadrangle complet, la ügure f forrnee 
par quatre poinü A, B, G, D d’un möme plan, en admettant, sauf indi- 
cation contraire, que trois quelconques de ces points ne sout pas en 
ligne droite. Les quatre cotes et les diagonales du quadrilatere ABGD 
sont dits les six cötes (opposes deux k deux) du quadrangle. 

Soient donc les deux quadrangles complets ABGD, A'B'G'D'. Nous 
avonsvu que s’il existe une homographie dans laquelle A, B, .G, B aient 
pour homologues respectifs A', B', G', D', un point M de la droite B G 
aurapour homologue un point M' determine sur B'G'par. la relation(‘); 

(B'G'E'M') = (BGBM) 

la signification des points B, E' etant celle figuree sur la ßg. 526. 
Nous avons hesoin de noter qüe,reciproquement, s'il existe une homo¬ 
graphie dans laquelle A, B, D, M aient pour homologues respectifs 
A',B',D',M'(le point M ne'coincidant avec aucun des points B, G, B), 
Vhomologue de G sera G'. G’est, en effet, evidemment ce que donne, 
en vertu de l’egalite precedente de rapports anharmoniques, la con¬ 
struction en question executee äpartir des figures ABDM, A'B'D'M'. 

Ainsi, le probleme de trouver deux figures liomographiques lelles que 
A, B, G, D aient pour homologues A' B' G' D' est remplace par un 
untre entierement equivalent, dans lequel le point G a ete deplace sur 
la droite qui le joint äB,son homologue etant deplace en consequence. 

Geci tomhe en defaut lorsque M coincide avec B; mais on est ramene 
au cas general si, en meme temps (par application de la m^me remarque), 
on deplace le point D sur la droite B D. 

635. Gela posö, nous demontrerons le theorfeme suivant : 

Thöorfeme. — Etant donnes les deux quadrangles complets f, de 

(1) D’apres-cetle relation, du moment que M ne coincide avec aucun des points A, B, E, le 
point M' sera dgalement distinct de A', B', E', et fomiera, par consequent, avec A', B', D', 
un veritable quadrangle. 

Geometrie II. 
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sommets A, B, G, D : f [A' B' G' B'), n ernste un quadrangle 
sernblable ä f et en perspective {centvcde ou parallele) mec f 

Corollaire I. — Jl existe une homographie dans laquelle les 
quatre points A, B, G, D ontpour homologues A', B', G', D'. 

Car il y a bien bomograpbie (puisqu’il y a perspective) entre lafiguro 
plane dont fait parde /“et la figure plane dont fait partie f^ et, d’autre 
pari, cette derniere est semblable ä celle dont fait partie 

Corollaire II. —> Deux figiwes planes homographiques F, p' etant 
donnees, on peut en trouver une troisieme Pj qui soit semblable d F' 
ft en perspective avec P. 

Soient, en effet, A, B, G, D quatre poirds de F, formant un qua.. 
drang-Ie /; A', B', G', D', leurs homologues qui forment un quadran¬ 
gle /'. D’apres le tlieoreme enonce ci-dessus et que nous allons de- 
lauiitrer, nous pouvons trouver un quadrangle en perspective avec f 
et semblable ä f. Dans cette -perspective, p sera projete suivant un© 
ligure Fj. Si (F') (distincte ou non de F') est la %ure semblable a F 
et dans laquelle les homologues des sommets de /; soient les sommets 
de/', (P') sera bomograpbique a P, et riiomographie ainsi definie ne 
pourra ^tre autre que celle qui est donnee, puisqu’ellea ont quatre points 
homologues communs (dont .trois quelconques non en ligne droite), 

Corollaire III. — Bi la perspective qui fait passer de F äF est 
centrale fautrement dit, si P et P" ne sont pas affines), on veut wemUp 
laßgnreF, eßale ä F.Il suffira, sans ehanger le poin^ de vne,l 
remplacer le plan du tableau par un plan parallele convenable. 

636. Dömonstration, — Nous distinguerons trois cas. 

r ^ homologues G', B' sont ä rinfini, 

G et D doivent rester distincts, de Sorte que les directions eorrespon- 
aantes ne sont pas parallMes; et, de nneme pour G', BG 
^ Consiraisons alors la quadrangle /; semWabk i f, de maniSre g-’ue 
1 homologe A, de A' ceincide avec A et l’homologTO de B' a,vee B le 
plan de f, etant different de celui de f. Les plans AGG., BDD, sont c’er- 
tamement secants, puisqne AG et BD ne aoat pas, patalWes. Si A estlenr 
droiie dmterscoüon, nne projection paraliUe äi A transforraera / en 

2' cas. — Le point D et son lioiiiologue D' sont a rinfini. 

Parm, les points restants Ä, B, G de un an plus est ä I’infini ’ 
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(sans quoi/aurait trois points silues a rinfini, donc en ligne droite). 
La meme remarque etant faite sur /', nous poiivons admeltre qu'ua 
des sommets, A, par exemple, du quadrangle f est a distance finie, 
ainsi que son homologue A'. De plus, aucune des droiles AB, AG, BG 
ne peut (toujours en vertu de l’hypotliese) passer par D, c’est-ä-dire 
etre parallele ä la direction D. Si donc nous menons, par A, une paral¬ 
lele AE a la direction D, cette parallele sera coupee par la droite BG 
en un point E h distance finie et distinct de B, G. 

De möme, une parallMe A'E' ä la direction D' coupera B'G' (ä dis¬ 
tance finie) en un point E', distinct de B' et de G'. Gonstruisous alors, 
sur AB commebase, dans un plan different de ABC, une figure AEBjGi 
semblable a A'E'B'G'. Les deus droites BBj, GGi sont situees dans un 
meme plan, donc eoncourantes ou parallMes etleur point de eoncours, 
a distance finie ou ä l’infini, fournit le centre de perspective chercliA 

Cas general. — Le cas general se ramene ä Tun des deux precedents 
par une application repetee des remarques des n°" 631, 634, en suivant 
la marche donnee au n“ 632 (determination de la ligne de fuite). En 
gen(iral, le quadrangle ABCD n’aura aucun sommet ä binfini. II aura 
necessairement deux cötes opposes non parallMes (^), par exemple, AD 
et BG. Dans ces conditions, si I est le point ä l’infini sur BG; F, celui 
qu’on en deduit sür B'G'' par k construction du n'’'632, les points A, B, 
D, I formeront un quadrangle g et les points A', B', D', F un qua¬ 
drangle g' dont nous pourrons substituer la consideralion k celle des 
quadrangles donnes. Si nous arrivons ä construire un quadrangle g^ de 
sommets Aj, Bj, D^, Ij, en perspective avec g et semblable a p', l’homo- 
logue Gi de G', dans cette similitude, formera, avec Aj, B^, D,, un qua¬ 
drangle /jen perspective avec / et semblable ä /', d’apres le n" 634, et 
resQudra, par eonsequent, le probleme pose. 

Le nouveau quadrangle g a un sommet I ä Finfini. 

Les sommets restants formeront, s’ils sont tous ä distance finie, un 
vckitable triangledont aucun cote ne sera parallele ä la direction I, de 
Sorte que le point ä l’infini J sur BD formera, avec A, B, 1, un qua¬ 
drangle Ä que nous pourrons, ä son tour, substituer k g, a condition de 
substituer ä D' un. nouveau point J'’ determine par une nouvelle appli- 
cation du n“ 632, formant ainsi le quadrangle bomologue h'. 

(1) Si AB ötait parallele ä CD, et AG ä BD, an aiirait ainsi un paE^üelogramme (non röduit ä 
un Segment de droite) dont les diagonales seraient necessairement secantes. 
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Le quadrangle h aura deux sommets ä l’infmi (^). Si leurs homolo- 
gues r, J', Oll Tun de ces demiers, sont egalement ä rinfini, on sera 
dans le premier ou dans le second cas precedent. 

Sinon, soit L' le point ä Finfini sur I'J', pour lequel la construclion 
du n“ 632 donnera un homologue L, sitne egalement ärinfini. En gene¬ 
ral, la droite I'J' ne sera pas parallele ä A'B', de Sorte que A', B, I', B 
formeront un quadrangle k' et de mßme A, B, I, L un quadrangle k. ^ 

Or ces quadrangles k, k' auront deux sommets homologues L, L' ä. 
Tinfini, et, par consequent (du moins si J est ä distance finie), nous 
serons dans le second cas. II existera donc un quadrangle de som¬ 
mets Al, Bl, Ii, Li, en perspective avec k et semblable ä k' . Si, dans 
cette similitude, J, est riiomologue de J', formant avec A,, Bj, Ii, un 
quadrangle et Dj Tbomologue de D', formant avec Ai, Bi, Ii, un 
quadrangle pi, la perspective qui projettera k sur k^ projettera (toujours 
d’apres le n° 634) sur h, donc sur g, donc A sur /■. c. Q, F. d. 

Sila droite TJ' etait parallele a A'B', eile ne serait pas parallele ;i 
A'B' : on prendrait alors pour h, h' les quadrangles ADIJ, A'D'I'J' 
et pour /c, k' les quadrangles ADIL, A'D'I'L'. 

Remarque. — La construction peut toujours s'operer d’une infinite 
de fagons et, par exemple, on pourrait remplacer les droites que nous 
avons appelees ci-dessus AE, A'E' par deux autres quelconques paral¬ 
leles aux premiferes et homologues enlre elles (®). Mais si l’on est dans 
le second cas (ou si Ton y estramene), les directions des droiles en ques- 
tion sont bien determinees : ce sont celles des lignes de fülle, 

Au contraire, dans le premier cas, on peut prendre tout a fait arbi- 
trairement, dans le plan /, la droite par laquelle passera le plan de 
L’indelermination est donc plus grande dans le premier cas que dans 
le second. Nous verrons plus tard (742) que Ton peut en profiter pour 
placer les deux figures affines /*, de maniere ä les mettre en projection 
nonseulementparö.We/e, mais orthogonahi 

637. La definition que nous avons donnee des figures homogra- 
phiques entraine la consequence suivante : 

Deux figures Ej, ¥^polaires reciproques d’une mdme troisieme F 
(par rapport a deux cercles .differents) sont homographiques. En eilet : 

(1) Autrement dit, I'J' est la ligne de fuite, dans la perspective ä laquelle nous allons 
arriver flnalemenU, 

(2) De plus, AE dtaat chotsie, on dispose encore de l’orientation du plan A E C, autour de 
G-etle droite. 
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A chaque point de Fj correspondunpointdeFj, celui qui correspond 
ä la meme droite de la figure F; 

A trois points en ligne droite de F^ correspondent trois points en 
ligne droite de Fg, puisque ces trois points correspondent ä trois 
droites coneourantes de F; 

Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite de Fj 
est egal ä. celui de leurs homologues dans Fg(comme egal (PL, 210) au 
rapport anharmonique des droites correspondantes de F). 

638. Divisions et faisceaux homographiques. 

Deux figures [divisions] formees chacune de points en ligne droite 
sont homographiques, d’apres ce qui precede, si le rapport anhar- 
inonique de quatre points quelconques de l’une est egal au rapport 
anharmonique des points correspondants de l’autre. 

Deux figures planes [faisceaux] formees -chacune de droites 
coneourantes (le point de concours etant d’ailleurs ä distance finie 
ou ä Finfini) s'ont homographiques, si le rapport anharmonique de 
quatre droites de l’une est egal ä celui de leurs homologues. 

Deux divisions ou faisceaux en perspective sont homographiques. 

Nous dirons egalement que deux faisceaux compqses chacun de 
plans passant par une möme droite sont homographiques, sile rap¬ 
port anharmonique de quatre plans dupremierfaisceauest toujours 
egal au rapport anharmonique de leurs homologues du second. 

Plus generalement, nous pourrons considerer une division comme 
homographique d’un faisceau de droites coneourantes d’un plan ou 
d’un faisceau de plans passant par une möme droite : c’est ce que 
nous ferons si le rapport anharmonique de quatre points quelconques 
de la division est egal ä celui des quatre droites correspondantes ou 
des quatre plans correspondants du faisceau. On voit: 

r Que deux faisceaux (ou divisions) homographiques d’un troL 
siöme sont homographiques entre eux; 

2 “ Qu’un faisceau de droites ou de plans est homographique de la 
division qu’il determine sur une droite quelconque et qu’un faisceau 
de plans est homographique du faisceau de droites qu’il determine 
sur un plan s6cant quelconque. 

639. Une droite. mobile, issue d’un point fixe, intercepte sur deux 
droites fixes quelconques des divisions homographiques. 

Deux droites qui tournent chacune autour d’un point fixe et font 
entre eiles un angle constant, engendrent deux faisceaux homogra- 
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phiques. Par consequent, les divisions interceptees respectivement 
par ces deux droites mobiles sur deux droites fixes quelconques 
seront homographiques. 

Si un pomt decrit ime droite fixe, les droites joignant ce point ä 
deux centres fixes decrivent deux faisceaux homographiques. 

Lorsqu’un Segment de grandeur constante se meut sur une 
droite fixe, ses extremites decrivent, sur cette droite, deux divi¬ 
sions homographiques. Les droites qui joignent respectivement ces 
extremites ä deux points fixes decrivent deux faisceaux homo¬ 
graphiques, etc., etc. 

640. Deux divisions homographiques sont delerminees si l'on donne 
trois pomts et leurs homologues. L’homologue d’un quatrieme point 
quelconque sera determine par la condition que les rapports anhar- 
moniques homologues formes dans les deux divisions seien t egaux. 

De meme, deux faisceaux homographiques seront d^termines si Von 
donne trois rayons et leurs homologues. 


641. Reciproquement, sur deux droites donndes quelconques on 
peut toujours trouver deux divisions homographiques ielles que trois 
points (distmcls) a, ö, c de la premiere droite 
aient pour homologues trois points donnds a\ 
bV c' [distincts) de la seconde. 

En effet, nous pouvons toujours suppo- 
ser, en deplagant au besoin Tune des deux 
droites, que le point a comcide avec a\ les 
deux droites etant d’ailteurs distinctes. Ces 



piG. SU. deux droites seront alors dans iin meme plan 

et, par consequent, les deux droites bbf ce' 
auront un point commun 0 (ä distance finie ou ä rinfini). 

En faisant correspondre Tun ä l’autre les points des deux droites 
situes sur un möme rayon issu du point 0 (fg. 531), on aura realise 
l’homographie demandee. 


De plus, les deux divisions homographiques ainsi obtenues etant, 
d apres ce qui prdcede, les seules dans lesquelles a, ö, c aient pour 
homologues a, b', cf on voit que lorsque deux divisions homogra¬ 
phiques ontun point homologue commun, la droite qui joint deux 
points homologues quelconques passe par un point fixe. 
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Autrement dit, deux divisions homographiques qui ont un poini 
honiologue comniun^ sont en perspective. 

642. De meme, on peut toujours trouver deux faisceaux homogra¬ 
phiques tels que irois rayons donnes Oa, 06, Oc de Vun aient pour 
homologues trois rayons donnes O'ß', 0'b\ O'c' de Vaulre. 

Gelte proposilion n’est pas distincte de la premiere, puisqu’on 
construira les faisceaux hoiuographiques clierches en conslruisant 
les divisions qu’ils interceptent respectivement sur deux droites 
quelconques. D'ailleurs, eile n’est qu’un cas particülief de Celle que 
nous avons etablie au n“ 634, puisqu’il suffira pour former les fais¬ 
ceaux demandes, de trouver une liomographie dans laquelle la 
figure O'a'b'c' correspond ä ()abc. Enfiii, on pourrait robtenir 
directement en demontrant le theoreme suivant: 

Theoreme. —■ Si, dans deux faisceaux homographiques situes dans 
un nuhne plan et de cenlres diff6rents^ la droite qui joint les centres est 
un rayon homologue commun, deux rayons homo¬ 
logues quelconques se coupent sur une droite fixe. 

Soient 00' [ßg. 532) le rayon homologue ■ 
commun; Oa, O'a; 06, 0'6 deux autres couples 
de rayons homologues. Les droites joignant res¬ 
pectivement 0 etO' a un m(äme pointquelconque 
de la droite a.b engendrent deux faisceaux homo¬ 
graphiques, dans lesquels les trois rayons 00', 

Oa, 06 ont respectivement pour homologues 
O'O, O'a, O'ö ; faisceaux qui ne sont, par consequent, autres que les 
proposes. 

Le mode de raisonnement precMenl permet bien de trouver deux 
faisceaux homographiques, connaissant trois rayons et leurs homo¬ 
logues : il suffira de supposer ces faisceaux transportes de maniere 
que l’un des rayons comcide avec son homologue, les centres etant 
distincts et les deux faisceaux etant dans un m^me plan. 

643. Remarque. — Les resultats que nous venons d’obtenir sont 
identiques a ceux que l’on deduirait despropositions du numeropre- 
cedent par polaires röciproques : les faisceaux homographiques cor- 
respondant aux divisions homographiques, le rayon homologue 
commun au point homologue commun des deux divisions, etc. 

Les raisonnements employes dans ce numero ne sont eux-m^mes 



Fig. S32. 
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que la traduction da ceux qu6 nous avions prösontes au nuiuero 
pröCödönt j on. dit qii'ils an sont las coTTÖlai^fs ou ancora, qu il y a 
iualite antra las uns at las autras. 

Gatte dualita, dont nous raparlarons ä propos des coniques, se 
retrouve dans toutes las proprietes projectivas des figures. 

La figure- correlative du quadrilatöre complet est le quadrangle 
complet {\\° Gorrelativement au n° 629, deux cötes opposes d'un 
quadrangle divisent harmoniquement Vangle des droites quijoignent 
leur point de concours aux points de concours des deux autres 
couples de edles opposes. 

Nous avons aussi constate une dualite analogue dans la geometrie 
spherique, oü eile est introduite par la notion des figures polaires. En 
affet, deux figures polaires sur la sphere sont telles qu'd tout point 
de Tune correspond un grand cercle de l’autre, et inversement. A 
trois points d’un meme grand cercle G correspondent trois grands 
cercles passant par un meme point (le pole de C) et reciproquement; 
il est d’ailleurs clair (623) qua le rapport anharmonique de quatre 
points d’un grand cercle est egal au rapport anharmonique des 
grands cercles qui leur correspondent. 

Gelte dualite s’etend ä des proprietes non projectives, puisque 
l’angle de deux grands cercles est 6gal ä la distance sphdrique de 
leurs pöles. Si on la rdduit aux proprietes projectives, eile n’est 
pas distincte de celle qui resulte de la transformation par polaires 
reciproques (voir ex. 988). 

644. Pour que deux 'divisions ou deux faisceaux soient homogra- 
phiques, il suffit que le rapport anharmonique d’un point quel- 
conque et de trois points pris une fois pour toutes soit egal au 
rapport anharmonique des homologues de ces qualre points, car 
cette propriete suffit pour construire l’homographie defmie par trois- 
couples d’elements homologues donn4s. 

645. Dans lesconstructions des deuxnumeros precedents, onpeut, 
au lieu de transporter les divisions ou les faisceaux, remplacer l’une 
de ces figures (division ou faisceau) par une autre qui soit en per¬ 
spective avec la premiere, puisque la seule chose qui Importe ä notre: 
raisonnement est que le rapport anharmonique soit conserve. 

Il est ä remarquer que, par ce moyen, on peut operer la construc- 
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tion demandeejoar le moyen de la regle seule[^). 

Partons de la construction du n“ 641. — Soient encore(^) a, a '; 
h'; e, c' [fig. 533) les trois couples de points Ifomologues donnes, m, 
le point dont on cherche Fhomologue. Onjoindra les points o, d, c, m,. 


ä un point quelconque S du plan, 
les points a', b\ c' ä un autre point 
quelconque S'. Si a est le point d’in- 
tersection de Sa, S'a', on menera 
par le point a une premiere trans¬ 
versale aßyfji, sur laquelle le faisceau 
labern interceptera une division 
aßyij. homographique de abem et 
une seconde transversale aß'y' sur 
laquelle les droites issues du point 
S' intercepteront une division ho¬ 
mographique de celle qu’elles inter- 
ceptent sur a’b'c\ Dans l’homogra- 
phie teile que les points a, ß, y aient 
respectivement pour homologues 
a, ß'-, y', Fhomologue g' du point (x 
s’obtiendra par la regle seule (641) 
et il suffira de joindre ce point \jJ ä S 
le point vn' homologue de m. 


s 



' pour obtenir sur la droite a'b'c'^ 


646. Expressions diverses de riiomog‘rai)hie. — Conside- 
rant deux divisions homographiques, soient A, B deux points deter- 
mines et M, N, deux points quelconques de la premiere; A', B', M', N' 
les homologues de A, B, M, N. La relation fondamentale d’homo- 
graphie s’ecrit : ' 

ou, en renversant Fordre des moyens : 

MA ^'_na.n;a' 

MB\M'B'~NB‘N'B'' 

Le rapport ; ^Tg-, a donc la m^me valeur, quelle que soit la 

(1) Voir la note E ä la fm duyolume. 

(2) Noiis supposons les deux divisions dans un mSme plan, la construction dans le cas 
contraire, dtant, ä proprement parier, du domaine de la Geometrie descriptive (voir la note 
ä la fin desprobleines du V* livre, t)aj^e83J. 
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Position du point M. En designant cette valeur constante par il 

n> 

Tient ^ 

M'A' , MA 

equation qui fait connaitre le point M' lorsque le point M est donne. 

Inversement, si deux points M et M', situes respectivement sur 
deux droites fixes (differentes ou non), sont lies entre eux par la. 
relation precedente, ils decrivent deux divisions homographiques : 
car la relation (7) entraine la relation (6') et, par suite (6). 

On peut indiquer un resultat analogue pour deux faisceaiix homo- 
graphiques. Soient, en effet, OA, OB deux rayons determines et OM, 
ON deux rayons quelconques du premier faisceau; O'A', O'B', O'M', 
O'N' les rayons homologiies des precedents. L’egalite desrapports 
anharmoniques (O.ABMN) et (O'.A'B'M'N') s’ecrira (625) : 

(M,OA) . (N,OAl _ (M',0'A') . (N',0^A') 

(M,OB) ■ (N,0B; (M', O'B'j ‘ (N', O'B') ’ 

d’oü Ton deduit, comme tout ä Theure, qiie Ton doit avoir 

(M',0'A')_, (M,0A) 

(M', O'B')“ (51,08)’ 

k designant une constante. 

Bien entendii, une relation tout analogue aiirait lieu pour des 
faisceaux de plans homographiques. 

D’ailleurs, on peut appliquer le memeraisonnementäune division 
et ä un faisceau homographiques entre eux : Si a, b, m sont trois 
;^oints de la division; OA, OB, OM, les rayons correspondants du 
fcisceau, on aura 

(M,OA) j_ ma 
(M,OB)“^'i‘^^’ 

Ä-etant independant de la Position du point m. 

647. Soient I le point de la premiere division homologue du point 
ä. 1 infini sur la seconde, J' le point dela seconde division, homologue 
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du point ä-rinfini sur la premiöre. Supposoiis que lespoiiits h Finfini 
de,s deux divisions ne se correspondent pas, de sorte que ies pointe 
I et J' sont ä distance finie i On aura, M et M' etant deux poinis 
homologues quetconques^ 

(8) IM. = 

h elant une constante. 

Gar, les deux divisions etant piacles de manidre a efre en perspec- 

tive (et etant de plus, considerees comme fai- 
/ 8e ßgures planes situees- respecti- 

X mX vement dans des plans P, P’ perpendiculaires 

''\ Q äcelui qui contient ies deux divisions) la re- 

y ^ lation precMente resulte {ßg. 534) de 

'v^- ./laproposiüondun“627. 

Inversemcnt, si deux 

Fig. 534. points M, M', mobiles 

sur deux droites, differentes ou non, sont lies par la relation (8), - 
ou la constante h est supposee differente ou non de zero —üs däcrivent 
deux divisions homographiques : car si A, A' sont deux points domo- 

logues determines, riiomographie qui est defmie par les couples . 

Ij oo ; 00 5 J') A, A^ 

est (en vertu du resultat precedent) representee par la relation 
IM.M'=:IA. J'A', 

c’est-ä-dire par la relation (8), puisque Fon a lA.J'A' — h. 

Si k etait nul, Fun des segments IM, J'M' devrait dtre nul, de, 
Sorte que tous les points M, autres que I, auraient le mdme homo- 
logue J'; hypotliese que nous excluons en ce moment, mais que 
nous retrouverons quelquefois dans la suite. 

648. Dans le cas oü les points ä Finfini se correspondent et oü, par 
suite, les points I et J' sont rejetes ä Finfini, les deux divisions sont 
semblables, c’est-ä-dire que trois couples de points homologues dm- 
sent les droites qui les portent en segments proportionnels. Si, en 
effet, A,A ; B,B'; C,C' sont ces trois couples, la relation (ABCoo) = 
(AB'C'oo), qui a lieu entre ces trois couples et le couple de points 
homologues ä Finfini s’ecrit (PI. 199) 

CA G'A' 
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€49. Divisions liomog^raphiques sur une meme droite. 
Points doubles. 

Supposons les .deux divisions homographiques portees par une 
meme droite et cherchons s’il existe un point m qui coi'ncide avec 
son homologue : ä cet effet, il suffit d’employer la relaüon (8), qui 
s’ecrit alors 

( 8 ) Im.y’m. — h, 

Les Segments Im etJ'?u devant etre de möme signe ou de signes 
contraires suivant que h est positif ou negatif, leurs valeurs absolues 
auroiit pour difference, dans le premier cas, et pour somrae, dans 
le second, la distance LF : on est donc 
ramene ä l’une ou l’autre des construc- 
tions 7 ou 8 (PI., 155). Par conseqiient, 
on devra mener ä la droite donnee, par 
les points I et J' respectivement, deux 
perpendiculaires li et J' / (fig. 535) dont 
le produit soit, en grandeur et en signe, 
egal ä — A ; le point chercheappartiendra 
ä la circonference decrite avec i j' comme 
diametre. 

Onvoit d’ailleurs directement que, si P est un point quelconque 
de cette circonference, les droites Pi et P/ coupent la droite donnee 
en deux points M, M' homologues entre eux: les triangles I i M, J' M' f 
sont, en effet, semblables entre eux, comme ayant leurs cötds per¬ 
pendiculaires (‘) et dönnent (comparer PI., 155) l’dgalitd 



IM. J'M' = li.J'/. 

La construction pre'cMente resulte des lors de ce que les points M et M' 
viennent se confondre lorsque P est sur la droite donnee. Les points 
qui comcident ainsi avec leurs homologues se nomment pomte douhles 


Discussion. — Bl h est positif, les deux segments Iw, JW soi 

de m^me sens. Comme l’un d’eux diminue en valeur absolue quan 

1 autre augmente, on voit que les deux points homologues se deplacer 

constamment en sens inverse, du moins quand ils sont ä distance fini 

\ 


(1) Ceci founiit une nouvelle d§monstration de ce fait miP u ..»loi; m. .... 
une bomographie, car les droites i M, jf M', ela^'t couslaLupni t ^ d^finil 

deux t'aiseeaux homograjpbiques. ‘ ’ »^ectangulaires, d(5erivent (639) 
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(on doit se rappeier que lorsque le point m passe en I, le segment J' m' 
passe de — c» ä -t- oo ou inversement). 

Dans ce cas, la circonference de diamfetre if coupe necessairement 
la droite donnee (puisque i et / sont de part et d’autre de cetle droite), 
de Sorte qu’il existe bien deux points doubles (points doubles reels). 

Au contraire, pour h negatif, les deux segments sont de sens con- 
traires : la m^me remarque relative aux valeurs absolues montre que 
m et m' se deplacent dans le meme sens tant qu’ils restent ä distance 
finie. La droite peut alors etre secante, tangente ou completement exte- 
rieure ä la circonference de diametre if : les points doubles peuvent 
etre reels et distincts, etre reels et confondus, ou ne pas exister, auquel 
cas on dit encore qu’ils sont imaginaires, 

650. Si les points doubles m et n sont reels et distincts, on peut 
prendre, pour les points A et B qui figurent dans la relation (7), ces 
points doubles : cette relation devient alors : 

M'm M.m _, 

Elle montre que le rapport anharmonique formd par les points 
doubles et deux points homologues quelconques est constant. 

Inversement, deux points qui forment ävec deux points fixes un 
rapport anharmonique constant^ ddcrivent deux divisions homogra- 
phiques : car la relation (9) est un cas particulier de (7). 

Eayons doubles des faisceaux homographiques coii- 
eentriques 

Deux faisceaußs homographiques ont deux rayons doubles distincts 
ou confondus^ ou n'ontpas de rayons doubles (rayons doubles im.agi- 
naires) : ce dernier cas est, par exemple, celui de riiomographie 
formee par les cötes d’un angle constant qui tourne autour de son 
sommet. 

651. La construction des points doubles de deux divisions ou 
faisceaux homographiques donne la solution d’un grand nombre de 

' questions de geomdtrie. Remarquons en effet, tout d’abord, qu’on 
' y ramene immediatement la question suivante : 

Trouoer les couples communs ä deux homographies: 

(Les homographies en question ayant lieu chacuue entre deux 
divisions, ou entre une division et un faisceau, du entre deux faisr 


GfiOMETRlE. 



FlO. S3Ö. 


ceaux, les droites qiii portent les deux divisions, ou la droite qui 
porle ia diTision et le centre du faisceau, ou les centres des deux 
faisceaux etant les luemes de pari et d’autre.) 

Considerons, par exeraple, le cas de deux 
homagraphies entre divisions portees, les unes 
sur une droite D, les autres sur une droite D'. 
Soient M un point quelconque de D; M' son liomo- 
logue dans la prämiere homographie, Thomo- 
logue du meme poiutM dans la seconde(/?, 9 '. 336). 
.\oiis clierclions un couple commun aux deux homographies, 
c'est-ii-direunpeiüt M dout les deux homologues J^etM'i coincident. 

Or. les divisions decrites par et M'j, etant toutes deux homo- 
graphiques de la division decrite par M, sont liomograpliiques entre 
elles. Noiis n’aurons donc qu’ä recliercher les points doubles de 
riKjrnographie ainsi obtenue. 

Exemples. — Soit ä trouver sur une droite donnee D un Segment M M' 
de grandeiir donnee, qui soit vu d'un point donne sous un angle donnd 
{/lg. 337). Lorsqu’un point M parcourt la 
droite D, le point M' de la meme droite tel 
que le segment MM' soit egal k la longueur 
donnee decrit une division homographiqiie / 

de celle que decrit M; et il en est de m6me 
du point M',, pris egalement surD, et tel que 
1 angle MOM'j en designant par 0 le point 

dünne; soit egal ä l’angle donne. Nous sommes donc ramenes au 
Probleme precedent, puisque nous cherchons pour quelles positions 
du point M les points M' et M'j col'ncident. 

Le Probleme qui consiste ä Lrouvier sur 
une droite donnee un segment qui soit vu de 
deux points don7ies sous des ang les donnes, 
appartient evidemment ä la meme catdgorie. 
n en serait eucore demörae, d’ailleurs, si les 
extremites du segment, au lieu d’etre sur 
une möme droite donnee D, devaient ötre res- 
pectivenaent sur deux droites donnees B D' 
(^^. 538 ). 

boit encore ä nienerpar un point donne une Iramvenak intenep. 


K iv? ivT 

PiG. Ö37. 
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tfini sur deitw dvoifos donneßSy a pavtirde dßux. origines vespeciwcment 
ifonneßs hut cesdciix drollos, doux segnwnff) ciyanl ünlve euxv.it. rappori 
äonnd. 

Soient 0 le prcmier point donne ; A, A' los 
origines respcctiv(3meiit donnees sur les droi Los 
l), D' {/lg. 539). Une transversale qiielconque 
meinie par Ü (joupera les doiix droites en des 
poiiits M, M' qiii d(3(n*iront sur dies des divi~ 

Sinns liomograpliiques. Nous aiirons ä reclKsr- 
clier le eouple cornmuii ä cette hoiriographio 
(d, ä cello qiii lie les e.xLr(3mites de deiix segm(3nl;.s porlds i'espec- 
tivemont ä partir de A, A' (3t ayant entre eiix le rapport doninj. 

Un p(nm'ait empöre, au iiou du rapport ——, se donner le produit 

AM.A/M', puisque Tequation AM.A/M' = const. döiinit unc 5 hoino- 
graphio. 

üii pcut, de meine, mscrire dam un polygonß de n edlen dannd., un 
polifgone donl les n edles passent par n points donmh aröHrairenient. 
dann le plan. Eneird, soient ABCDE {ßg. 54(.)) le polygoiio donius et 

Q, H, S, T les point.s par les- 
qu(.vl.s doivent passcr les entes 
du polygone (dierclu! ahede. l're- 

.-.J nons le point a arliitraiiauiient 

[r sur AB: nous en deduirons h par 

n condition que aö passe par le 
point P, puis e par la condition 
que bc passe par Q, etc. 

\g Finale ment nous rotrouverons 

sur iV,B un point a' qui ne co'inci- 
dera pas, en giimiral, avec a. 

Mais le point a/ cFicrira ime division homographique u cclle qui 
sera diiicrite par a, puisque a est lu; homograpliiquement ä ö 
lequel est lie homograpliiquement ii c, etc. üonc nous n'aurons qu’^ 
reclierclier les points doubles de riiomographie qui lie a ä a' : 
hornographie que nous determinerons en en cianstruisant troii 
couples de points homologues. 

On voit que la methode applicable ä tous les problemes de cette 
espöce est iiue sorte de regle de fausse posilion. 
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H sera souvent commode, pour appliquer la constrüction du 
n° 649, de prendre pour deux des couples de poinis homologiies ceux 
oiil'un ou Fautre de ces points est äFinfini. 

652. Involution. 

Theoreme. — Si, dansdeux divisions homographiques situees surune 
■rnerne droite, un pohit [distinct des points doubles) a meme homologue^ 
liirsqidon le considere successivement comme apparienant ä l'une ei a, 
i'anire des deux divisions, il en est de meme de lout autre point de 
la droite. 

Siipposons que le point A ait pour homologue A' et le point A^ A, 
ft soit B un autre point quelconque de la möme droite, lequel, con¬ 
sidere comme appartenant ä la premiere division, a pour homologue 
B' dans la seconde. L’homographie pourra etre consideree comme 
dtiterminee par les trois coiiplesA, A '; A', A; B, BF Si donc on consi¬ 
dere B comme appartenant ä la seconde division, son homologue B'j 
dans la premiere sera defini par la relation 

(A A' B B/) = (A' A B^ B) 


Or, cette relation montre que le point B'^ coincide avec le point B', 
car le rapport anharmonique du second membre est (PI., 199) egal a 
(AA'BB'j. 

Remaeque. — Lorsque les points doubles m et n sont reels et dis- 
tincts, le theoreme qui precede est une consdquence directe du 
n° 650. Si, en effet, nous ecrivons qiie le point A estl’homologue du 
point A' et celui-ci Fhomologue de A, ä l’aide de la relation (9), il 
viendra les deux equations 


et 


A'm _ Am 
A' n' An 

Am _ A'm 
An ' A'n 


1 


lesquelles, mult-ipliees membre a membre, donnent F=: 1. 

^ Or k ne peut etre egal ä 1 (sans quoi le point A' coYnciderait avec A): 
onc on a i 1 et, par consequent, deux points homoloques quel- 
conquesforment avec les points doubles une division harmonique : vq\^. 
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tioii qiii ne change evidemmerit pas lorsqu’on permute enfre eux les 
deux poinLs homologues. 

Deux divisions homographiques telles que rhomologue dun poinL 
donnesoit, confornnemenl au theoreme precedent, lem4me lorsqu’on 
considere successivement ce point comrne appartenant ä l’une ou ä 
’autre des deux divisions, sont dites en involuüon. 

De meine, deux faisceaux homographiques concentriques sont dits 
en involuiion, si la relation entre deux rayons homologues ne change 
pas quand 011 permute ces rayons. 

653. Deux couples de points [ou de rayons) homologues determinent 
une mvoluäon : car la connaissance de deux couples A, Ä,'; B, B' de 
points homologues d’une Involution equivaut ä la connaissance de 
quatre couples A, A/; A', A; B, B';B', B de points homologues d’une 
homographie. 

654. Theoreme. — Si Irois couples de points sont en involuiion, le 
rapport anharmonique forme par deux points d'un couple et un point 
de chacun des deux auires est egal ä celui de leurs homologues. 

Inversement, s'il en est ainsi, les six points sont en involuiion. 

Soient A, A ; B, B ; C, trois couples en Involution; les deux 
divisions A,A\B,C et A',A,B',G' sont homographiques et Ton a 

(AA'BC)=:(A'ABr). 

Inversement, cette egalite montre que les points A', A, B\ C'cor- 
respondent respectivement ä A, A', B, C dans une m4me homogra¬ 
phie. Cette homographie est necessairement une Involution, puisque 
A, k' et A', A sont deux couples de points homologues. 

655. Dans le cas de l’involution, la relation (8) devient 

(1^) OMxOM'^A, 

0 etant le point (unique) homologue de rinfmi. Ce point est ditpoint 
central de l’involution. 

Si la constante h est positive, on voit que l’on aura deux points 
doubles reels et distincts. 

Le rapport anharmonique forme par ces points doubles et deux points 
homologues quelconques est egal ä — 1 (652, Rem.). 

GEOMETßtE. II. 


24 












GEOMBTRIE. 


■!70 

Reciproquement, deux poinis qui divisent harmoniquement vn 
Segment fixe soni en involution. 

De meine, dans deux faisceaux en involution, deux rayons homo- 
logues formen t avec les rayons doubles {s'ih existent) un faiscenu harrno- 
nupietei, reciproquement, cette relation entraine l’existence d’une 
involution. 

Si le point 0 est rejete ä Tinfini, il en est de meine d’un des poinis 
doubles el rinvolution est formee par les segmenis ayant un miiien 
commun, Tautre point double. 

656. Si la constante h est negative, les poinis doubles sont imagi- 
naires. Dans ce cas, I et J' etantconfondus en 0, comme nous Tavons 
dit, on peut donner aux deux segments li et yj' dela ligiire 535, la. 

valeur commune Oo = — h : on voit alors qu’i7 exisle un point (Ic 

point 0 ' d'o'n Von voit le segment forme par deux poinis homologues 
quelconques sous un angle droit, puisque c’est le point o qui joiie le 
röle du point i et du point/. 

Inversemenl, il est evident que les cöUs d'un angle droit qui tourne 
nntöur de son sonimet engendrent deux faisceaux homographiques en, 
involntion, les rayons doubles etant d’ailleurs iinaginaires. 

Tonte involution de deux faisceaux dans laqiielle deux rayons 
sont perpendiculaires äleurs homologues coincide (653) avec lapre- 
cedente. Ainsi si, dans une involution, deux couples de rayons homo- 
lagues sont formes de rayons perpendiculaires entre eux, deux rayons 
humo/ogues quelconques sont aiissi rectangulaires. 

656 bis. Enfin les poinis doubles d'une involution ne peuvent etre 
confondiis, ä moins que h ne soit nul, c’est-ä-dire ä moins que ron 
ne resse diavoir affaire d une correspondance proprement dite, l’invo- 
lülion presentantla degenerescence indiquee au n“ 647. 

657. De ce qui precede (655) il resulte que, pour obtenir un segment 
qui divise harmoniquement deux segments donnes, il suffitde deter- 
miner (s’ils existent) les points doubles de. rinvolution definie par 
ces. deux segments; et que, d’ailleurs, le segment ainsi obtenu est. 
seul il posseder la propriete demandee. 

^ Lt. segment che) che est d ailleurs imaginaire, si les segments donnes 
cnevauehent l'un sur Vautre (PI, f il est au coniraixe reel, si les 
deux segnients so)it eniieremeni inierienrs ou entierement exterieurs 
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Vun ä Vauire : car il est aise de voir que, dans une mvolution defi- 
nie par la formale (10) avec une valeur negative de h {c’est-ä-dire 
dans toute invokvtion qiii a ses points doubles imaginaires) deiix 

_ lyi M, 

M' O 

Fia. üll. 

couples de points homologues chevaiichent toujours Fun sur Faatre 
{fig. Mi). 

On a evidemment des enonces toat semblables en remplagant les 
points en ligne droite par des droites concoarantes. 

658. Les points situes sur une droite donnee et conjugiiäs par rap- 
port ä un cercle donne forment une involution. Car le conjagae d’an 
point M est determind, sur la droite donnee, par la polaire de ce 
point, laquelle engendre (PI., 210) un faisceau homographique de la 
division deci-ite par M; et, d’autre part, la relation entre deux points 
conjugues ne change pas (PL, 205) quand on permute ces deux 
points. 

Les points doubles de Finvolution ainsi obtenue sont evidemment 
(s’ils existent) les points de rencontre de la droite donnee avec le 
cercle (‘). 

De mdme, les droites conjuguees qui passent par un point donne 
forment une involution, qui a pour rayons doubles les tangentes 
menees du point au cercle. 

659. Une serie' de cercles 
ayant mime axe radical de- 
termine sur une transversale 
quelconque des segmenis en 
involution, le point central 
0 etantle point de rencontre 
de la transversale avec Faxe 
radical. 

Car si M, W [fig. 542) sont les points de rencontre d’un cercle 
quelconque de la serie avec la transversale, le produit OM. OM' est 

, (l);Dans les cas oü la drbite deniiAe est taagente au cercle, l’inToiution prösente la d4g4- 
ndrescence signalöe aux n»‘ 647, 6’56 bis, lo conjugue d’un point quelconque etant toujours le 
point de contaot avec le cercle; ‘ ' 
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egal ä la puissance du point 0 par rapport ä ce cercle, laquelle ne 
varie pas lorsque ce cercle change. 

Inversement, il est clair qu’une involution peut toujours ötre 
consideree comme determinee, sur la droite qui la porte, par une 
Serie de cercles passant par deux points fixes ; il suffit de choisir 
ces deux points inverses Tun de l’autre, par rapport au point central 
de rinvolution, la puissance d’inversion etant la constante li definie 
par l’egalite (10). • 

Les cercles qui ont pour diametres les Segments d'une meme involu-‘ 
üon oni meme axe radical, la perpendiculaire menee, ä la droite qui 
porte rinvolution, par le point central. 

660. Theoreme. — Si, dans deux divisions homograqjhiques quel- 
conques, on considere deux couples de points homologues, les deux Seg¬ 
ments formes respectivement par chaque point et l'homologue del'autre 
et le Segment forme par les points doubles appartiennent ä une meme 
involution. 

Soient M, M'; N, N' les deux couples de points homologues; A, B 
les points douhles. La relatiou 

(ABMM') = (ABNNO, 

demontree au n° 650, s’ecrit, en permutant entre eux, dans le rapport 
anliarmonique du second membre, les points A, B, d’une part, N, N' 
de l’autre, 

(ABMM') = (BAN’N). 

Elle montre (654) que les couples A, B; M, N’; N, M’ font partie 
d’une möme involution. 

Remarque. — Lorsque les points doubles sont confondus, l’e- 
nonce devient celui-ci: le point double unique est point double de 
rinvolution determinee par les deux couples M, N'; N, M', Mais le 
raisonnement precedent cesse d’6tre valable. 

On trouvera, ä l’exercice 919, une demonstration qui s’applique 
a tous les cas. 

De m^me, les rayons doubles d'une homographie forment avee deux 
couples de rayons homologues quelconques une involution. 
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661. Thöoröme. —■ Les couples de cötes opposes d'un quadrangle 
Gomplet determinent sur une transversale quelconque trois segments 
en involution. 

Soit le quadrangle ABGD (fig. 543) 
dont les cötes opposes AB, GD; AD, 

BC, AG, BD, determinent sur une 
meme transversale les segments mm'; 
pp'; qq'. 

Les droites joignant A et B ä un 
point variable de GD ddterminent, 
sur la transversale, deux divisions 
homographiques. q, p' et p, q' sont 
deux couples de points homologues, 
correspondant respecLivement aux 
positions C et D du point variable. Quant aux points doubles, ce 
sont les points m, m', correspondant, Tun au cas oü le point 
variable est ä l’intersection de AB et de CD, l’autre au cas oü ce 
point est en m' möme. 

Donc (theor. prec.) les points m, m' ; p, p'; q, q' forment bien une 
involution. 


A 

/ \ 
/ \ 



Fig, 543. 


662. Correlativement au theoreme precedent, on a le : 

Theoreme. — Les droites quijoignent un point quelconque du plan 
aux sommets opposes d’un quadrilatere complet forment trois couples 

en involution. 

p La demonstration est correlative de la 

precedente. Soient a.,h^c,d les quatre 
cötes du quadrilatöre; MJ M', P, P', Q, Q' 
les points oü se coupent respectivement 
a, h; c, d; a, d; ö, c; a, c; 6, d_ [fig. 544). 
Je dis que, 0 etant un point quelconque 
du plan, les droites OM, OM'; OP, OP'; 
OQ, OQ' sont en involution. Pour le 
demontrer, remarquons que, si une 
secante tourne autour du point M', les 
points oü eile rencontre respectivement 
« et b decrivent sur ces deux droites deux divisions homographiques, 
de Sorte que les faisceaux obtenus en joignant ces points au point 



Fiö. 544. 
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0 sont eux-memes homographiques. Or, dans cette homographie, 
deux coiiples de rayons Iiomologues seront donnes par OP, OQ' 
dune part, OQ, OP' de 1 autre et les rayons doubles par OM, OM' 
(le Premier correspondant ä la position M'M, le second ä la position 
M O de la secante mobile) : d’oü resulte Pej actitude de notre propo- 
sition. 


663. CoroIIaires. Un certain nombie d’e«onces peuvenfc se 
deduire des deux IheorSmes precedeuls en supposaut quequeltrues- 
uns des Clements de la flgure soient a l'maui (ee qui a’empeclio 
nullement les raisonnements precedents d’ötre valables). 

Par exemple, si, dans Je theoreme demontreen dernier lieu nous 
supposons qu un des cötes du qiiadrilatere complet soit la droite tlo 
Pinfini, la proposition devient celle-ci : 


FiCr. 343. 


^ pomt au plan d'un Irkmgk 

/ \ \ “ chaque sammet, et qu'o7i mene par le meine 

/( Point la q^rallela au c6ie oppose^ an a, Irois 

— couples en involution. 

Supposons que le point considere soit 
deux des hauteurs du triangle : 
alors, deux des couples dont nous venons 

l,i,.es 11. rectangu- 

■ n Sera, par coaseqnent, de mSme du troisiame ceuple el 

le pomt eonsidere sera aussi sur la troisieme hauteur. Le theoreme 
d apres lequel fer Imule». d’m, Irmnpfc ,,, „„ 

est donc un cas particulier du precedeiit. ^ 

Si le quadrilatere est taut entier ä dis- A 
tance finie, mais que Je poimt 0 soit ä /|\ 

I infini, les rayons de jonction seront tous LL\ 

paralleles entre eux : en les coupant par 
une perpendiculaire a Jeur direction com- ' 

mune, on voit que notrei theoreme de- ^ 

^ent : les prnjectioM des sommets oppoMs 

d un quadrilatere complet sur une droitP nuoin^ 

e/Mnro/«/iöa ^ nque sont des points 

' meme, dans le thenrpTMP Hn «n cc» 

sommets du quadiülatere reiete d I’infin' 

saivant : Zer uroicc/L.! 7 »lors le 

projau,a,u der ri»»eir d'i» tnan,le sur une äroüe 


Fig. 346. 
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qiielconque forment^ avec les points oü cette droüe renconire respecti- 
vement les cötes opposes, trois couples en involution. 

664. HomogTaphie et involntioii siir «ii cercle. — On dira 
que deux points yariables siir un cercle ou sur des cercles differents 
y determinent deux divisions homograpliiqiies si le rapport anhar- 
monique (PL, 212) de quatre positions du premier esfc egal au rap¬ 
port anharmonique des positions correspondantes du second. 

Plus generalement, on defmira de meme, par l’egalite des rapports 
anharmoniques homologues, Lhomographie entre une division sur 
un cercle et une division sur une droite au un faisceau de droites ou 
de plans. 

En particulier, une division sur un cercle est, par deßnition, homo- 
graphique du faisceau decrit par lä droite qui joint un point quel- 
conque de la division ä un point fixe du cercle. 

Deux divisions liomograpliiques sur un meine cercle serontdites 
en involution, comme dans le cas d’une droite, si la relation entre 
deux points homologues est reciproque. 

Theoreme. — Une serie de secanles issues d'un mhne point deter¬ 
minent sur un cercle des coupjles de points en involution. 

On peut, tout d’abord, remarquer que le tlieoreme est evidentsile 
point est exterieur au cercle : car la 
polaire de ce point et l’une quelconque 
des secantes considerees divisent ce 
cercle harmoniquement (PL, 213). 

Pour demontrer la meme proposition 
dans tous les cas, S {fig. 547) etant le 
point donne, considerons deux points 
0,0' du cercle prisime fois pour toutes 
en ligne droite avec le point S. MM' 
etant une position quelconque da la 
secante; M,M' ses points d’intersection 
avec le cercle, le lieu du point d’in-r 
tersection des droites 0M,0'M' est 
(PL, 211) une droite, la polaire.du point S. Donc ces droites 
0M,0'M' decrivent deux faisceaux homographiques et, par conse- 
. xjuent, les points M,M' decrivent des divisions homographiques. 

D’ailleurs ces divisions satisfont evidemment ä la condition 
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d’im'oliition. L’Iiomologue d’im point du cercle, que ce |poiiit soit 
considere comme apparlenant ä l'une ou ä l'autre des deux divi- 
sions, Sera une exLremite de la corde dont l’aiUre extrem'ite est en 
ce poinl, et qui passe par le point S. 

Reciproquement, ime corde variable, dont les esctremith decrivent 
deux divisions en involution, passe par un point ßxe. 

En effet, si S est le point d’intersection (ä distance iinie ou a 
rmfini) de deux positions de la corde, les points d’intersection du 
cercle avec une secante-noodile passant par S decrivent sur ce 
cercle une Involution, laquelle coincide avec la premiere, puisqu’elle 
a avec eile deux couples de points homologues communs 

Ce theoreme permet d’effectuer tres aisement la plupart des 
conslructions relatives aux faisceaux et, par suite, aux divisions 

en involution. 

Soient deux faisceaux en involution 
dünnes par deux couples de rayons 
homologues. Par le centre cummun 0, 
faisons passer une circonference qui 
coupera les quatre rayons en A,AVB,B' 
[k-m]. Les droites AA',BB' se co’u- ’ 
peront en uii point S et rinvolution 
consideree ne sera autre que celle qui 

10 -JA formee par les rayons qui ioianent 

le po,nt 0 a« pomts de roncontre du cercle avec une sLn e t e 
eonque issue de S. cocmtL quci- 

Vhomologue d'un rayon quelconque 
OC s obtiendra en joignant le point C, 
oü ce rayon rencontre le cercle, au 
point S, les rayons doubles passeront 
par les points de contact des tangentes 
issues de S ; ils seront reels ou imagi- 
naires, siiivant la Situation de ce point 
par rapport au cercle. - 

11 en resulte bien, conformement ä ce 
qui a ete dit plus haut (657), que les 
rayons doubles seront imaginaires si les couples A A^- BR' ( i 
P- CO,.ee,Cent, aussi ies coap.es de rayonfo^OA Z Z 



FiCt. 348. 



Fig. Ö4S bis. 
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se separlent reciproqiiement, le point S etant alors interieur au 
cercle [ßg. 548); qu’ils sont reels, au contraire, si ies angles AOA' 
BOB' sont entierement Interieurs ou exterieurs Fun ä Fautre, le 
point S etant alors exterieur {fig. 548 bis). 

Le couple commun ä deux involutions s’obtiendra en construi- 
sant (la circonference etant, bien entendu, choisie une fois pour 
toutes) les points S, S' qui donnent naissance, conformeinent au 
theoreme precedent, ä ces deux involutions : il sera determine sur 
le cercle par la droite SS'. 

En particulier, comme le point S qui correspond ä une involu- 
tion formee de rayons rectangulaires, n’est evidemment autre que 
le centre du cercle, on obtiendra les rayons rectangulaires d’une 
involution en joignant au centre le point qui donne naissance ä 
cette involution [ßg. 548 bis). Comme le diametre de jonction coiipe 
toujours le cercle, on voit qn'une involution a Loujours un couple 
de rayons rectangulaires. 

Plus generalement, le segment commun d deux involutions existe 
toujours si Vune des involutions a ses points doubles imaginaires, 
puisque alors Fun au moins des points S,S' est intörieur au cercle. 
"Si, au contraire, les deux involutions ont leurs points doubles 
reöls, le segment commun pourra evidemment ötre considere comme 
defini par la condition de former avec les points doubles de cliacune 
d’elles une division liarmonique. II sera donc imaginaire ou reel, 
suivant que ces points doubles se separeront ou non. 


EXERCIGES 

878. Construire, A l’aide de la rögle seule, rhomologne d’un point donnd dans une 
•involution donnöe par deux couples de points homologues. 

879. Lieu des centres das perspectives telles que trois points donnös en ligne 
■droite se projettent sur un plan donnd suivant trois points dont les distances 
mutuelles aient des rapports donnds. 

880. Etendre la riiciproque du corollaire II du n“ 201 ä un faisceau de quatre 
plans. 

880 bis. Quel est lelieu des droites suivant lesquelles se coupent les plans liomo- 
Sogues de deux faisceauxhomographiques qui ont un plan homologue commun? 

881. On considere trois angles adjacents de m^me somraet et 4gaux entre eux. 
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Trouver la valeur commune de ces angles, connaissant le rapport anharmonique du 
faisceau ainsi forme (utiliser 625 ou PL, ex. 274), 

S82. Mener, par un point donne, deux transversales interceptaat entre elles, sur 
ies cöMs d’un angle donne, des Segments de longueiirs donnees. 

883. Inscrire, dans un cercle, un polygone dont les cötds passent reapoctivement 
par des points donnes (nouvelle soIution, fondi5e sur le theorerne n» 664). 

884. Etant donnes deux angles de möme sommet, mener, par un point du plan, 

une transversale sur laqueMe ces deux angles interceptent des Segments dgaux 
entre eux. . “ ‘ 

Plus generalement, mener une transversale teile que les Segments interi‘ept(-.s 
par les angles donnes soient dans un rapport donnd. 

88 . 5 . Deux divisions homographiques etant donnees sur deux droites diirerentos 
quel est le lieu des points de chacun de.squels on les voit sous deux Idisrcaux en 
Involution? " ' 

En deduireque, siÄ, Ä'; B, B' sont deux couples de points homologues quel- 
conques, le pomt d’intersection AB^ et de BA' est sur une droite fixe (la dn)ite qni 
jomt le.', homologues du point commun aux deux droites donndes, co point dfmt 
sLiccessivement considere comme appartenant a la premiere et li la soconde) 

Deux fa.sceaux homographiques de centre diifdrents o, a' dlant dounds, los droites 
sur^lesquelles ils dcterrnment deux divisions en Involution passent par un point' 

Trois points quelconques A, B, G etant donnds sur une droite et trois noiuts nuel 
conques A', B', C' sur une autre droite, le point de rencontre d 3 ' ' ' e 

Egne «-c BA' ho1u 

irorc::;:;'™ “r- 

a.,.re,„els pöle .e D. 3 . ce,„ 

d interseclion des cötes homologues). ^ l'^ints 

(dit ceatra divisde d ns“' (> 

rapport d'homologie) par une droite fixe tdite constant (dit. 

Montrer cL ! “ * d'homologie). 

logia s= corraspond a iSe“ ai“?“'d'hoaio- 
Reciproquement, si deux flo-ures d’un ^ d’homologie. 

telles que tous les points dule droite dSinl““ «"^re eilos sont 

dies sont homologiques. eterannee soient leurs propres homologues, 

rinnni.^Deux .fil!^rlt 1 iomolog”qlS d’homologie 

figui-es homothetiques. ^ P ^ toujours etre projetdes suivanl deux 
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890. Deux triangles homologiques (PI., 195) peuvenL etre consideres comme deux 
flgures homologiques, au sens qui vient d’ötre indique. 

Deux cercles non concentriques peuvent, independamment du fait qu'ils .sont homo- 
thetiques, etre consideres comme homologiques, et ceia de deux nianieres, Taxe d’ho- 
mologie etant Taxe radical et le centre, Tun ou l’auLre des centres de similitude. 

891. La perspective F' d’une figure plane F sur un plan P' et le rahattement F, 
de celte ßgure sur ce meine plan (obtenu en faisant tourner le plan P de la figure F 
aulour de son iritersection avec P', jusqu'ä le faire coincider avec celui-ci) sont 
deux figures homologiques. 

892. Reciproquement, deux figures homologiques etant donnees, si on laisse 
l’une d’elles fixe, pendant qu’on fait tourner l’autre autour de Faxe d’homologie, ces 
deux figures restent constamraent an perspective. 

■ Quel est le lieu du point de vue_? 

89o. Deux figures homograpliiques d’un plan telles que l’homologue d’un point 
quelconque soit le meme, que 1 on considere ce point comme faisant partie de l’une 
ou de 1 autre figure, sont homologiques avec — 1 comme rapport d’homologie. 

894. Deux figures planes homograpliiques F, F' etant donnees dans deux plans 
differents, ä quelle condition peut-on trouver dfeux polnts 0, 0' tels qu’en joignant 
le point 0 a un point quelconque M de F et le point O^au point homologue ÄP de F', 
on obtienne deux droites qui se rencontrent? Quel est le lieu des points 0 et 0^? 
Quel est le lieu du point de rencontre de QM et de O'M', une fois 0 et 0' choisis? 

89Ö. Une transversale D coupe les cötes opposes d'uii parallelogranime en a, a' ; b, 
1/ et une diagonale en c; on joint a, a' k un point donne quelconque p du plan. 
Le lieu du point de concours de deux cötes opposes d’un quadrilatere dans lequel 
ces deux cotös doivent passer respectivement par 6, b', une diagonale passant par c 
et les deux autres cötes ötant suivant ap, a'p est la parallöle menee par p k D 
(montrerque le quadiilatöre et le Parallelogramme sont deux figures homologiques). 

896. Toute homographia entre deux figures planes peut s’obtenir en faisant cor- 
respondreä un point quelconque M de la premiöre !e point M' dont les coordonnees 
barycentriques, par rapport k un triangle fixe T', sont egales ä celles du point M, 
par rapport ä un triangle fixe T, mullipliees par des nombres constants. Inverse- 
ment, la correspondance ainsi realisee est toujours homographique. 

897. Hömographie dm& l’e&paee. — Deux figures de l’espace sont diles homogra- 
phiques si a chaque point de l’une corrcspond un point de l’autre de sorte qu’ii des 
points d’un meine plan correspondent des points d’un möme plan et que les points 
correspondants forment, dans leurs plans respectifs, deux figures homographiques. 
Montrer qu’on peut trouver, et d’une seule maniere, une homograpbie teile qu’a cinq 
points donnes (dont quatre quelcdnques ne sont pas dans un möme plan) correspon- 
dent cinq autres points donnös (satisfaisant d la meine condition). 

Si les homologues des points ä Finfini sont tous eux-memes k Finfini, les deux' 
flgures sont dites affines. Dans le cas contraire, les homologues des points ä Finfini 
d’une des flgures sont les points d’un certain plan appartenant ä Fautre figure. Dös 
lors, dans Fetude des propnetes projectives (c’est-ä-dire qui se conservent par I’ho- 
mographie), on considere tous les points ä Finfini comme silpes dans un möme 
plan, dit plan de l'inßni. Deux droites doivent d’ailleurs etre considerees ou non 
comme ayant le meme point ä Finßai, suivant quelles sont paralleles ou non. 
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898. Gönöraüser ä Tesf)aee l’exercice 896. 

899. Deux figures de Tespace etant dites liomologiques, si ä chaoue nninf M a i 

Premiere correspond uii point M' de la seconde, tel que la droifrAfW ^ "" 

pomf fixe 0 (cenlre d'homologie) et seit divisee dans un raDoorf n 

taat parce point et an plan fixe (plan d'homologie) • deax fmuref homoT 
sont homographiques (^). J i • Iiomologiqnes 

Tro„,er les ™t.es droi.es et les poiots ,„i .(oeisjent de et?"’*"“' 

dehorsf P»i"l8 surIadroHedo.mde.el un point en 

§ilgss:ss=Hs 

flgures, et que Ton obtient ainsi 1 p «phI i ^ chacune des deux 

est orthogonale. minimurn est egal a 1, la projoctioa 

L“?-'1 —- r.Sr.t-Luz',: 


on a 


906. Trois couples en Involution A A'‘ R R'- r r' j 

A'B B'C C'A ’ ^ ) B j Gj G etant donnes sur une droite, 


A'C' FÄ' Gl ~ (Se ramene ä PI., 192). 


907. Deux divisions homographiques etant donnees sur une mSme droife pn 

trouver une troisieme qui soit en involution avec les premieres. ’ 

-ebnere,, e.re atnenOes ä 

les fi-ures planes. ’ ““^rairement ä ce qui a lieu (636, ex. 891j pour 
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(Soienl M, M' diuix poinls hoaKtloj^uc.s; N, iin iiuint, qiieh’iniijud, laqui-lj c‘on:dilr*r<'! 
coinnu.; apiiiirtonaiil ä la proiuii'-ro divLsion, a pmir litiimdo.üiua N’ daiii la ^ . oiiil,» 
iM, (■«iisidtM'c iMtiiuno aiqiarlHiiant ii la, sc'foiidft ilivisimi, a paar lininaLifiati* N" daiis 
la pnnuirrn. La divisiaii lioiiiograpluipat dir.s dmi.v prcmii’aaa.s »q. tclli,; ipa* L-s Ifnis 
poials N, iM, M' dy caUe noiividla divisioii c’dri'a.spdiidcaiL reMpacUveuidtit :ui.v pniiits 
M,N,iN'' (Id la i)r(Mni('!rt! dmiiaa!, nqioiid ä la qiK'sUdii), 

l.e prdltl('ari(! u mic iuliaiL'i da Koliilioiis. Le« pditils daiilildK d(! riiomdKrupliid 
donntid fcidiil, hdiudldgtitvs oiilre oux datiw chaciim,! d(!S iiivdltilidiis- (,dd(*iHi(‘s. 

‘J()8. Ild.nx divisidn-s hoiH{if 4 'raplii(pics alaiil, d«iiiu>ds, an iicul, d’iiin* itilinilt’; iL* 
nianidn's, liaaivdr iLnix paiiiltj 0, 0' taLs qua ladcaila ipii j(dut 0 ä lui |)aiiit M d(( la 
praiid('(ra divisiaii caiqia üous iiii aiiKhi conslaut ladmita qui joinl ()' au puiiil hoino- 
Idpua M' da, la sacanda. L’im do.s paiiils 0, ()' paiit fitra (dioiKi aridtraiiamiaiil. 

yi li's daux ilivisidtiH soiU porlt'aa [iar um. nidtiia droila D, L* painl 0' sa (l(•(llli|, du 
poiiil, 0 par una invorHiun «uivio d’mu) wyiiuHria, la pc’da da rinvarsion (‘laut riiii 
dtaspouds I,liuiu(ddgun.s d(5 riiilini al, l’ax« dis la syniairia, la parpaudiculaira au 
iiiiliau de IJ'. l)e plus, la Hau di? rinlofsaaliun das rayoiis OM, O'M' (■laul. uii a(;rala, 
UuiH les rarcio.s aiiisi uliUsmis (lorKiprun aliolKil, Ics [loinls O, 0' dis luulas las l'aadiis 
piissildaw) oiil pour axa radical cuiuimin la droilis duuni'sa I). ('.aa (•(•rrlas on! puiir 
puiids ooiunuina lan [luiiils douldi'K, td (■auX"i'.i Koni raalaj .siiidii, las caridas au 
quaslion oiil daiix qui auul tals qua, de ahai'un d'aux, oii vuil la .sap;- 

inant colupriH anlre disu.x pnint« hoiuoloj^uaH hdus iin niip;la (!üiustat)l,. 

000. Lo Hau das jiuiiits d’ini Toii voit doiix saptnanl« doiitii's d’utia luAuia dauiiis 
SOUS (liss aiifjlas i'^aiix du suppli'uiimilaii'as, osI, uu aarala (priqiOHilinti ildja iddaima 
i\ raxaraiaa yr*7). I.tuals sutil las painl« oiVaa i.’arala aovqia la, draita iloiiiiäa? A qiudia 
aijiidiÜDtii la Iumi axi,sla-t-il? 

010. Oll aiiiisldära daii.x aoiqilas qualauiiqua« da piiiiits lidiudlaguas da daiix divi 
siiiMs lidiiidn'i'aiiliiqiiats al du ddarit la aarala (ax. präai'di-nl,) Hau das p(duts d’uü TdU 
voil, still« das iin^la« ('‘({iuix la sa{j;'maul. doid aliuaiiii a [iiiiir a,\lri:iuili‘S las pidiils 
d'iiii uiAiiia i'diqda. 'IVtiis las aarala« iiiiisi alttaiiu« oul, luduia axa radiaal. 

011. Bix pdiiits u,/q a, d, a,/'alaiil, iloniia« «tir uua dridta, lui praud la« paiuts 
douldas da riuvolitUiii) (Idlariniiii'o pur las «a(^'niatit« uli, dv: las piduts'i dauldas 
n, n' da rinvoliilinii diHisnnim'u! p:u' las saginaiilB of; las [iiiiiits dmihlas p,p' da 
rinvolutiuii daiarmiiii'M! par las sagruanLs ed, fa. Moiilrar ijiia las «ix puiuis wi, »<'; 
n,n\-p,p' t'iirmaiil aiix-inäfna« ima invidutioii. 

(Oll cuasidarara, riiDiiiograpHie dans laqualla aux poiut« «, a, e, eorraspuudant 
raspaativaiiianl, las puiiil.« d,/*./,»). 

Dailuira da In la ilu'Miratue da Pascal (du moin.s lorsqua la« poiut« da ramauilra 
das aiM,ijs iqqiosi!« da l’liaxagono sont axtdriaur.s au aarcla). 

912. Projaiar ilaux l'alsceaux honiographiqiins d’uu rmlnia plan suivanl daux 
faisaeaiix tals qua las aayons homologut!« .sc couiiant sous uu aiifjsla anusluid. 

913. Daux ilivisiouH iiomograpliiqucH atant donni'es sur uiio uii’rua dmita, im 
demanda da las projaior sur una aulra druila, suivantilaux divisiuii« .samldaldas. 

OM. Si daux divisioiis liomographiquos out laurs poiuts doubles confonilus au 0, 
la rclation antra daux points Iiottiologues quclconqiies W at .M' paut s'iirrire 
1/OM — 1/OM' = cnnst. 

(Faire passer, par unc liomographie auxiliaire, lo poinlO ii l’inlini,) 
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915. Lorsque cleax divisions liomographiques dTme meme droite ont leurs point-i 
doubles imaginaires, il existe (e.vercice 908) deax points de chacmi desqueis on voit 
le Segment fS'rme par deux points homologues sous un angle constant. 

Monlrer que la grandeur de cet angle ne change pas lürsqu'on projette simulta- 
nement les deux' divisions sur une autre droite quelconque (exercice 881). 

915 bis. Un ande droit ASB tourne dans son plan, autour de son sommet S et 

vient ainsi suivant CSD. Conslruire l’angle de rolation a — AüC, connaissant le rap- 
port anharmonique, necessairenient negatif, — ). “(S. ABLD) des quatre droites ainsi 
tracees (graphiquemenl, on donne deux segments dont le rapport est), : il suffira, 
dans ces condilions, de mettre >- sous forme d’un rapport ordinaire, comme il a 
ete fait dans la demonstration de PI., 200). 

Si deux faisceaux horaographiques sont tels qu’a deux rayons rectungulaires de 
l’un correspondent toujours deux rayons rectangulaires de l’autre, denx rayons quel- 
conques de Tun font le mdme angle que leur homologues. 

916. Si onpart de deux faisceaux hemographiques de m&ne sommet dont les rayons 
homologues fonlentreeux un angle constant, Finvolution du n" 660 a ses rayons doublbs 
rectangulaires. Rbciproquement, si cette derniere condition est veriflee quels que 
soient les couples pris dans rhomographie donneefou du moins pour trois d’enlre eux), 
celle-ci est teile que'les rayons homologues fassenl entre eux un angle constant. 

916 bis. Etant donnes deux divisions horaographiques sur une mßme droite, on prend 
riioniologue M' d’un poiut quelconque M (considere comme appartenant ä la pre- 
miere division), puls rhomoJogue M" de M', puis l’homoJogue M'" de M", e.lc. 

1° Bl les points doubles aont rbels et distincls, les points M', teudent, 

on general, vers l’un ou l’autre de ces points doubles fun cas d’exception); 

2“ Si les points doubles sont confondus (exercice 914), les points M' M" Al'".., 
tendent vers le point double unique. 

3“ S'ils sont imaginaires, les points M', M", M'"... ne tendent janiais vers une 
limitß, mais il se peut qu’ils se reproduisent pöriodiquement, le /i«me horaölogue 
M ('») coYncidant, pour une certaine valeur de /i, avec M, quelque soit M. 

917. Si on coupe les trois diagonales d’un quadrilatbre coraplet par une nißme 
droite, les conjugues harmoniques des points d'intersection, par rapport ä ces irois 
diagonales, sont eux-memes en ligne droite (662). Deduire de lä le theoröme du il» 194. 

918. Appliquer le tbeoreme dun“ 660 ä la construction des points doubles de deux 
divisions homograplüques (on considerera ceux-ci comme segments communs 4 
deux involutions et on appliquera la construction du n“ 664). 

919. On donne deux divisions bomograpbiques sur un cercle, Soient a, a', un 
couple de points homologues detennine; m, m' un second couple de.points homo¬ 
logues quelconque. Montrer que, si ce dernier varie, le point i oü am' renconlre a'm 
decrit une droite 8. Cette droite S reste bgalemenl la mbme si, en meme temps que 
m et Tn', on fait varier a et a'. Elle passe par les points doubles de lTio?nographie 
si ceux-ci existent. Dans tous les eas, on raontrera que le remplacement de a, a' par 
un autre couple 6, 6' de points homologues ne change pas le lieu, tout point de Tun 
des lieux appartenant ä l’autre. Deduire de la le tbeoreme dun“ 660. La demonstra¬ 
tion ainsi obtenue s’applique au cas oü les points doubles sont confondus. 

En deduire aussi le tbeoreme de Pascal pour les hexagones ä sommets tous distincts 
(chacune des divisions sera definie par les sommets de rhexagone pris de deux en 
deux, les sommets homologues etant las sommets opposes). 

920. Appliquer l’exercice precedent au cas oü l’homographie qui lie les points 
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m, m' est defiuie par celle condition que les droiles joignant respeclivement ces 
points ä deux points fixes 0, 0' se coupent sur le cercle. Quelle est alors la droite o. 
Deduire de läle theoreine de Pascal. 


921. Points imaginaircs. — De meine qu'on peut se donner deux points en sc 
donnant deux cercles, ou une droite et un cercle, qui se coupent en ces points, on 
dit par Convention, qu’on a deflni un couple de points imaginaires conjugues, si 
on s’est donne deux cercles ou une droite et un cercle, exteiieuis 1 un ä autie (*), 
avec cetle clause que Ton definit le meine couple si Ton remplace les deux cercles 
par deux quolconques des cercles C qui ont, av'ec les premieis, meine axe radical. 
En particulier, on peut toujoua’s remplacer les deux cercles par une droite (leur axe 
radical) et un point exterieur a cette droite (un de.leurs poiuls-limites). 

Tous les cercles C sont dits (par convention egalement) passer jiar les deux points 
imaginaires en question et on nomme droite qui joinl les deux points imaginaires 
eonjugues, Taxe radical commun D de ces cercles. On nomme encore miheu de la 
distance des poinls imaginaires le point de renconlre de D avec la ligne des centies 
des cercles C; proiuit des distanoes d’un point de D aux deux points imagmanes, 
la puissance de ce point par rapport ii Tun quelconquö das cercles 0 (defmitions qui 
sont evidemment exactes lorsqu’ii s’agit de deux poinls reels). On dit aussi que 
deux points a, b de D forment avec les deux poinls imaginaires conjugues une 
division liarmonique s’ils sont conjugues par rapporl ä Tun quelconqiie des cercles 0, 
que des segments, reels ou imaginaires, d’une mSme droite, sont en ^n'Uöm£•ion, 
s’ils peuvent 6 tre considdres comme interceples sur cette droite par des circonle- 


rencea ayant mdme axe radical. _ , t • t. ui. 

Toutes les proprietes qui s’expriment par des relations d’egalite et qui ont eit 
demontrees dans le cas des points reels, sont egalement vraies pour les poinls ima¬ 
ginaires conjugiiös, lorsqii’elles conservent un sens dans ces nouvelles conditions. 
Vörifier, par exemple, les suivantes : 

La difference entre le produit des distances d’un point m d une droite ä deux 
points ix, a' de cette droite et le carre de la distance du mörne point au miheu de 
aa' est independante de la position du point m (que les points a, a' soient reels ou 
imaginaires conjugues; seulernentle signede cette dilTerence n est pas le meme t ans 
les deux cas). Le produit des distances du milieu de la distance de deux points fixes 
imaginaires conjugues ä deux untres poinls quelconques a, 6 , formant avec es Pre¬ 
miers une division liarmonique, est conslant. Le produit des distances du miheu de 

ab aux deux points imaginaires est egal a I - 5 - 1 . 


Les points doubles de deux divisions homograplüques (lorsque ces points donhles 
seront imaginaires) seront consideres comme determines par la droite D qui perle 
les divisions et la circonference decrite sur le segment i/' (/ip. 635) comme diametrc. 
Montrer que ces points sont independauts du clioix (arliitraire, coifinm on I a vu, 
au n» 649) du point i sur la perpendiculaire menee ä D par le point I [fig. 53o). 
(D’apres ce qui precMe, le sens de cette proposition est le suivant : les circonfe- 
rences qui ont pour diametres respectifs les differents segments tels que i; ont pour 

axe radical commun la droite D). , , ..... 

Les cercles consideres äl’ex. 908 passentpar les points doubles des deux divisions 
liomograpliiques, que eeux-ci soient reels ou imaginaires. Les points doubles d une 
involulion divisent liarnioniqueinent lout couple appartenant ä cette involution, meme 

s’ils sont imaginaires ou si le couple est imaginaire. 

922. Les points douiiles' (imaginaires) de l’hranographie determinee, sur une 
droite donnee, par les cotes d’un angle de grandeur constante tournant aulour de 
soll sommet donne, sont indeperidants de la grandeur de l’angle. 

(1) Lorsqu’on donne les coordonnees du centre et son rayon, les abscisses des points oii ce 
cercle renconlre l’axe 0 ,i: sont donnees par une equaüon du second degre, laquetlc a scs 
racines imaginaires si la droite est exterieure au cercle. 
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CHAPITRE in 

POLES ET POLAIRES PAR RAPPORT Ä LA SPHÄRE. INVERSiO^ 
DANS L’ESPACE. COMPL^MENTS DE GIEOMETRIE SPHäRIQUE 


665. P6Ies et polaires par rapport ä la sphöre. 


Theoreme. ~ Le Heu des conjugues Iiarmoniques d'un point donne 
par rapport aux cordes interceptees par une sphere donnee sur les 
secauf.es issues de ce point est un plan. 

En effet, si P est un jjoint du lieu, Oj le point donne, on prouvern, 
coinme dans le plan (204), que le milieu de aP est dans le plan 
^radical du point a et de la spliöre, et, par consequent, le point P dans 
un plan homothetique de celui-lä par rapport au point a. 

Dailleurs, le lieu dont il s’agit peut ötre considere comine 
engendre par la rotation, autour du diamöire qui passe au poinL a, 
de la polaire de ce point par rapport ä Tun quelconque des grands 
cercles dont le plan contient ce point. 


Ce lieu est dit plan polaire du point a par rapport ä la sphere. 

Nous avons d’ailleurs les propositions suivantes, consequences 
imnaediates de ce qui a ete dit en Geometrie plane. 

Le plan polaire dun point a^qjar rapport ä une sphere de centre 0 
et de rayon R, est perpendiculaire d la droile Oa en un point a' situä 
du meme c6U que apar rapport äO et donne par la relation. 


( 11 ) 


Oa*Oa' = R^ 


Ce plan coupe la sphere ou ne la coupepas, suivant que le pöle est 
exterieuTou interieur. Dans le premier cas, le plan polaire dun 
point a n est auLre que le point du cercle de cqntact du cöne circons- 
crit qui a pour sommet ce point. 

Lorsque a est sur la sphere^ son plan polaire co'incide avec le plan 
tangent en ce point. 
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Inversement, tout plan a, par rapport ä une sphere donnee, 
iin pöle; mais, dans le cas oü le plan passe par le cenire de 
la sphere, le pöle est rejete ä rinfini dans la direction p)erpendi- 
culaire. 

666. II est clair que si, par le point a, on mene un plan secant 
ä la sphere, la polaire de a, par rapport au cercle de section, est 
dans le plan polaire du 
meme point par rapport ä 
la sphere. 

' Si, par le point a, on 
mene ä la sphere dewx 
secantes quelconques, et 
qu'on joigne deux ä deux 
{ßg. 549) les points d'inter- 
section de ces secantes avec 
la surface, les droites de' 
jonction se coupent en 
deux points H, K situes 
dans le plan polaire de 
a, puisque (PL, 211) H et K sout sur la polaire de a par rapport au 
cercle situe dans le plan aHK. 

667. Thöorfeme. •— Si un point a est dans le plan polaire 
d’un point b, reciproquement celui-ci est dans le plan polaire du 
point a. 

Gar, si Ton coupe par un plan contenant a et b, la polaire du point a, 
par rapport au cercle de section, passera par b, et, par consequent, la 
polaire de ö passera par a. 

D’ailleurs, la mßme proposition peut ici se demontrer directe- 
jnent. Si, en effet, la droite ah coupe la spliere, le fait est evident 
(PL, 205. Rem.). Si, au contraire, la droite ab est exterieure ä la 
sphere, le plan polaire de cliacun des points a et 5 est le plan de 
base du c6ne circonscrit qui a pour sommet ce point. Or nous 
savons (452 bis) que la condition necessaire et süffisante pour que 
le plan d’un cercle de la sphere passe par le sommet du cöne 
circonscrit suivant un autre cercle est que ces deux courbes se cou- 
pent a angle droit, condition qui ne change pas lorsqu’on permute 
Geometbie II. 25 
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entre eux les deux cercles et, par consequent, les deux pöles a Qi b (*). 

Deux points tels que le plan polaire de Tun passe par l’autre, 
sont dits conjugues par rapport ä la sphere. Deux plans sont dits 
conjugues par rapport ä Ja sphere si Tun d’eux passe par le pale 
de l’autre. On voit que, si deux plans coupent une sphere, la condition 
necessaire et süffisante pour que ces plans soient conjugues est que les 
cercles de section se coupent ä angle droit. 


668. Droites r^ciproques. 

De ce qui precede resuUe immediatement que, lorsqu'un point 
decrit une droite, son plan polaire tourne autour d'une seconde droite 
fixe, et qu’inversement, si un plan, tourne autour de la premiere 
droite, son pöle decrit la seconde. 

En effet, si, sur la premiere droite donnee D, nous prenons deux. 
points a,b et que Dj soit Ja droite d’intersection de leurs plans 
polaires, tout point a' de Dj sera conjugue de a et de b. Le plan 
polaire de a' contiendra donc la droite D, et, par consequent, le 
point a' sera conjugue de tout autre point de D. Inversement, tout plan 
passant par D aiira pour pöle un point conjugue ä la fois ä a et ä b, 
donc situe sur 

Deux droites ddduites Tune de l’autre comme le sont D et Dj, c’est- 



ä-dire telles que tout plan passant par 
l’une quelconque d’entre eiles ait pour 
pöle un point situd sur rautre,sont dltes 
reciproques par rapport ä la sphere.. 

La droite D etant donnee, sa recipro- 
que sera determinee par la douhle condi¬ 
tion d’ötre perpenddculaire au plan 
diametral qui contient D et de passer par 
le pöle: de D par rapport au graiid cercle 
contenu dans ce plan {ßg. 550). Autre- 
ment dit, deux-droites reciproques sont 


perpendiculaires; leur perpendiculaire commune, aa' passe par le 
Centre et les points a, a'sont lies par la relation [11). 

D-une maniöre generale, da dxoite reciproque de D est le Heu des 


{!)• Si la droite ab est tangente ä la sphere, oa voit aisdment que la condition necessaire 
et suffrsante pour que les points a et b. soient conjugues est que l’im au moins d’entre eux 
coincide avec le point de contact. . , 
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‘polßs deDpar rapport aux ce7xles dontle plan passepar edle droiie. 

Lorsque D est tangente ä la spliere, on voit que la reciproque Dj est 
la tangente menee au möme point perpendiculairemeat ä D'. 

Sauf dans ce cas parliculier, de deux droites 7xcip7^oques, l'ime est 
exterieure, Vautre secanteä la s^/iere,puisque les distances du centre 
ä ces droites verifient la relation (11). Gelle des deux'qui est secaiile 
passe par les points de contaet des plans tangents menes par Tautre. 

669. Les considerations qui prec^dent permettent de passer (com- 
parer PL, 206) de toute figure P composee de points, de droites el; de 
plans, k une figure P' dite polaire reciproque de la premiere par rap-. 
port ä la spliere, et que Ton formera en faisänt correspondre a tout 
point de P, son pkii pelaire ; ä. tont, plan de P, son pole; ä toute 
droite de P, sa reciproque. 

Des lors, ä des points de P situes da^is iin meme pla^i^ coro-espondront 
des plans de P' passant par un meme point^ et inverse^nenl (‘) ; 

ä des points deF situes sur une meme droite correspondent desplavtö 
de P' passant par une mäme droite^ et inverse^nent; 

ä des droites de P situees dans im meme plan, ou passant par un 
mihne point, coi'respondent des droites de P' passa^it par un ineme. 
point ou situees daiis un meone plan. 

Deux droites situees dans un mfime plan etant toujours concou- 
rantes (ä distance finie ou a Linfini), on voit que si deux droües sont 
dans un mSme plan, il en est de meme de lew's reciproques. 

Les proprietes relatives aux directions (Gf. PL, 209) seronl : 

L’angle de deux plans sera egal ä Vangle des droites qüi joignent 
leurs pöles au centre de la sphere directrice, ou ä son Supplement 
car cliacune des droites est perpendiculaire au plan correspondant. 

De möme, Vangle de deux droites est egal ä Vaoigle des deux 
plans diametraux qui contiennent leurs reciproques, ou ä son Sup¬ 
plement. . 

•Le rapport anha^mionique de qualre points en ligne droiie est 
egal d celui de leurs plans jootetres, respectivement perpendicu- 
laires aux droites qui joignent le centre aux pöles correspondants ; 
ce tlieoreme permet (comparer PL, 210) de transformer le rapport 

(1) Ea parliciilier, tous les jjoints ä l'inßni chnvent elre consideres comme silues dam nn 
lequel a pour pölo le cenlre de la spliere. , 
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de deux Segments en ligne droite ayant une extremite commune (^). 

Le rapport anharmonique de quatre droites concourantes d'un plan 
est egal ä celui de leurs reciproques, puisque celles-ci sont perpen- 
diculaires aux plans diamdtraux qui contiennent, les premidres. 

670. Inversion; 

Uinverse d’un point M, par rapport au pöle 0 et ä la puissance 
d’inversion ä, est, comme en geometrie plane, le point M', pris sur 
la droite OM, lei qu’on ait, en grandeur et signe, 

(12) OM. OM' = A. 

Les principales proprietes de l’inversion sont celles que nous avons 
notees en geometrie plane ou s’en deduisent immediatement : nous 
n'aurons donc Joesoluj en general, que de les enoncer. 

Deux ßgures inverses d^une meme troisieme, par rapport au meine 
pöle, sont homothetiques Vune de Vautre par rapport ä ce point, 

Lorsquela puissance d’inversion k est positive, on peut ddfinir la 
transformation ä l’aide de la sphere d'Inversion, c’est-ä-dire de la 
sphdre ddcrite du pöle comme centre avec \/k comme rayon. 
Toute sphere passant par deux points inverses coupe ä angle droit la 
sphere d’inversion, en vertu du n® 456 : par‘consequent aussi, tout 
cercle passant par deux points inverses coupe ä angle droit la 
splidre d’inversion; car il y a ndcessairement intersection, puisque 
les deux points inverses sont Tun extdrieur, l’autre interieur ä la 
sphdre d’inversion et, au point commun, le plan tangent k la sphdre 
est perpendiculaire äla tangente au cercle, puisqu'il est perpendi- 
culaire au plan tangent ä toute sphdre passant par ce ceixle. 

Reciproquement, si deux points M, sont leis que toute sphere 
(ou, ce qui revient aumdme, cercle), passant par ces deux points 
coupe a angle droit la sphere d’inversion, ils sont inverses Vun de 
l’autre: car la droite MM', axe radical commun de toutes les sphdres 
qui passent en M et en M', doi, passer par le point 0, qui a mdme 
puissance par rapport ä ces sphdres, et Ton doit avoir larelation (12). 

La symetrie par rapport ä un plan est un cas-limite d’Inversion, 

(1) D’ailleurs, le rapport de deux segments d^d^, pris sur uiie m&me droite, mais sans 
extremite commune, est le produit de deux rapports entre segments ayant une extremite 
copiraune. 
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671. Deux points quelconques et leurs inverses sont toujours sur 
une meme circonference. 

Röciproquement, si deux figures {dont tous les poinls ne sont pas 
situes sur un seul et meme cercle) 
se correspondent point par point, 
de maniere que deux points quel¬ 
conques et leurs homologues soient 
sur un meme cercle, elles sont in¬ 
verses Vune de Vautre. 

En elfet, soient pris,une foispour 
toutes, deux points A, B dont les A 
homologues sont A'/B'(/?p. 551). Fig.ösi. 

Par hypothfese, ces quatre points sont 

sur une meme circonfe'rence, ce qui montre d’abord que les droites 
AA', BB' sont dans un m^me plan. Soit 0 leur point de rencontre (‘) : 
on aura OA. OA' = OB. OB', 

Si maintenant M est un point quelconque de l’espace, son homo- 
logue est, en vertu de l’hypothöse, le second point commun aux' cer- 
cles MAA', MBB' : or ces cercles passent tous deux par le point M' 
pris sur OM, de maniöre que OM. OM' == OA. OA' = OB. OB'. 

672. La distance des inverses A', B' de deux points A. B est liee ä la 
distance AB et aux rayons vecteurs OA, OB pan la relation 


Remarques. — Deux points inverses Vun de Vautre par rapport 
ä une sphere d'inversion S, divisent harmoniquement (d’apres 
PL, 189) le diamelre de S qui les coniient. 

Le Heu des points M tels que le rapport de leurs distances ä deux 
points donnes A, A' soit constant est une sphere (447, Cor. IT) par 
rapport ä laquelle A et A' sont inverses Vun de Vautre, en vertu 

MA' 

des memes remarques de Oeometrie plane. Le fait que soit 

constant sur une teile sphere r^sulte ä nouveau de la formule ci-dessus 
(puisque, si B est pris en M sur cette Sphäre, il coincide avec B'). 

673. Au theoreme du n* 219 (PL, GompL) correspond le-suivant : 

(1) Si 0 est rejete ä rinfini, lo mörne raisonnement montre que les deux figures sont 
synaetriques I’une de l’autre par rapport h un plan. 
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Tfeeoreme. — Les tangentes aux points correspondants de de 
inverses sontsymetriques l'une de Voxitre par rapport au plan 
culaire au milieu de la ligne qui joini leurs points de coniact. 

Soient, en effet, A, A' deux points correspondants de deux 
inverses C, G', M, M' deux points inverses pris sur les meines 
et Yoisins respectivement des premiers. Par hypoLhese, lo 
point M se rapproche indefiniment de A suivant la cour 
droite AM tend vers une direction limite AT (/i^. 189, PI, pa 
Donc la tangente Xx ä la circonference AMA'M', faisant ave 
angle qui tend vers zero (comparer PL, 219), tend elle-mömc 
meme position limite AT. Des lors la tangente X'x' menee c 
mdme circonference, et qui est symetrique de Axparrap 
plan P perpendiculaire au milieu de AA', Tend vers une 
limite AT', symetrique de AT par rapport äceplan. A'T' si 
aussila Position limite de A'M', puisqueTangle A'M'^c' tend V( 
Corollaires. — Deux lignes qui se coupent font entre eiles 
angle que leurs inverses,. 

Si une surface ad^net un plan tangent en im point, son 
admety au point correspondant, un plan tangent, symitr 
Premier par rapport au plan perpendiculaire au milieu de 
qui joint les points de contact. C’est ce qui ressort du tl: 
prdcddent et de la ddfinition du plan tangent. 

Donc, deux surfaces font, en chaque point de leur ligne 
section, le meme angle que leurs inverses au point corresp 
Remarque. — Le thdordme qui precdde concerne les lang 
C et k C considerees comme droites entieres. Mais on pei 
choisir un sens de parcours sur C (donnant un sens corresj 
sur C'), c’est-ä-dire convenir que le point M de C tendra ve 
restant d’un certain cöte de A. On obtient dvidemment ain; 
demi-droites correspondantes, tangentes, Tune ä C, Taut: 
(savoir les positions limites des demi-droites AM, A'M'). 

Si k puissance d’inversion k est positive, ces deux demi-droi 
du m^me cöte du rayon vecteur 0 AA'; elles sont de cötes differe 
est negatif. Dans le premier, cas, et dans eelui-iä seulement, eL 
symelriques Tune de rautre |)ar rapport ä. P. 

Corollaire. —- Le triedre qui a pour aretes les demi-droit 
gentes ä trois lignes qui se croisent emm point est symetri, 
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triedre analogus forme par les tangentes aux lignas inverses, si la 
piiissance d’inversion est positive. 11 lui est egal si la puissance d’inver- 
sion est negative. Une Inversion 1' de puissance —k se deduit en 
effet (670) d’ une Inversion I de puissance k par une symetrie rela¬ 
tive au pole 0, de sorte que si la disposition du triedre en question 
est renversee par I, eile est (422) retablie par T. 

674. L 'inverse d'un plan est une sphere passant par le pöle d’in- 
Version (sauf si ie plan donnd passe lui-m6me par ce pöle, et est, par 
consequeiit, son propre inverse). Gette ßgure inverse peut, en effet, 
s’obtenir en faisant tourner, auLour de la perpendieulaire I) 
abaissöe du pöle sur le plan donnö, le cercle inverse (PL, 220) de la 
droite suivant laquelle ee plan coupe un plan passant par D. Le 
plan donne est parallele au plan tangent mene, ä la sphere obtenue, 
par le pöle d’inversion; lediametre, de cette sphere est egal ä la puis¬ 
sance d’inversion divisee par la distance du pöle au plan donne. 

Vinverse d’une sphere passant par le pöle est un plan. 

675. Application. — Calculer le rayon de la sphere eirconscrile ä im 
tetraedre dont on donne les six arStes. 

Dans k tetraedre ABGD (fig. 552), soient, 
conmre au 614, u, ö, c, a, p, y les six 
aretes. Prenons les inverses A', ß', C' de 
A, B, G par rapport au pöle D et A une 
puissance quelconque k. La sphere cons- 
crite au tetraedre est, dans ces conditions, 
rinverse du plan A'B'G' : son diametre 2R 

k 

est egal ä en designant par DH la dis¬ 
tance du pöle k ce plan. 

Mais DH est la hautear du tetraedre 
A'B’C'D : le volume de ce tetraedre est 
donc le tiers du produit DH x surf. A'B'G'. 

D autie part, ie tetraedre donne et le tetraedre DA'B'G' peuvent etre consi- 
deres comme ayant pomr bases respectives les triangles DAB, DA'B^ leurs 
hauteurs etant alors Gc, G'c' (fig. 552) : le rapport de ces tetraedres est 

donc egal au rapport de leurs bases, c’est-ä-dire (PI. 256), multi- 

plie par le rapport de leurs battteurs (ewidemment egal ä Par conse- 
quent, si V est le volume du tetraedre-donne, il vient t 
, Xßl DH X sufff A 'B^0 DAb DBb DG' 

3V ~ DA.Dß.DQ ‘ .bf 


0 
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Or les Segments qui figurent au second membre ont les valeurs respec- 
tives DA=:a, DB = ß, DG = i-, DA' = ^'> DB' = ^. = D’autre part. 


A;. BC _ k.a. _ k.m_ 

on a B C — öß3ß ~ “p7 ~ 1^’ 


k. bp _ 

17 ’ 


A'B' 


k. cy 
«ßr 


: ce qui 


montre que le triangle A'B'G' est semblable, le rapport de simililude ötant 
au triangle dont les c6tes sont mesurös par les produits aa, 6ß, cp Soit S 

aßy 

k- S 

la surface de ce dernier triangle : on aura surf. A'B'G' = 

Si Ton remplace les quantites qui figurent dans (e) par les valeurs prece- 
/c 

dentes, etDH par^iil vient, toutes-reductions faites, 6 VR=:S. 


Ainsi, le produü du rayon de la sphere oirconscrüe par le volume est 
egal au sixieme de l'aire du triangle dans les cötes sont mesures par les 
produits des aretes opposees du tetraedre. 

Gelte relation fait bien connaitre le rayon cherche, la valeur de V ayant 
ete calculee au n° 614 et celle de S en Geometrie plane (251). 

676. L 'inverse d'une sphere ne passant paspar lepöle est une sphere, 
et les deux surfaces ont le päle pour centre de similitude (PL, 221). 

Reciproquement, deux spheres peuvent etre regardees, de deux 
manieres differentes [et de deux seulement), comme ßgures inverses. 

Les points inverses sont encore dits antihomologues. 

Deux couples de points antihomologues sont sur un mime cercle. 

Deux Cordes antihomologues se coupent dans le plan radical. 

De plus, deux cordes antihomologues coupent les plans poiaires 
du centre de similitude par rapport d leurs spheres respectives en deux 
points qui se correspondent, lorsque les deux spheres sont considerees 
comme figures homothetiques {'PL, 224). 

Dn plan et une sphere peuvent etre egalement regardes de deux 
manieres differentes comme figures inverses, les pöles d’inversion etant 
les extremitesdu diametre perpendiculaire au pian. Dans le cas de 
deux plans, les in-versions degenörent ensymötries (PL, 226). 


677. Inverse d’un cercle. 

Dn cercle ou une droite ont pour inverses: 

üne droite, si le cercle ou la droite donnis passent par le pöle ; 

Un cercle, dans le cas contraire. 

En effet, une droite ou un cercle est l’intersection de deux Surfaces. 
planes ou spheriques. 
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Lorsguhm cerde a pour inverse une droite, 
celle-ci est parallele ä la tangente menee au cer- 
cle par lepüle d'Inversion. 

Deux cerdes inverses Vun de Vautre sont situes 
sur une meme sphere ou dans un memeplan. 

Soient, en effet A,B {fig. 553) deux points dw 
Premier cercle; A',B' les points correspondanls 
du second. Les quatre points A, B, A', B' sont 
sur un m^nie cercle, lequel, avec le premier cer¬ 
cle considere, determine une Sphäre (450). Celle-ci 
coincide avec son inverse, puisque la puissance 
OA. OA' du p6le, par rapport k eile, est egale a 
la puissance d’inversion (voir PL, 221); donc, pas¬ 
sant par le premier cercle, eile passe egalement par son inverse. 

677 bis. On apgelh proprietes anaÜagmatiques dune figure., celles 
qui restent les mßmes' lorsqu’on soumet cette figure ä une Inversion 
quelconque. Tels sont, d’apres ce qui precöde, 1 angle de deux cerdes 
söcants, d’un cercle et d’une Sphäre, de deux sphferes, etc. 

Remarque. — Dans l’etude des proprietds anallagmatiques, on doit 
convenir qu’il y a un point k l’infmi unique, puisque, dans une Inver¬ 
sion quelconque, un point et un seul — le pöle d’inversion — a son 
homologue rejetd a rinfini. Une droite est un cercle qui passe parle 
point ä rinfini; un plan est une Sphäre qui passe par le point a l’infini. 

Au contraire, dans la Geometrie projective (Chap. II), on considere 
qu’il existe une certaine droite (621) si on est en Geometrie plano, ou 
un certain plan (exercice 897), s’il s’agit de Geometrie dans Lespace, 
dont tous les points sont a l’infini. Une teile discordance ne doit nulle- 
ment surprendre, puisqu’il s’agit de pures conventions : on ne doit 
point s’dtonner que les conventions propres ä simplifier les enonces 
(Cf. 621, Note) et, en particulier, ä en formuler qui puissent dre 
communs ä. des elements ä distance finie et ä des elements ä 1 infini,. 
soient difierentes suivant les categories de proprietes etudiees. 

678. Section antiparallMe du cone oblique. 

Si Ton remarque que deux cerdes inverses Tun de 1 autre font partie 
d’un meme cone ayant pour sommet le pöle d’mversion (puisque cliaque 

rayon vecteur rencontrant l’un des deux rencontre l’autre), on est con- 

duit par ce qui precöde au theoröme suivant : 
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Thöorfeme. — Un cöne oblique ä base circulaire admet une Serie 
de secHons circulaires non paralleles ä cette base. 

L’inverse du cercle de Lase par rapport au sommet du cöne, la 
puissance d’iuversion etant guelconque, donnera une teile section. 

Les nouvelles sections ci,rculaires ainsi obtenues sont diles sectio^'is 
antiparalleles des premieres. Le plan de l’une d’entre elles est inverse 
de la spliere S qui passe par le sommet S du cöne et le cercle de base, 
donc parallele au plan tangent 11 mene ä 2 en S. 

Si le cöne est droit, les deux series se confondent, les sections 
antiparalleles etant en meme temps paralleles ä la base. Mais, si 
le cöne est oblique, il n’en est jamais ainsi : sans quoi le plan IT serait 
parallele au plan du cercle de base et S serait un pole de ce cercle, ce 
qui ne se peut que si le cöne est de revolution. 

Un plan de section anliparallele doit ötre perpendiculaire au plan P mene 
par le sommet du cöne et le centre de la base perpendiculairemant au jdan 

de celle-ci (P est, en effet, un plan de 
sjmetrie de la figure). Le plan P coupe 
d’ailleurs le cöne suivant deux göndra- 
ti'ices SA, SB (fig. 554) et la trace du pjlan 
de section cherche sur P devra ötre anii- 
parallek (PL '217), par rapport k Pangle 
ASB, de la trace du plan de base. 

Gorollaire. — I. Outre ie plan de sy- 
metrie P, le cöne en admet deux auires 
P', P", perpendiculaires au premier ei 
passant respectivement par les bissec- 
trices Sa?, Sy des deux angles que for- 
ment enire elles les generatrices SA, SB süuees dans le plan P, 

En effet, si AB est le diametre du cercle de base G situedansle plan P AB 
apour symetrique, par rapport ä P', um segment de droite A'ß'dont les 
extremites sont sur SB, SA respectivement et dont la direction est anti- 

parallele de AB par rapport ä l’angle ASB {PL 217). L’une des sections anti- 
parall&les du cöne n’est aiitre que le cercle de diametre A'B' tracö dans un 
plan perpendiculaire a P, c’est-ä-dire le symetrique de G par rapport ä PL 
11. II resulte de lä (420) que les droites Sa?, Sy et la perpendiculaire ä P 
menee par S sont des axes de transposition de la snrface puisque S en e.st 
Visiblement un centre de symetriOo 

679. Une section parallele et une section antiparallele appar-- 
tiennent ä une memesphere^ puisqu’elles sont inyerses.l’une dePautre. 
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Böciproquement, un cöne qui a pour base, iin cercle d'une sphere, 
coupe Gelte sphere suivant un second cercle, inverse du premier par 
rapport au sommet du cone. S 

Corollaire. — Un cöne ä base circulaire / \ 

ne peut admettre d'autres seciions circu- / \ 

laires que ses seciions paralleles et ses / \ 

,seciions anti paralleles. Si, en effet, il ' \ 

exisLe une section circulaire C non paral- \ 

leie k la base, on peut (en remplaeant au 
besoin le plan de G par un plan parallele) 555 

supposer que le plan de G etleplan de base se 

coupent suivant une droite secante au cöne (ßg. 555). Alors les 
deuxcerdes, se coupant en deux points, et apparteiiant, par suite, 
ä une möme sphere, seront inverses Tun de Tautre. c. q. f. d. 


680. Projection stereog-raphique. 

On sait (^) qu’on appelle projection steriographique ia perspectiv© 
■d’une sphere sur le plan d’un grand cercle, le- point de vue dtanl, 
placö en un des pöles du grand cercle. 

Or il resulte de ce qui precöde que le plan du 
tableau ainsi clioisi est inverse de la sphere 
par rapport au point de vue, la piiissance d’in- 
version etant convenablement choisie : les 
points inverses Tun de l’autre etant {ßg. 556) 
ceux qui sont en ligne droite avec le point de 
vue, la projection stereographique est un cas pie. 006 . 

particulier d’inversion. D’oü les deux proprietes fondamentales de 
ce mode de projection : 

La projection stereographique conserve les angtes; 

La projection stereographique d’un cercle de_la sphere est un cercle. 



681. Gherchons le centre du cercle c, projection d’un cercle G de 
la sphfere [ßg. 557). Nous observerons, ä ceteffet, que ce centre est 
le point de concours dea droites qui coupent c ä angle droit. Les, 
droites du plan du tableau sont les projections de cercles passant par le 
point de vue V, et si ces droites sont orthogonales ä c, c’est que les 
cercles correspondants sont ortbogonauxä G.Leursplanspasseront donc 
par le sommet I du cöne circonscrit suivant G, et eux-memes passeront 

(1) Tisserand et Andoyer, Lepons de Cosmographie, liv. II, ch. iv, page 68. 
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par le point de la sphere situe surla droite VL 
Le centre de c sera donc le point oü cette 
meme droite percera le plan du tableau. 

Cette meme construction donne les centres 
des sections antiparalleles du cöne oblique : 
car une teile section est evidemment la pro- 
jection stereographique du cercle de base, 
considere comme appartenant ä la sphöre que 
nous avons appelee S au n® 678. 

682. Quqnd deux spheres soni inverses Tune de l'autre, tonte sphere 
qui passe par deux po>nts nnfiJwmologues est sa propre inverse,' eile 
eoupe donc les deuxpremieres spheres sous le meme angle (PL, 227). 

laversement, tonte sphere S qui coupe deux spheres donnees S, S' 
SOUS le meme angle [en particulier tonte sphere tangenie äSet ä S') les 
coupe suwant deux cercles qui se correspondent dans lune des deux 
inverstons qui transforment S en S'. 


Fig. 557. 


Coupons, en effet, la figure par le plan qui contient les centres. 
des trois sphöres: nous aiirons trois grands cercles de section faisanfc 
entre eux les m4mes angles que les spheres elles-m4mes('). Le troi- 
sihme de ces grands cercles coincide donc avec son transforme dans. 
l’une des deux inversions qui cliangent (PL, 227, voir la figure 192) 
les deux premiers Lun dans l’autre, c’est-ä-dire dans l’une des deux 
inversions qui changent les spheres donnees l’une dans Lautre. 

^ Si la sphöre S est taagente a S et a S', les poinls de contact'sont 
inverses Tun de l’autre. Si II coupe S et S', les deux cercles d'inter- 
qection sont inverses Lun de l’autre. 

Si 1 Inversion en question a sa puissance positive et admet par 
consequent une Sphäre d’inversion, celle-ci coupera 2 ä angle droit. 

683. Nous pouvons deduire de la le theoreme suivant, reciproque 
de ceux qui ont ete demontres au n° 677 : 

Theorfeme. — Par deux cercles quelconques d'%ine meme sphere, on 
peut faire passer deux cönes {ou cylindres). ’ 

Menons, en effet, deux spheres coupantla premiöre ä angle droit et pas™ 
paiitrespectivement par les cercles donnes : ceux-ci seronthomologuesen- 


fl) Lg plan des trois centres est normal au trois sph&res : il coupe donc le difedro formrf nnn 
Jas Plans tangonts ^ deux d’eutre etles en uu point cUmun sui.aut iSe plan Äe 
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tre eux dans Tune comme dans l’autre (comparer PL, 227 bis) des deux 
inversions qui changent Tune dans l’autre les deux spheres ainsi tracees. 


Remarques. — Les sommets H, K des deux cönes sont dans le plan 
qui contient les axes des deux cercles, puisque ce plan est un plan de 

synietrie commun aux deux courbes. 

H ei K sont conjugues l'un de l'qu- 
ireparrapport ä lasphere. Ladroite 
HK est la reciproque 
de rinterseclion ^des 
plaris des deux cer- 
cles. G’est ce que Ton 
voit en coupantla sphere par un plan 
quelconque mene par HK : PL, 211 
montre (fig. 558) que le pole de HK 
par rapport au cercle de section est le 
poiut a ou ce plan coupe A. 



Fig. 558, 


684. Sphäre« tang^eutes. 

Les deux Solutions donnees en Geometrie plane, pour le problbme 
des cercles tangents, s’appliquent sans difficulte au probleme des 
spheres tangentes, dont l’dnonce est •. 

,Trouver une sphere tangente ä quatre spheres donnees. 

Premiere solution. — On commence par les problemes suivants ; 
Mener^par un cercle donnc, une sphere tangente a. une sphere donnee. 
On fait passer, par le cercle donne, une sphere quelconque coli- 
pant la premiere : par la droite commune aux plans du cercle de 
section el du cercle donne, on menera, ä la sphere primitive, 
un plan tangent dont le point de contact sera aussi celui de la 
sphere cherchee, en vertu du theoreme du n® 458. 

Mener, par un point^ une sp‘here tangente ä irois spheres donneesi^), 
A, B, C etant ces trois spheres, on determinera les transformes 
du point donne dans Tune des deux inversions qui transformeht 
A en B et dans Tune des deux inversions qui transforment A 
en C. Ces trois points determineront un cercle appartenant ä la 
sphere cherchee. 

On peut aussi prendre les inverses des trois sphbres donnees, 

(1) II est clair que le probleme de mener,par deux poinU. une spMre tangente ä deux sphires 
donnees, se traiterait d’uuo maniöro toute semblable. 
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avec le point donne pour pole d’inversioii (comparer PL, 230), Oa 
Gst rainene a tracer un plan tangent coniniiin ä trois splieres. 

On ramene lä recherche d’une spUre tangente ä cjualre spheres 
donnees au probleme precedent, en introduisant (PL, 231) la sphere 
concentrique ä celle qu’on cherclie et passant par le centre d’une 
des splieres donnees. 

Beuxieme solution (solution de Gergonne). -- Nous prendrons 
cette solution sous la forme que nous avons donnee dans la note G 
(n“ 309-312) de la Geometrie plane, forme donnee par Poncelet et 
retrouvee depuis par M. Fouclie. 

Nous considererons les splieres S qui coupent les quatre splieres 
donnees A,B,C,D sous des angles egaux. Gliacune de ces splieres 
est sa propre transformee dans une des inversions qui cliangenL A 
en B, dans une des inversions qui cliangeiit A. en G et dans une 
des inversions qui cliangent A en D. II en resulte (voir PL, 309) 
que les spliöres S forment liuit series, les splieres d’une meme Serie 
avant, pour plan radical commun, un des liuit plans d’homotlietie 
(462) des splieres donnäes. On construira donc une sphere S de 
la Serie consideree (eile sera determinee par un point quelconque 
de A et ses trois antihomologues), et Ton sera ramene au problöme 
suivant: 

Trouver wie sphere axjantp avec une sphere donnee 2, un plan 
radical donne et tangente ä une sphere donnee A, probleme qui n’est 
pas distinct de celui que nous avons traite au n° 311, comme on le 
voit en coupant la figure par un plan passant par les centres des 
spberes donnees et perpendiculaire au plan radical. 

D’apres la solution indiquee au n“ 311, on voit qu’on devra deter- 
miner le plan radical dhine sphere 2 et de la sphere A, lequel 
coupera le plan d’homothetie suivant une droite aß (independante 
du choix de la sphere 2 parmi les spberes de la Serie) : le point 
de contact a d’une sphere cherchee avec A sera le point de contact 
d’un plan tangent mene ä A par la droite aß. 

II pourra y avoir sehe Solutions, ä savoir deux pour chaque serie 
de spheres 2. 

Si la sphere qui est orthogonale aux quatre spheres donnees ne 
■se reduit pas ä un plan, on peut la prendre pour la sphöre 2. Le 
centre de cette derniere, qui est le centre radical I des splieres 
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donnees, sera alors le sommet du cone circoiiscrit ä A, le loiig du 
cerc'ie suivant lequel eile coupera cette derniere, de Sorte que la 
droite qui joint les deux poiuts de contact cherclies a,a', reciproque 
de aß, devra passer par le point I. On peut d’ailleiirs voir directe- 
ment (*) (voir PL, 232) que la corde aa' doit passer par le point I, 
les spheres cherchees etant deux ä deux inverses par rapport ä ce 
point. La construction est donc la suivante, tout ä fait analogue ä 
celle qui a ete donnee au n° 232. 

On detemiine le cenlre radical I et un plan ddioniotkelie des spheres 
donnees. On Joini le centre radical aux pöles du plan d'homolheiie 
par rapport aux quatre spheres. Les droües ainsi obienues coupent 
respectivement les^ spheres correspondantes aux qooints de contact 
cherclies. 

684 Ms. Revenons au cas oü la sphere S est une sphere queloonque de 
la sörie. On pourra encore la considerer coinme determinee par la conslruc- 
tion suivaute, due ef^alementä Poncelet. a etant un point queloonque dela 
sphöre A (par lequel on veut faire passer S), on determinera le transforme 
6 de a dans Finversion qui change A en B, le trausfonne c de ö dans l’in- 
version qui change B en G, et le transforme a' de c dans Finversion qui 
change G en A : Tous ces poiuts font, cornine le premiör, partie de la 
sphere S. 11 en est de naöme du point a" obtenu d’une nianiere analogue, 
mais en substituant la sphere D la sphere G. Le cercle aa'n" sera donc ( 2 ) 
le'cercle d’iutersection de E avec A, et le plan aa'a" determinera, par 
son intersection avec le plan d’homolhetie, la droite aß. 

685. Theoreme. — Lorsqu'une sphere varie en etant tangente ä trois 
spheres fixes, le Heu du point de contact sur chacune de celles-ci se 
compose de cercles. 

En effet, dans la construction precedente, si Fon ne se donne 
pas la quatrieme sphere D, les spheres S d’ime Serie determinee 
auront toujours un axe radical commun, ä savoir Fun des axes de 
similitude des spheres A,B,C (puisque chacun des centres de simi- 
litude situes sur cet axe aura meme puissance par rapport ä toutes 
les spheres S). Donc le plan radical de chaque sphere S et de A 

(1) Cette derniöre partie du raisonnement est d’aillears ndcessaire, le raisonnement fondö 
sur la iäpliöre orthogonale aux quatre sphöres donnees touibant en döfaut lorsque cette 
sphöre n’existe pas, c’est-ä-dire lorsque I est interieur aux sphöres donndes. 

(2) En gdneral, les point a, a'’ seront distincts les uns des autres ; si, en effet, on coupe 
les sphferes A, B, G, par le plan P qui contientleur axe de similitude et le point a, les points 
a, b, c, a' sont tous, dans ce plan, antihomologues les uns des autres par rapport aux trois 
cercles de section : d6s lors les angies ögaux que fait le cercle ab c a' avec le cercle de 
seetion de la sphere A par le plan P, en a et a'; sont de sens contraires (comme resultant l'un 
de l'autre par trois inversions), ce qui prouve bien que a et a' sont distincts en gdneral.: 
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■coupera cet axe de similitude en un point fixe et, par conseguent. 
le point de contact a decrira sur A le cercle de contact du cdne 
oirconscrit ayant pour sommet ce point. 


686. Applications de l'inversion ä la geometrie spherique. 

Puisqu’une sphere peut elre transform^e par inversion (projectioii 
stereographique) en un plan, nousponvons appliquer aux figures sphe- 
rigues les proprietes des figures planes qui ne cliangent pas par l’inver- 
sion. 

Nous savons, par exeraple, que dans le plan, tont cercle qui coupe ä mijk 
droit deux cercles donnös coupe egalement ä angle droit wie infinite d’aulrcs 
cercles fixes, ä savoir, tous ceux qui ont avec les premiers meme axe 
radical. 


Donc cette pvoprUte a egalement Heu sur la spMre. 

Si les deux cercles donnes sont secanls, les cercles du mime faisceau — 
c’est-ä-dire qui ont, conformdinent ä la pro- 



priete precedente, tous leurs cercles orlhogoriaux 
communs avec les premiers — passent par 
leurs points d’intersection. Si les cercles donnes 
sont tangents, les cercles du raöme faisceau sont 
tangents aux premiers, Dans ces deux cas, par 
consöquent, les plans des cercles d'un mime fais¬ 
ceau passent tous par une mime droite. 

11 est aise de voii'qu’il en est de möme dans 
tous les cas. Quelle que soit, en effet, la position 
des cercles primitifs, soit D la droite d’intersec¬ 
tion de leurs plans {fig. 5^9). Tout cercle C ortho¬ 
gonal aux deux premiers sera la courbe de 
contact d’un cone circonscril ayant son sommet 
sur D (477 bis), et, inversemeul, le cercle de 


contact de tout cöne circonscrit ayant son sommet sur D est orthogonal 
aux cercles donnes; mais il est, de plus, orthogonal ä tout cercle dont le 
plan passe par D, comme noüs voulions le demonlrer. 


Nous voyons, en mdme temps, que les cercles orthogonaux aux cercles du 
faisceau ont leurs plans concourant suivant une rnfime droite D^, a savoir, 
la reciproque de D. En un mot, les plans qui passent par deux dfoites rici- 
proques diterminent sur la sphere deux faisceaux orthogonaux. 

Deux droites reciproques dtant. Tune exterieure, l’autre secante ä la 
Sphäre, deux faisceaux orthogonaux sont composis, Tun de cercles qui ont 
deux points communs, Fautre de cercles sans points communs, sauf dans le cas 
liinite oü chacun des deux faisceaux est composd de cercles tangents enlre 
eux. Dans le faisceau composi de cercles sans points communs, il y deux cercles 
reduits ä des points, ä savoir les points de contact des plans tangents 
menes par celle des deux droites reciproques qui est extdrieure a k 
sphdre. 
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Pürmi les cevcles d'un faisceau, il y a toujours un grand cercle^ et en 
general-im souI, a, savoir, lo grand cercle dont le plan passe par la droite 
D,coimnune au plan dos cercles du faisceau {fig. 559). Ce grand cercle est 
le Heu des pöles des cercles du faisceau orthogonal (477). 

Oll liii doune le nom de grand cercle radical des cercles donnes. 

6S7. Les grands cercles radicauoo de irois cercles pris deux ä deux ont 
un diametre commun^ passant par le point commun ä leurs plans. 

Si CO dernier point est exteriour ä la splicre, les extrdrnites du diametre 
commun aux trois grands cercles radicaux sont les pöles d’un cercle ortho¬ 
gonal aux trois donnes. 


688. Thöorfeme. — Le rapport anharmonique de quatre poinLs sur un 
cercle est conserve dans l'inversion. 


Car si Ton joint les quatre points consideres A,B,G,D ä un memo point P 
du cercle dont ils font partie et, de meme, leurs inverses ä 

Finvorse P' de P, les rayons homologuos des deux faisceaux ainsi obtonus, 
— I*A et P'A', PB et P'B', etc. — etant cordes antihomologucs d’une 
spliere S monee par le premier cercle et de son inverse S', so coupent cha- 
cun h cliacun, et cela (676) 


on quatre jioints d’imo nißme 
ligno droite('), Fintersection 
du idan d’un des cercles(®) 
avoc lo iilan radical de S et 
de S'. 

Getto dönionstration est 
valablo mönio si les deux 
cercles sont dans un memo 
plan, tant qu’aucun d’ouxno 
so riiduit ä uno ligno droite ; 
eile subsisto, en vortu de 
PI. 224. Rem., dans le cas 



oü ces deux cercles se con- 


fondent. Si Fun des cercles, Pi®- seo. 

ABCDjsereduit aunedroite, 

Fautro passant par le pöle d’inversion 0, la conclusion devient evidente, 
les deux rapports anharmoniques qu’il s’agit de comparer etant tous deux 
(ßg. 560) reprdsentds par celui du faisceau O.ABGD. 

Si cnfin tous nos points etaient on ligne droite avec 0, olle resulterait 
de ce quo OA. OA = h definit entre A et A' une homographie. 

Go thdoreme permet de transporter ä la sphere certains theorömes 
önonccs i) 0 ur le plan. 


_ ') On pourrait encore remarquor que les doux faiscoaux P. ABCD, P'. A'B'C'D' sont en perspec¬ 
tive : inais ceci ne fournit plus la ddtnonstration si les doux cercles sont dans un mßmeplan. 

(*) L’uno an moins de cos intersections est övidemmont toujours dütermineosi les deux cercles ne 
sont pns dans un niurao plan.: eile co’incide alors avoc l'intersection de leurs plans. Dans lo cas 
contraire, la droite dont il s’agU est Taxe radical des deux cercles, d’apres PI., 224. 

GKOMEtßlE. II. S6 
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Par exemple,sideuöffcercte sontorthogonauxcnire eux, tout cercleorihf • 
ßonal ä l’un d'eux esl divise par eux harmoniquement. Si, en effet, nou- 
■faisons une Inversion en prenant le pole sur ce troisierne cercle, noiv- 
sommes ramenes au theorem-e eonnu de Geometrie plane : lorsque 
cercles sont orthogonaux, tout diametre de Vun 'd'eux esi dm&6 par eux 
haTinoniquement. . 

De mönie, lorsqii'un ccrde fixe est coupe par iin cerde variable qui passe 
par deux points fixes, le conjugui harmonique de l'un des points fixes, par' 
rapport ä l'avc intercepU, deerit un cerde passant par l'autre point fixe, aiusl 
qu’il resulte de la defliiition de la polaire (PL, 204), moyennant une 
Inversion par rapport a Tun des points fixes, etc. 


689. Inversion sur la sphere. 

Nous appelierons, de meme, figures spMriques inverses, deux flgures 
doiit les projections stereographiques sont deux figures planes inverses 
l’une de l’autre. 

Cette defliiition semble dependre du choix du centre de la projection 
sfdreographique. Mais le theorörae du ii“ 671 moivtre qu’ii n’en estrieii; 
car iJ pennet d’dnoncer la ddflnitioii des figures sphdriques inverses 
SOUS la forme suivante : 

Deux figures spMriques inverses sont deux figures qui se Gorrespondent 
point par point, de maniire que deux points quekonques et leurs homologues 
soient sur un möme cerde. 

II est bien clair, effectivement, que, si deux figures spheriques preseu- 
tent cette relation, leurs projections stereographiques la prdsenteroiit 
egaloraent et seront, par consdquent, inverses l’une de l’autre; et rdcipro- 
quement. 

Cette forme de la definition niontre, de plus, que deux figures inverses 
l'une de l'aidre sur la sphere sont aussi inverses [ou symdriques) l'une de 
l'autre dans l’espace. En reprenant, en elFet, le raisonnement du n“ 671, 


on constatera qu’it s’applique dans le 
cas actuel. Par consequeut, on wit 
que deux points inverses, sur la sphere, 
sont deux points en ligne droite avee un 
point fixe de Vespace [fig. 561). 

II existera des points coincidaut 
ayec leurs homologues, et dont le lieu 
.geomelrique sera le cercle dUnversion 
ißg. 561), si le point fixe eii question 
est extdrieur ä k sphere, le' cercle 
, , . . . • . d Inversion etant alors le cercle de 

coiitact du cone circonscrit ayant pour sommet ce point :■ car deux points 
inverses seront confondus si la droits qui les joint est tangenls ä Ja sphdre 
f Settlement. Dans ce cas, Mut xerck pasmtl par deux point^ 
t leises Inn de J auire coupera orfhogonakmmt le cerde d'inversmi.. 
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Remarque. — Le grand cerclß qui joint deux points inverses l’un de 
Tautre passe par deux points fixes. 

690. Considerons, comme application, deux cercles quelconques 
de la sphere : ces cercles auront pour projections stereograpluques 
deux cercles du plan, inverses l’un de l’autre de deux facons differentes. 

Donc deux cercles quelconques, de la sphSre peuvent itre regardös, de deux 
facons differentes, comme inverses [ou symetriques) Vun de l'aulre. 

Le raisonnement precedentest independant des theoremes des n™ 682- 
683 : il fournit donc une nouvelle demonslration du tlieoreme du n“ 683 : 
par deux cercles quelconcques d'une spMre, on peut faire passer deux 
cdnes> 

ün en deduit d’ailleurs aisement le theoräme du n° 682 : car si une 
Sphäre S coupe deux spheres S, S' sous des angles ögaux, suivanL deux 
cercles C, C/, il existera deux inversions transformant G en C'; dans cha- 
cune d'elles, S sera transforinee en une Sphäre S'i passant B' et coupanl S 
SOUS le mäme angle que S; c’esl-ä-dire au sens pres, sous le ineme angle 
que S'; et, sous Tune des deux, les angles egaux que font S' et Sq avec S 
.seront de mäme sens(i), de sorte que Sq coi'ncidera avec S'. 

691 . Toute circonference qui coupe deux cercles donnis d'une mime sphire 
sous des angles igaux' se correspond ä elle-mime dans l'une des deux inver- 
sions qui changent ces cercles l'un dans l'aulre; et riciproquement. 

Le plan de cetle circonfirence passe par l'un ou l'aulre des sommels d.HS eines 
qui contiennent les deux cercles donnis. 

Ce Lhäoräinc est une consequence iramediale du theoreine correspou- 
dant de geometrie plane et se däraontre, d’ailleurs, de la menie facon. 

Les cercles qui coupent trois cercles donnös A, B, C d'une sphire sous des 
angles egaux forment qucitre faisceaux ; leurs plans passent par l'une ou 
l'aulre de qucitre droites fixes, ä savoir celles qu’on oblient en joignant 
le sommet de Tun des cones qui passent par A et B au sornmet de Tun des 
cones qui passent par A, C. 

Ges droites doivent d’ailleurs passer, en vertu du mäme raisonnement, 
par les sommets des deux cönes qui passent par B et C, de sorte que les 
sommels de ces six cones sont les sommets d'un quadrüatere complet. 

La Solution du probleme des cercles iangents sur la sphere est une conse¬ 
quence immediate de ce que nous venons de dire : un cercle tangent ä A, 
ä B et ä G appartiendra necessairement ä Tun des faisceaux dont nous 
venons de parier; de sorte qu’on est ramene ä Irouver, dans unfaisceau 
donni, un cercle tangent ä un cercle donni. Le point de contact du cercle 
cherche avecApourra ätre considäre (comparer PL, 311) comme döterminä 
par le cercle orthogonal ä la fois aux cercles du faisceau et a A. 

(1) On reconnaitra co fait en coupant par un plan quelconque passant par les deux pöles 
d’inversion. La flgure de section ne sera autre que la flgure du n" 227 (flg. 192) et nous avons 
■vu en cet endroit que, parini les deux inversions, il y en a une■ pour laquelle les cercleB, 
ßectioüs de et de Sfi, colucident. 
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923. Le rapport des distances de deux points au centre d’nne snherp pcsf po-iv 
^ apport des distances de chacim de ces points au plan polaire de l’Ltre. ^ 

924. Le lieu des centres des spheres qui sont coupees par les faces d’un 

ce..c,esortho,ona,x 4 .eax esf.a 

r:r;' -- 

toijjours les mömes quel que soit le somniet choisi comme Jole d’inversion 
Montrer que la forme de.ce triangle ne change pas, si l’on remplace les auatre 
sommets par leurs transfojmds respectifs dans une m6me inversion^uelcmiqu^ 

_ 927. Lieu des droites issues d’un point donnd et sur lesquelles deux plans donn^. 
interceptent (a partir de ce point) deux segments dont le produit est instant. ^ 

928. Le lieu des droites passant par un point donnd et telles que le nroduif dp, 

et 

pÄ r iSrr ^ m.ne 

rer PI., ^ ^ S et ä S' (compa- 

Meme probleme lorsque, au lieu de deuxspheres donndes, ily en a trois, S, S', S", 

'dös. loutes les spheres qui ."coupent deux spheres donnpp, q 
constants a, a' coupent sous un ande constani " f < i • ^ angles 

prcmieres mdme plan radical. Montrer miP i’ u ®9liere S" ayant avec les. 
delertnine par la condition uue la snhp ^i ® ^ considerd comme 

l'angle .. sph“e do“ Äs “"P“‘ ® ““ 

sphdre dont tous les plans tangents^counenfs^lr i 

siinilitude commun, ^ 1 angle a aient un centre de 

Enonce analogue iorsqu’on donne trois spheres au lieu de deux. 

de Iong;eur donnle ’ ^Pi^öres donnees, des tangentes communes 

“246724^^^^^^^^^^^ P'»bta^.nalog^^^ aux exarcice. 237. 
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935 bis. Exercice analogue ä 401, les trois ccrcles donnes etaut remplaces par 
quatrc spheres. 

936. Deux figiires transformees l’une de l’aulre par une inversion S sont souniisos 
h une inenic inversion T. Montrer que les nouvellcs figures ainsi oblenues sonl aussi 
inverses riinc de l’aulre (utiliser 671). Trouver le nouveau pole d’inversion dans le 
cas oü la puissance de l’inversiou S esl positive (comparer PI., ex. 250). 

937. On soumet une figure quelconque F a deux inversions successives (comparer 
PI., ex. 251); on obtient ainsi une figure I’". Montrer : 

1" Ou’il existe, soit une inversion transforiaant F et F" en deux figures boniolhö- 
tiques, seit une inversion transformant F et F" en deux figures egales; 

2“ Qu’il existe une infinite de systcmes de deux inversions transformant, conime 
les deux promiöres, F en F" : on particulicr, on peut supposer que l’une des dem 
inversions sereduit h une symetric, ü moins que F et F" no soient serablables. 

Si les si)hercs d’inversion donnees sont sdcantes, l’operalion qui transformc F en F" 
peut s’appeler umrotaiion circulaire,ä.iüouv du cercle d’intersection. 

938. On soumet une figure F k un noinbre quelconque d'inversions successives. 
Montrer tju’on obtient une figure egale a l’une des inverses de F ou ä la symetrique 
de cette inverse cl qu’on peut deduire de F par une inversion suivie de une, deux, 
trois ou quatre syrnetrics (möme cas d'exceplion que pour l’exercico precedcnt). 

939. Reaoudre, pour deux sphörcs, la queslion posee k l’exercice 396 (Pb, p. 303). 

940. Soient S', M' les inverses d’unc sphfero S et d’un point M par rapport ä un 
pole d’iuversion 0 et ii une puissance p.; p, la puissance du point M par rapport u la 
splioro S; p', la puissance du point M' par rapport ii la sphöro S', on a 

pL—J!L- 

p ~ P.OM» 

P etant la puissance du point 0 par rapport k S. 

(Si la droite 0 M M' coupe les deux splu'jres, on comptera les puissances suivant 
cette droite. Sinon, appliquer l’exercico precedcnt ä la sphero S et ä une spbero trös 
petite ayant M comino cenlre.) 

On appelle puissance rdduite du point M par rapport ä la sphöre S le quoticnl de 
la puissance p par le diamötre 2 R de la sphöre. Montrer que la puissance reduite de 
M' par rapport in S' cst ä la puissance reduite de M par rapport k S dans un rapport 
qui ne ddpend pas des spheres, mais seulemontdel’inversion donnee (c’e.st-ä~dire du 
point 0 et de.la puissance p) ainsi que de la position du point M. 

Que devient la puissance reduite d’un point par rapport ä une sphöre, lorsque la 
sphfere est remplacde par un plan P? (On cherchera la limite de la puissance reduite 
lorsqu'on fait croitre indeflniment le rayon de la sphdre sans quelle cesse d ötre 
tangente au.plan,P en un point determine.) 

941. Quelles sont les inversions telles que la rdgion interieure ä une sphdre deler- 
minde S se iransforme en la rdgioii intdrieurc ä la sphdre S', transformee de S? 

942. II existe une infinite de cercles qui coupent k angle droit une sphdre donnde 
et qui coupent un cercle donne en deux points et d. angle droit. Le rapport anhar- 
raonique des quatre points d’intersection est le mdmo sur chacunde ces cercles. 

943. Un cercle et une sphdre quelconques peuvent dtre transformds, soit en une 
droite ct en un plan, soit ,en un cercle et en un plan paralldle au plan du cercle. 
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944. Efant dorniges deiix figures dont chacune se compose d’une sphere et d’un 
cercle, lä condition necessaice et siiffisarite poiir que Ton puisse transformer, par 
Inversion, l’une de ces figures en une autre egale a la seconde est, si la sphere et le 
cercle se coupent, que leur angle soit le meme de part et d’autre. Dans tous les cas, 
la condition est que le rapport anharmonique dont il est question ä. l’exercice 942 
soit le meme dansles deux figures. 

945. Lieu des pölesdes inversions qui transforment deux outrois spheres donnees 
en spheres egales. 

946. Lieu des poles des inversions qui transforment deux cercles donnds d’une 
meme sphere en cercles egaux. 

947. Un cercle etant donne sur une sphere, trouver le lieu des poles des inversions 
tellesque la transformee de la sphere donnde aitpour grand cercle le transforme du 
cercle donne; ou, plus generalement, telles que le cöne de revolution ayant pour 
base le cercle transformd et pour sommet le centre de la sphere transformee ait 
une ouverture donnde. 

Lieu des sommets des cönesayant pour base un cercle donne d’une sphere et qui 
coupent cetle sphere suivant un second cercle de grandeur donnde. 

948. Lieu des poles des inversions quichangent deux points d’une sphere endeux 
points diametralement opposes dela sphere transformee. 

949. Lieu des pölos des inversions telles qu'un cercle et un point donnes sur 
une sphere aiont pour homologues respectifs un cercle et Tun de ses pöles sur la 
sphere transformde. 

950. Deux cercles situds sur une möme sphere etant donnes, quel est le lieu des 
pöles des inversions tellesque les transformds de ces deux cercles aient leurs plans 
paralleles entre eux? 

951. Quand Tun des cönes qui passent par deux cercles donnes de la sphere 
devient-il un cylindre? Quand les deux cönes deviennent-ils des cylindres ? 

952. On transforme une figure spherique par deux inversions (spheriques) suc- 
cessives. Trouver une projection sterdographlque teile que la figure primitive et 
la figure transformde se projettent suivant deux figures homothdtiques ou suivant 
deux figures egales. 

953. Deux figures spheriques inverses etant donnees, quel est le lieu du point de 
vue d une projection stereographique teile que ces deux figures se projettent suivant 
deux figures planes symetriques par rapport ä une droite? 

^ 954. Une sphere etant projetde stereographiquement sur un plan, quel est, daus 
I’espace, le lieu des pöles d’inversion tels que deux figures sphdriques inverses par 
rapport 4 ces points donnent en projection deux figures planes symetriques par 
rapport a une droite? 

955. Dans les mdmes conditions, quel est le lieu des pöles d’inversion tels que.ies 
deux figures spheriques inverses par rapport a ces points donnent en projection 
deux figures planes inverses par rapport ä un pöle donnd (la puissance etant 
variable]? 

956. Transformer par inversiön le thdoreme suivant: toutes les langenles menies 

(t un point ä une sphere font, avec le diametre qui passe au point considdre des 
angles e'fjduxP ' ■ . ■ ' 
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957. Dömontrer et transformer par inversion le ihöoreme suivaat : une ian- 
genle commune qmlconque ä deux spheres est divisee en deux parties ögales par le 
plan radical. 

958. On considere toutes les spheres tangentes (avec contacts de meine espece) 
iii deu.\' spheres söcantes dünnees; par les points de contact de chacunes d’elles et par 
im point fixe A du cercle d’intersection, ou fait passer ime circonterence. Montrer 
que toutes ces circonferences sont tangentes entre eiles. 

959. Trois spheres se coupent deux a deux suivant trois cercles C, C', C". Montrer 
qu'il existe une infinite de spheres S tangentes a C, C', G" et que ces spheres sont 
tangentes a trois spheres fixes. 

Si, par les trois points de contact de chaque sphere S avec G, G', CI' et un point 
cominun ä. ces trois cercleSj on fait passer une sphere, toutes ces spheres sont 
tangentes entre eiles. 

960. Transformer par inversion les exercices 488-495. 

Donner aux enonces deduits des exercices 489-492 une, forme teile qu’ils coii- 
servent un sens et restent exaets- lorsque les spfieres en lesquelles sont transformees 
le,s faces du triedre sont remplac6es par des spheres secanles deux a deuxq mais 
n’ayantpas de point qui leur soit commun ä toutes trois; et aux enoncds döduits des 
exercices 488, 493, 494 une forme teile qu’ils conservent un sens et i’estent exacls, 
mtime lorsque les sphdres en question sont remplacöes par des spheres non sdcantes 
deux ä deux. 

Ddduire l’dnoncd correspondant ä. l’exercice 488 de Texercice 945. 

Transformer"egalement Texercice 496. 

961. Une figure sphdrique F est projetde stdreographiquement sur deux plans dia- 
indtraux dilTdrents, Montrer que si Ton rabat la premiere des deux projections 1*' 
sur le plan de rautre F", en la faisant tourner autoiir du diamctre commun ä ces 
deux plans (dans un sens convenable), la nouvel-le'position de F' est inverse de F'G 
Quel est le pöle d’inversion? 

962. Deux petits cercles dtant donnds sur une sphfere, le grand cercle qui joint 
deux points quelconques du premier et le grand cercle qui joint les points respec- 
tiveraent antihomologues du deuxidmese coupent sur le grand cercle radical. 

963. Etendre ä la geomdtrie sphd’rique les exercices- 260, 261, 262. 

Montrer que le lieu (688) des conjiiguds harmoniques du point B par rapport aux- 
arcs interceptds par nn cercle donnd sur les cercles qui passent par les points A et 
B n’est autre que le .cercle APQ analogue ä celul dont iV est question Texercice 262;' 
et que, de m.dme-, le-Heu-des conjugues harmoniques du point A par i’apport aux 
mdmesarcs est le cercle analogue BPQ. 

Montrer que ces cercles se coupent sous un angle egal a celul que fent entre eux 
les cercles laugents au cercle donne, menes'par l’es points A et B. . ■ 

Dans le-cas ou A eoincide avec B) le cercle APQ' eoupe le premier d angle droit. 

, 964. Transformer, par projection stereographique, le thdoreme du n" 211, En 
conclure une construction des cercles tangents d un cercle donnd de la spliere et 
menes par deux points donnes. ■ , , ^ 

965. Transformer de meme (comparer 688); les theordmes suivants ; 

Deux paralleles inlercepleiit sur deux secantes issues d’un meine point des seg- 
iiicnis prqpörüonnels. Deux paralleles sontdiyisees par des secantes issues d’un meme. 
point CU Segments proportipnnels. . 
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96.5 bis. Deux points A et B et un cercle etant donn^s sur une nißme sphere ou dans 
un memc plan, mener par A etB un deuxieme cercle surlequel lepremier inlerceple 
un rapport anharmonique donne; — ou encore, sur lequel le premier intercepte un 
rapport anharmonique maximum ou minimum. 

966. Si par deux points fixes A, B d’utie sphere on fait passer un cercle variable 

AP.AQ 

qui coupe un cercle fixe C en deux points P, Q, le quotient — est coiistant, 

Le point A etant donnd, ainsi que le cercle C, quel est, le lieu du point B pour que 
ce quotient ait une valeur donmie ? 

966 bis. Transformer par Inversion (dans l’espace) le theoreme suivant : pq 

. . pq 

etant une corde d’un cercle, 9 l’angle qu’elle fait avec le cercle, la quantite est 
la meme pour toutes les cordes. 

(Le rdsultat obtenu comprend l’exercice precedent comme cas particulier.) 

967. (Reciproqne d’un des enoncds du n“ 688 ) : Si un cercle C d’une s|)here est 
divise harmoniquement par deuxautres A, B, il passe, par les points d’intersection 
de A et de C, un cercle orthogonal ä B et ä C. 

968. Si six points A, B, G, a, b, c d’une sphere sont tels que les cercles kbc, Bca, 
Cab passent par un möme point, les cercles «BC, 6CA, cAB sont aussi coucourants 
(se ramene k l’exercice 344 de la Geometrie plane). 

969. Le rapport anharmonique interceptd par deux cercles sdcants entre eux sur 
un troisieme cercle qui les coupe tous deux 4 angle droit est inddpendant de la 
Position de ce troisieme et aussi de la Position des deux premiers, pourvu que leur 
angle reste constant(comparer PL, ex. 396). 

(Si V est rangle des deux premiers cercles, le rapport anharmonique en question 

V\ . 

est — lang®- j • Etendre ä deux sphdres ou ä une sphdre et ä un cercle. 

970. Que donne, par projection stereographique, l’ex. 65 de la Gdomdtrie plane? 
970 bis. On donne sur une sphere, trois cercles qui se coupent deux ä deux en A, 

A'; B, H'; C, GL Montrer, a l’aide de l’exercice precedent, que si, par B'et CVon 
fait passer un cercle quelconque F coupant AG A'C' en et AB A'B'enr^, les cercles. 
A'B'qi et A'CVi coupent BGB'G' endeux nouveaux points ^ 9 ', p" tels que les cercles 
A'^if'i, A'p'p" aient en A' une mkme tangente fixe quel que soit T. 

Mener par A', C'; G', A'; A', B' respectivemeut trois cercles B'G'(?r, C'A'rp, k'B'pq 
tels que le point p commun aux deux derniers soit sur le cercle BGB'G', le point q 
(commun aux deux extremes) sur GAG'A'j le point r (commun aux"deux premiers) sur 

ABA'B' (revient a trouver r de Sorte que jo'co'incide avec p"). 

Le cercle B'C, rq fait des angles egaux avec les cercles B'G' BG, B'G'A. 

Les cercles AA'p, BB’g, CC'r concourent aux deux memes points. 

(On pourra, par exemple, projeter stereographiquement avec A'pour point de vue). 
971» Resoudre, sur la sphere, les exercices 266, 402, 403 de la Geometrie plane. 

972. Lorsque le problerae pose h l’ex. 688 est indetermind, les diverses positions 
du cercle cherche sont sur une mdme sphere. Lieu des sommets des c6nes circonscrit? 
a cette sphere suivant ces cercles. 

Mömes questions pour l’exercice 688 bis. 

973. On donne dans un plan P, un cercle c et on suppose la sphöre qui a c poui 
grand cercle projetee stereographiquement sur le planP (le point de vue dtant I’une 
quelconque des extremiles du diametre perpendiculaire ä P). Cela pose, k quelle 
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im corcle trucö tians P (ist-il la projection (l’uu granil cero!f> df* la sphi-i’c ? 
i! cotuiilion cleux poirits sont-ilsles projectioiis «Ic deux; ptäiiirt ilianiciral)* • 

CtKt'is 

laiw (Inniiaos (Uant, los mi^mos Cjue pour l’exon'ioo pr^'ooiioiil, riMlisi'!, 
liiin störfogi’aphiipiii {’), los coiistnictions suivaiitos : 

! pass(!r uri ^raiid coro.lff jiar deux points donnd's ; 
v(a' l:i distiincß splK'n'upie do donx points <loiindH ; 

in« 1(1 oorolü qui a vui poiiit (loiinö coimtio, p(^lo nt ((ih pif-s»« pur uii um ro 
tu«; «11 ipii a un pök ori ua poiiit donm'i et son rayoo !iph»'Ti(im‘ ('«pul a 
(tiiiö du (!(>r(;l(5 e ; 

ire le graiid oerelo lieu des p(^ints df-alomont disluuts di* doux poiiil« 

er ('‘Kaloiuont, («n projection stenkigrapliique, Dm divernfis <uin!.tnic(ioriS 
i rex(‘n:ice KY-i. 

t ditjiiK«, suriiiie sph(‘«rn stdide, un pnint V etuii {("int A du itraiid (•'•rolo (, 

!’ pölt« V ; siir un [dan e, un f.i‘n'.lt' de m(’'mo ray«n ‘i«** !■> ^qdi'-n*««! uii poiul n 
rcle, et Oll considt''rü une figure plano ('(gale. a la piuijection eP'Tengrapliiipie 
(«re falte aveo V eiunrno t'Oiat de vno, le oorol« c? fiu'refipondiint au grand 
|(‘ puint (I au poiiit A et un sons doniut sur c an H<ui« diretd wir le cende E 
oitd, V}. Plaeer sur la s[diin'o (i'i raido de (.‘(,instrin'.iiuns planes et sphe- 
! poiiit iM ({ui correspund i'iun point in du [dan, et inversetnenl. 

roiiver elleetiveniont {pur des ooiistrnelion« [dunes et rpheritpiesi le« 
(‘niioiirt ([ui translVinnent riin daiis Tautre deux eendes douii'’*:= d'une 
'Udo. t)ii delerniiuera deux couides de p(duls i)i(mid"gues dt« rliaque in 
insi que !es ei‘roles d’iiiversion s’ils existent et ies [(oiiils uii reUe qdiere 
K par la ilt’oite qui jidnt les soinrnets dos deux eAnes ipi’uii peut uiener 
eiix rereles. Ilealisor dgalouiotil ootto dorniero eiKiHtruetitui eu [u«>!eeii<>n 
qdiiqu«. 

still dotint'is trois cereles sur uno siihiiro, ooiistruire e/fnriivvmt'nt (ä l’aele 
■ueiiuns sphdrlques et do coiiBtructioiis planes) In cerele d«>id ü O'.t (pi(*:4iou 
iee 705. 

«aiiserla mörne oonstrnction cn projection stiiriHigniphiipie. 

'woudre, sur la splutre, rexorcico 112 (PI., Uv. II) (lie.u du jioinl de conlael 
•ereles tpii varient on restant tangonts ontre eux et restant tangenis olia 
ciu'cle fixe on un [loint (l.xo). 

eux splitires langontos ohacitne i’i un plan Ux« un mi point lixe, sunt 
fiient tangoutos entro ellos. Lieu du point do contaul (so rauM’*no u« jirik*i'~ 
adiit «lant sur imo splnU’o üxo). 

f. Uno sphiiro variable, tangento A uno droUe Üxo mi u« point lixe, imielie 
uiu! sidu’ire donnde. Lieu du point de conlaot. 

'tijmmtr, cn prujitctiun siMnaraphiqne, un ffrimd cnrtdc. pur jmntj dmn^tt 
litanl äintJifks Ics pirojactions sldnior/i'apldqucs de. dtntx pniid.t rt Ir rrrrlr Kitud 
m du (afdenu, eorudmim laproßciion ntMopraphiqm dtt tfrsrnd rrrric ipii pmrtr pttr 
Ol »1« iiiömo pour loH tiuoslioiis suivantoH. Touk ce» praWöHttss doivout ülr« 
Tcctiwmmt ä l'aido do conslrucliotis platios. 
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9S0. Deux Cercles, tangents chaciin ä ime di'oite fixe de l’espace en un point 
fixe, varient en restant toujours tatigents entre eux. Lien du point de cotitact. 

SSL Si Line droite rencontre la reciproque d’une autre droite par rapport a une 
sphere, inversement, celle-ci rencontre la reciproque de la pretniei’e (669). 

Montrer que cette Situation mutiaelle est celle des droites Aß, AG, si les cercl'es 
de contact des cönes circonscrits a la sphere et ayant A, B., C pour sornrnets sont 
tels que le premier est diviseßarmoniquement par ies deux autrea. 

982. Lorsque le point a xarie sur la sphere A, le point cf' considerd au n“ 684 bis 
decrit sur la ineme sphere une figure inverse de eelle qiie ddcrit a (considtirer l'es 
homothetiques des points b et c, sur la sphere A et appliquer ex. 936 bis et n" 689); 

983. Si deux cercles C', G' sont tels que par G on puisse faire passer une spherq 
orthogonale a G', reciproquement, par G' on peut faire passer une sphere orthogo¬ 
nale ä G. 

Gas oü, par Tun des cercles, on peut faire passer une infinite de spheres orthogo¬ 
nales a l’autre. 

Montrer qu’alors un quadrtlatere gauche ayant deux somniets opposds sur G et 
deux sur C' est tel que le produit de deux cötes opposes est dgal au produit des deux 
autres. 


984. Les seules spheres qui soient conservees par une transposition circulaire 
autqur dun cercle donne c, c’est-a-dire (coniparer exercice 937) par un ensomble de 
deux inversions par rapport ä des splitVes se coupant a angle droit suivant c, sont: 
l” _les spheres qui passent par c; 2» les sphöres qui coupent ä angle droit c. 
(Demonstration en transformant c en une droite.) 

984 bis. Determiner (oar la radme mdthode) les cercles qui se conservent par 
transposiüon circulaire autour d’un cercle donnd c. Ce sont: 1“ le cercle c lui-mdme' 
2“ ceux qui sont (exercice 983) orthogonaux ä toute sphere passant par c; 3“ oeux 
qui coupent c en deux points et ä angle droit. 

98d. A tont point P de l’espace correspond un point P', tel que, par les points P 
e , 1 une infinite de cercles orthogonaux en deux points ä. un cercle donne 

L. Le point P' se dödiiifc du point P par transposition circulaire autour de G. 

985 Trouver un cercle tangent ä un cercle donne et coupant un autre cercle 
donne en deux points et ä angle droit. 


986. Deux cönes de revolution circonscrits k une meine sphöre se coupent suivant 
deux courbes planes (se deduit du n“ 683 par polaires reciproques). 

986 bis Demontrer le meme theorörae k l’aide du n» 691 (on considerera les 
cercles de base des cönes circonscrits ä la sphöre et ayant pour sornrnets les points 
des courbes d intersection cherchees). 


Convenona de dire. (eomparer exercice 921) qu’on a definii 
sans^nointTöpf orsqu’on s’est donne deux spheres (ou un plan et une sphere)» 

spheres en queshon par deux quefconques-des-sphöres S quf ont, avec les premieres 
meme plan radical P, ce plan -etant dit le dw cerefö-et le point-oü if perce la 
hgne des centres des sphöres S, le de ce cercle. En particulier c cltu 

pe^et de defleir le par le pto P e. »e-peint e, /saveir des poiSs 


r,i2 toutefois, aiouterqu’itexiste des categones plus generales de cercles fmaginaires dont 

p.rtc"lL' “ “““ -I"- ■<>"* d-s l. terleS ,«‘™ S 
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limite.s de la Serie dos spherc.s S; ou cncore par dcux points (les deux poiuts liniitcs). 
L'uiio quoleoiKpie des spiieros S sera dil,e paitaer par la cerclii imaijinaire. 

La pu.ütinnci; d’iin poiiil m du plan P par rapp(jrt aiwjerolo scra la, pui.s.sarice de 
ce puiiil, [lar rapperl, a une spliöro S, aulremeni, dit 'inl'. radir.al dt! deux 

cercles (nioLs uu iiuagiaairos) d’un nuiinc plan sera Ic lieu des poiiils qui unt rueiiie 
pui'ssaiiet; par i‘ap|iiirt. a ('.es doiix cei'eles, lln eorcL! röid du plan P sera dit, orlho- 
(]0)i(d au eorele iina,q’inair(!, s’il est y’raiui cerele (rune splu'u'e ortliog'oiiale a toule.-; 
les S. Plus g-ünöralemuut, iiii ccrt;l(! situö sur uiu! des S estdil. ortluigauial au r.ercie 
ituagiuaire si, parlui, un [leut faire i)ass(!r uiu! s]du''r(! ortlingonaU! a tout(.‘s les S. 
Une splu'ua! ni'lliog'onalo ii tfiutes les S est d’ailleurs dil.(‘ orthognnale au eerr.lo irna- 
ginaire, i,a/aj/t/ü'e d’un point m du plan P par ra[tpf)rt au eenile est la droile 
tuuiuitlietiqiK!, aver, ?« roniuK! ccudrt! t;! ü ('.uinuH.! rapport d’honiotlidticj, (1(! l’aNU! 
radiral du iioiut m et, du (^(U'c.le. Dcui.v ptuiits snut conjugim par rapport ä un ourele 
iiuagiiiaire, si lii pnlairc! du prendtu* passe par le so(.',ond. Deus points du plan P 
.sollt dits invom'x par nqiport au eertde iinaginaire, si loulß cireoiiröreuce tiassaut 
parees points (juupe ee rercle, ;V ang'le droit. 

L mverffp. d'im cercli; imnipnairp, |tar rapport a un pßle et i’i une puissarice donruis 
quelronquos, est le (‘(uade iinaginaire (pte l’oii olilieiit en reiiiplaeant kis s|ilu*res S 
par leurs inverses relativemeiit A r.e p61e eti'i cijttö puissauce. 

Dans ees eouditious, on propose d’dtendre aux eercles iniaginairos un eortain 
nondire de propriätds des eertdes rüels, Dilles que le.s suivanles : 

La puissaiire d’un |)uint d’un plan jiar rapport d uu eerele do ee plan a uni^! 
dilldrenee eonstautß avee le earri') de la distanet,! de ce point au centre du eerele. 

Detix points n, //, eonjttguds par rap[>ort a un rerelo imaginaire, sont eonjuguds 
harinoniques par raptiort aux deux points imagiiiainis eonjugut'is (exercieo Uäa) oii 
ce eerele est reneontrü par la, droite nh, 

Deii.v points inverses |,iar rapport iV un eerele iniaginaire dt'u'iveut l’un de raulre. 
par une inversion avant pour juMe le eentiUi de ee eerele. 

Lesaxes radieanx de trois ei,n’eles ju'is doiix a deux sont eoncourants. 

Dans un idan, les e.(!reles orlhogonanx i’i, deux rereles fixes out les nidnies points 
conununs {poinL^ Unnla.s). 

A deux eercles ortluigonaux (‘) d’uno spliera eorrespiuiilent par inversion deux 
cercles orthugouaux. 

Si deux cercles d’iine .s()h(!re. sont orthogonaux (’), leurs plans sont coujugußs p.ir 
rapi'iort ä la s[ilu'!re. 

Tout eerele d’inift splu’ii’ß qui coiqie A angle droit deu.x cercles fixes, coiipo i’i angle 
droit nne infinitd d’autres cereles fixes. 

i)8B. Un (;crcle imaginaire dtant ddflni par son plan P et un point exU?ri(iur .x (coii - 
siderü comine s|)lu'u’o do rayonmd), montrer quß, si un point du pla,u P est conjugin'i 
d’uii aiitre jüir rafiport au cercliq r(!cipro(]ut!ni(,!üt celui-(,n est coujugud du preriiifjr. 
Montrer qtu! la condiüoii luicossairo o,st suftisanto [lour que deux points a, h du plan 
P soiunt conjugufis par rapport au cerclo, est que m et nb sounit roclangiilaires. 

La tiolaire du [loint « par rapport au cerclo n’est auLro que la droilo sidvatit 
laquelle le jilan Pest coiquipar h.! plan per|)endiculairo A na et moiui par s. 

(1) On ('iloinlrn la proposition dnonci'io ä deux cjcn'elos orlhngoniiux doat rnn cströol ol l'autre 
iiinigiuaifü ; dou.x «»des orlkuguaaux no püuvwil Ötro iiuaginairos on möino tomps. 
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CHAPITRE IV 


AIRES DES POLYGONES SPHERIQUES 


692. Nous supposerons, dans le present chapitre, que Ton a pris 

pour unite d’angle, le radian et pour unite de longueiir, le rayon de la 
spliere. 

L’aire de cette derniäre est alors mesuree (484) par 4 w. 

Si le rayon de cette sphere ou l’unite de longueür n’ont pas ete choisis 
d une fa^on particuliere, cette hypothese ne sera pas d’accord aveo la Con¬ 
vention generale formulee au n° 244 (et rappelee au n“ 397). 

II faudra donc, pour revenir au cas oü les unites seront prises conforme- 

_ 693. Ce choix d’unitäs une fois fait, nous allons commencer par 

cvaluer l’aire du fuseau spherique. 

On nomnae fuseau spherique la pörtion de 
sphere comprise entre deus demi-grands cercles 
limites ä leurs points communs; autreinent dit, 
la^section de la sphere par un difedre ayant pour 
arete un diametre. 

L’angle de ces deux demi-grands cercles, au- 
trement dit, la mesure du diedre est Vangle du 
fuseau {fig. 562). Gela pose, on a le Fia. sea. 

Thöoreme. — Deuxfuseaux en faisanl partie d’une mimesphen 
sont enire eux comme leurs angles. 

Ce theortme se demontre par les m 6 mes procddfe que les tlidoremes 
analogues rencontres anteneurement ; 398 et PI. 13 113 etc 
On notera que : ^ * 

1 " ßeux fmeaux de mime angle eontigaux : carils cotacideroni 
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lorsqu’on fera comcider les diedres correspondants; 

2° Le fuseauG qui a pour angle la somme des angles de deux fuseaux 
A, B, a pour aire la somme des aires de A et de ß. G est ce qui est 
evident [ßg. S62) si on rend adjacents (‘) les deux fuseaux, ce qu pn 

a le droit de faire en vertu de 1°. 

Des deux remarques precedentes resulte, comme nous savous, le 

theoreme que nousvoulions demontrer. 

Corollaire. — L'aire dhm fuseau a pourmesure le double de son 
angle (dans notre Systeme actuel d’unitds). 

Gar le fuseau dont l’angle est droit est visiblement le quart de la 
spliere : son aire est donc mesuree par le nombre tt, tandis que la 

mesure de l’angle est-^' _ 

Le rapport de la mesure de l'aire ä la mesure de 1 angle etant egal 
ä 2 pour le fuseau dont il s’agitj il en est de m^me (theorfeme pre- 
cedent) pour lout autre fuseau. 

694. Pour deduire de lä la mesure d’un triangle spherique quel- 
conque, nous d^montrerons d’abordle lemme suivant. 

Lemme. — Deux iriangles spheriques symdtriques Vun de l autre 
sont equivalenls. 

1° Cas des iriangles isosce/es.- Deux triangles spheriques isoscfeles 

symdtriques sont aussi egaux (476) et, par consequent, equiva- 
lents. ' 

2° CasgöneraL. Soient ABC un triangle spherique, A'B'C' son syme- 
trique. Soit 0 l’un des pöles du cercle circonscrit ä ABC et suppo- 
sons, pour fixer les idees, ce point Interieur au triangle {fig- 564). 
alors ce dernier sera decompose en trois triangles isoscdles OBC, OCA,. 
OAB. Le triangle A'ß'C' est alors evidemment la somme de trois 
triangles isosceles respectivement dgaux aux premiers et, pai 
consequent, le theoreme est demontre. 

Si le point 0 n’etait pas interieur au triangle, si, par exemple, la 
disposition etait (^) celle de la fig. 565, le triangle ABC serait la 


(1) Nous appelons fuseaux adjacents ceux qui sont ddterminds par deux diödres adjacents. 

(2) On peut toujours supposer que la disposition est Tune ou 1 autre des deux 

figures 564 et ä6ö ; autrement dit, que 0 est, par rapport k deux au. moins des cotds, dans le- 
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somme de deux triangles isosceles OBG, OGA diminueo du In’uugh 



isosc«e OAB et le triangle A'ß'C' serail aussi lasomm,' <h ,l,mx li iau. 

glesisosceles diminuee d’uu irdisieiiie, (’(«s 
trois iriangles etanl, resj.ecl.iveinenl. egaux 
aux Premiers : de sorte que ia. eonelusioa 
serail, la möme. 



695 . Theoreme. — AVrm* (ZV// /rmm//« 

spherique a pou?^ memre rcxcas dx ln 
somme de ses angles suv n, 

Soient ABC le triangle (.„„sj. 

<i«;A'.B'.C'(^^. a66)le.s,,„iut.H,li,„„ä- 
^tralement opposds U A, B, i,,. 

aj°oule“*lriangll b“^' fsoit 


fus. A 
De meme fus. ß 

fus. C 


tr. ABC -|~ tr. BCA' 
tr. ABC + tr. AGB' 
tr. ABC -|~ tr. ABC'. 


Mais, dans cette derniere pe'alioi ir i • 

Är:rr£'Ä 

:::zr 
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mines par le grand cercle AB et a, par consequent, pour mesure 2^, 
il vient 

fus.. -A -H füs. B -f- fus. C = 2 tr. ABC 27r, 

DU, puisque (693) fus. 'A --= 2^, fus. B = 2 0, fus. = 2 6", 
tr. ABC — A -f- B —"G ■— tt. 

Corollaire. — Un polygone spherigue de n cötea a pour mesure 
l’exces de la somme de ses angies sur {n — 2)71 
comme on le voit (comparer PI., 44 bis) en decom- 
posant ce polygone en triangles par des diagonales 
(ßg. 567). 

On donne le nom d’exces spherigue d’un poly¬ 
gone spherique ä. Texces de la somme des angles 
sur (n — 2 ) 71 , de sorte qu'zw polygone spherique a 
pour mesure (par rapport au Systeme d’unitös adopte dans ce cliapitre) 
son exces spherique, 

696. Theoreme. — Le troisidme sommet d'un triangle sphSrique doni 
les (ieux premiers sommets sont donnes^ aimi que la di/ference entre 
l'angie au somm&i varmbk et la somme des angles 
aiix sommets ‘ßxes, eM sur Tun ou l'.aulre de 'deux 
arcs de ■oercies fixes. 

Soient B, G les sommets donnes, A le sommet 
variable : nous supposons donnee la quantite 

B -f- C — A. Soit encore 0 {,ßg, §ö8) i’iLn des p(Sles 

•Eja. 508. du cercle cireoriscrit' au itriaii!i;ig'le - Je vais demontrer 
que le point 0 est fixe, 

Pour presenter un .faisonneaaent toiu’t ä fait general, nous consi- 
dererons ies angleS comme posit-ifs ou comme negatifs, suivant 
qu’ils seront de sens direct ou de sens retrograde. 

Le triangle OBC etantisoscele, les arcs de grands cercles OB et OC 
feront avecBG des angles egaux, mais de signes contraires. Soitale 
Premier de, ces deux angles : par cp.nsequent 





Fig. 567. 
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soient de m6me ß 
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:'ACb : 

BAÖ = 


■CAO 

-ABO'. 


Si ladisposition du Mangle est teile que l’angle BAC'soi' direef m 
» a alors, a un multiple prte de la circonKreLe (“ ' 


et par consequent 


A — ß -f- Y 

B = Y -1_ o; 

C = a -f- ß 


ou encore 


B C — 
^ /\ 
B -j— C • 


A 


2« 


■ A 


= a 


faue tout a lVe?re »; eurr“' «I'a que „aus avous 

rence B + G — A. ’ ’ signe de la diffe- 

Soient encore (fy. 566 ) c le sommet variable ■ A B lee «n 
counus; A^B' les poiuts diametralement opposea a A, k 00^1 

la somme A + B + C des angles du triaugle ABC. Mais les äugt 
m 0.U, l' ^ 

— (P-H.y); B=_gba-- / j . ^ ^ •'•'^ .-öag^ 

' 1 ) particuliferement u*' 33 


AIRFS BES POLYGONES SPHERIQUES. 


et dlfA"' du triangle ABT/ sont respectivement egaux ä CAB', 

CßA', c’est-ä-dire aux Supplements de A et de B. üonc, la somme 

/\ /\ /\ 

A -f- B -l“ C peilt s’ecrire C -f- 2 ?^— CA'B' — CB'A'. Par consequent, 

on connait la quantite cJlB' -f CFA’ — G et le lieu du point C se 
compose de deux petits cercles passant par A' et BC 


EXERCIGES 

989. Dans le systönne d unites adopte ci-dessusj l’aire de tont polygoiie spherifjue 
ipour mesure la diöerence entre 2 tc et le perinietre du polyg’one polaire du preinier. 

990. Ti'ouver (en mötres carres) Faire du triangle spherique dont les angles sont 
1^', 60“ et 45“, ce triangle ötant trace sur la sph&re de IO“ de rayon. 

991. Döduire le theoreme de Lexell de l’exercice 493. 

992. A, B, C ötant truis points de la sphöre, quel est le lieu des points M tels que 
les triangles sphdriques MAB, MAC, supposäs de mime disposition, soient Äquiva¬ 
lents entre eux? 

993. Partager un triangle en 2 p parties Äquivalentes par des grands cercles issus 
d’un somniet A, ou d’un point quelconque situe sur un cote, 

Dans le premier cas, si Fon prend le point diametralenient opposö au soinmet 
donne A pour centre d’une projection stereographique, la projection du cöte oppose 
ä A est divisee par les projections des somraets des triangles partiels en arcs egaux. 

994. Trouver, k Finterieur d’un triangle spherique, un point tel que les grands 
cercles qui le joignent aux trois sommets divisent Faire du triangle en trois parties 
dont deux soient Äquivalentes, et la troisiöme double des premieres. 

995. Trouver, .sur un cercle donnÄ, un point tel que les arcs de grands cerclvs qiii 
le joignent ä deux points donnes de ce cercle fassent entre eux un angle donne. 

996. Conslruire un triangle spherique : 

Connaissant un angle, une hauteur et Faire; 

Connaissant un cöte, une hauteur et Faire. 

997. Maximum et minimum de Faire d’un triangle sphÄrique dans lequel on con¬ 
nait un cote ou un angle et la hauteur correspondante. 

998. Gonstruire un triangle spherique isoscele dont on donne le cöte et Faire. 

Construire un triangle spherique isoscele de cöte donnÄ ayant Faire la plus grande 

possible. 

999. Montrer que les arcs da grands cercles issus des sommets d’un triangle sphe¬ 
rique ABC et dont chacun partage Faire du triangle en deux parties Äquivalentes, 

Geometrie. II. 27 ‘ 
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998. Construire un triangle sphörique isoscele dont on donne le c6td et Taire. 
Construire un triangle sphdrique isoscele de cötedonnd ayant Faire la plus grande 

possible. 

999. Montrer que les arcs de gvands cercles issus des sommets d’un triangle sphd- 
rique ABC et dont chacun partage Faire du triangle en döux parties equhalentes^ 
ne sont autre que les arcs Ap, Bg, Cr consideres k Fexercice 970 (les cercles donnes- 
dtant les cötds du triangle). 

1000. Calculer l’aire d'une portion de sphere limitde par des cercles quelconques. 
(On commencera par mesprer lapartie d’un fuseau sphdrique comprise dann une 

calotte quelconque ayantpour pöles les sommets du fuseau. On en deduira lamesure 
de la portion de sphere comprise entre un arc de grand cercle et un arc de petit 
cercle ayant mdmos extrdmitds. Puis on raisonnera comme a PI. 263). 
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GHAPITRE V 

TH^ORllME D'EULER. POLYEDRES REGULIERS 

698. Nous considererons exclusivement, dans ce cliapitre, des 
polyedres satisfaisant aux condilions indiquees page 60, notes 1 eL 2, 
äsavoir : 

Leur surface-limite sera d’un seul morceau. 

II n’arrivera jamais qu’une aröte soit commune ä plus de deux 
faces, ni qu’un sommet soit commun ä plusieurs angles polyedres 
formes avec les faces du solide. 

De plus, chaque face aura elle-meme son contour d’un seul tenant, 
comme il a etö explique au no 21 (PL, liv. I). Gelte condition est 
distincte de celle que nous avons donnee en premier lieu. Par 
exemple, si Ton considere Taire plane ombree sur la ßg. 569 comme 


E 



Eig. öG9. Pig. 510. 


la base d’un prisme, ce prisme sera un polyedre satisfaisant ä l’une 
des deux condilions et ne satisfaisant pas ä l’aiitre. 

11 n’arrivera jamais non plus, nous le supposons, qu’un sommet 
soit rextremite commune de plus de deux aretes appartenant ä la 
meme face. Par exemple, une face ne pourra jamais avoir la forme 
du polygone reprösente figure 570. 

699. Lorsqu’on supprime une ou plusieurs faces d’un polyedre, la 
surface restante, que nous supposerons 6tre encore d’un seul tenant, 
n’est plus fermee; eile possdde (outre des aretes dont chacune est 
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commune ä deux faces), des aretes libres, c’est-ä-dire qm n’appar- 
Uennent plus qu’ä une seule face. Ces dernieres forment le contour 
ou bord de la surface polyedrale ouyerle consideree. 

Joignons entre eux deux points du bord d’une surface ouverLe 
(polyedrale ou non) par im chemin situe sur la surface et qui ne se 
coupera lui-meme en aucun point. Si nous fen- 
» dons la surface suivant la ligne ainsi consideree, 

nous aurons pratique une sedion dt la surface. 
r' \ ^ Si, par exemple, la surface est polyedrale, et 

^ bI/’ le chemin forme d’aretes du polyedre, il est bien 
entendu qu’ä partirdu moment oü la section sera 
^ ^ \ pratiquee, deux faces'(F, separees par 

Fie. 871. appartenant ä la section ne devront plus 

dtre considerees comme contigufis; Tarnte ea q.uestion(Aß, fig. 571) 
devra etre consideree cömme' faisant partie desormais du bord de 
la surface, et cela ä double titre, ä savoir, comme cöte de F, el 
comme cöte de F'. 


700. Deux surfaces A, A' sont dites avoir /a meme connexion si on 
peut les faire correspondre point par point, le-contour de 1 une cor- 
respondant au contour de l’autre, de maniöre : 1° qu’ä chaque point 
de A corresponde un point et un seul de A' et inversement, 2“ qu ä 
une figure (ligne ouregion) d’un seul tenant prise sur A corresponde 
toujours une flgure d’un seul tenant sur A , et inversement. 

C’est, en particulier, ce qui arrive si Tune des surfaces resulte de 
l’autre par une deformation continue dans laquelle il n’y a, ä aucun 
moment, ni dechirure, ni soiidage de parties separees aupara- 

0 )- ! . . , 

Si une aire A a pour perspective sur un plan une aire k! limitee 

en tont sens (de Sorte qu’aucun point de A n ait sa perspective ä 
l’infmi) et si chaque projetante n’a qu’un point commun avec A, les 
aires A et A' ont möme connexion; bienentendu, il n’en serait plus 
necessairement de meme si les projetantes avaient plus d’un point 
commun avec A. 

Au contraire, un triangle quelconque et Faire representee /?p. 569 
n’ont assurement pas la möme connexion puisque, sans cela, les 

(1) Inversement, on d^niontre que deux surfaces qui ont la rndme connexion peuvenl tou' 
jours dtre considdrees comme ddrivant l’une de l’autre par une teile döformation. 
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deux bords devraient se correspondre, au lieu que Tun estd’unseul 
tenant, l’aulre non. 

701. Deux aires A et A.\ de meme connexion, etant considerees, 
si Ton pratique dans A une section s qui la morc'ele, c’est-ä-dire la 
divise en deux parties separees A^, A^, il est clair que la section s' 
qui, dans A', correspond ä 5 , divisera k! en deux parties k'^ 
(celles qui correspondent respectivement ä A^, Ag). 


702. Nous nommerons aire simplement connexe toute portion de 
plan dont le contour est d’un seul tenant (et teile que deux portions non 
consecutives de ce contour n’aient jamais de point cpmmun (^), OU toule 
aire ayant möme connexion qu'une teile portion de plan (^). 

üne aire plane simplement connexe [k. fig. S72) est evidemment 
divisee par une section qtielconque en deux aires planes Aj, A 2 de 
m^me nature. Donc (701) toute aire simplement connexe estmorcelee{^) 
par une section quelconque et les deux morceaux sont eux~memes 
simplement cormexes. 



Fig. 872. Fig, 873. 


703. En enlevant une face F d'un polyedre convexe P, pn ohtient 
toujours une aire A simplement connexe^. 

Soit, en effet, 0 un point sitiie, par rapport ä F, du cöte oü n’est 
pas le polyedre, mais situe, au contraire, du möme cötö que P, par 
rapport ä chacune des faces qui composent l’aire A (ce qui arrivera 
necessairement si 0 est suffisamment voisin de la face F). La per¬ 
spective de A sur le plan de F [fig. 573) n’est autre que F elle-möme 

( 1 ) Par oxemple, nous exclurons des aires teile que celle de la flgure 870 dans laquelle les 
portions cousöcutives DEF et GEA du contour ont le point commun B ; c'est dvidetnmenl une 
restriotion de möme espfece que celles du n“ 898 . 

(2) Toutes les portions de plan dont lo contour satisfait aux .conditions qui viennent d’etre 
indiqudes ont m4me connexion les unes que les autres (voir exercice 1001); mais la ddmons- 
tration de ce faitn'est point indispensable pour notre objet. 

(3) Au contraire, une aire plane ä plusieui's coniours, c’est-ä-dire dont le contour se compose 
de plusieurs parties sdparees (par exemple, l'aire polygonale de la flgure 869) admet des 
sections .qui'ne lamorcfelent point (AB,/?p. 869). 
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et ün point M' interieur äcelle-ci est laprojection d’unpomt unique (^) 
M de A. Le theoreme est donc demontre (700). 

704. * Lorsqii’iin pelyedre est tel qii’en en supprimant une face () 
on obtienne une aiee simplement connexe, ce pelyedre est dit de 
genre zero. ün polyMre eonvexe est donc necessairement de genre 
zero. Cette propriete appartient d’ailleiirs ä beauceup d especes de 
polyedres concaves (exemple: les prismes ä base concaYe), maisnon 
pas ä ious. 



Prenons, par exemple, trois surfaces prismatiques P, P', P" ä arfetes 
horizontales (maism’ayant aucune face laterale horizontale) se dedmsant 

rune de l’autre par des rotaUons de | de droit autour d’un axe vertical qui 


leur est exterienr. En limitantces prismes ä leiirs intersections muluelies, 
leur ensemhle forme an solide S qui est represente par ses projections sur 
la figure S14, et par le dessin de la flgure m bis. de ce solide on 
■ enleve une face, par exemple abde, a'b'd'e' {fig. ou ABDE, fig. 374 6 s) 




il reste une aire polyedrale qui n’est pas simplement connexe, car en 
operant la section ACB (/ig: 574 6is) out oute section parun demi-plan passant 


(1) Le point 0 et im point M de A ötaxit de part et d’autre ^^ lui m/me’ 

cdntre la nlan de F' en nn point situd entxe eux ; ce point est d adleurs sur F lui-meme, 

comme ötant du mime c6t6 que 0 et que M (par Tn sC'-^’'^ll^°droit^ 

nlan de toute face autre que F. Bnfin; inYerseTnent, M' dtant un point pris sur x , la oroit 
OM', prolongee all delä de M', pdnfetre dansle pelyedre et doU en ^ssortir en pe^Cant sa 
face. Ce secend point dinterseotion est d’ailleurs nnique, pnisque 

(2) Nous supposons essentiellomentici queles conditionsdun» e98soientromplies. 
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par Taxe et rencontrant Ic bord, on ne morcele pas la snt'face ; il eii csl 
de meine poiir la seetion AtiD {ßg. i;74 Ms), Tont polyedro ayant une iomie 


D 



A 


a 

Pits. tnii. PiG. fi7ii hi«. 

anmilaire aiialefjue ii celle de S pr(5sen(,erait une propiiete sornltlable. 

Si, enfiii, oii ailjoiiil. au polybdre S hou symrd.riqiie par raiiperl, ä une de 
ses fao(3S les plus öloif^udes d« i'axe, on ohLienl. nii solide i3 {ßg. 
ölBfn'.s'), dans lequel on peut faire ä la Ibis (apri'is ronleveinent d’uue diis 
faoes) quatre siud.ions dilleriuikis saus nioreeler la surface. 

705. Thöoröme d'h’ult^r. — ffmis loul poli/iuirß du gam'n zt’>ro (et, 
par consequent, dans tcnil polyedro convexe), k 7wmbre das facas, 
aucjULcnte da caltii des samma.fs., donne lenombre des areCes plus de.ux. 

Si, (fun polyödre qnelccm(|ue, noiis eiilevons uno face, il restoune 
siirfacc polyedralß ouverte qui a autant de sommets et d’ardtes que 
le polybdre priuiitif, mais une face de moins. 

Tont rovient dbne a döinontrer que si une surface polyedrale 
ouverte et simploment connexe a F faces, S sommets, et A arbtes, 
on a 

F + S=tA-fl. 

Le tlidoröme cst evident pour F = 1 , car alors la surface se reduit 
il un polygone plan, pour lequel oii a S = A. Nous allons, dbs lors, 
supposer la deinonstralion lalle pour toutes les surfaces polyedrales 
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de moins de F faces et nous noiis proposerons de lä donner pour 
une surface ä F faces, 

A cet effet, joignons deux points du bord de cette surface par 
un chemin distinct du bord, compose d’aretes de la surface et ne 
se coupant lui-meme en aucun point (^), et secLionnons suivant ce 
chemin. La surface sera(n”preced.)divisee en deuxmorceaux simple- 
mentconnexes, ayantl’un F^ faces, Sj sommets et Aj ardtes, l’autre 
F^ faces, Sg sommets et A^ aretes. Les nombres Fj, F« etant inferieurs 
ä F, nous avons le droit d’ecrire 

(',10', ( Fi + Si,= Aj + '1, 

( F. +S,-A, + 'l. 

Mais, si X est le nombre des cötes de lasection et, par consequent, 
X -f 1 le nombre de ses sommets, on a 

Aj Ag — A -j- X 
+ S2"=S-h X + 1, • 

Ä'ar, lorsqu’ori compte le nombre des arötes ou des sommets de 
:haqiie morceau et que Fon faitla somme, chaque ar6te ou sommet 
n’appartenant pas ä. la section flgure une fois ; chaque aröte ou 
sommet appartenant ä la section, deux fois. Comme on a d’ailleurs 
Fl -}- Fj = F, il vient, en ajoutant les deux equations (13), 

F + S + X +1 = A + X + 2, 

relation äquivalente a celle qu’il s’agissait d’obtenir. 

706. Soit une surface polyedi’ale onverte S qui n’est pas simplement 
connexe(®) et seit praLiquee une section (que nous sup- 
poserons, pour simplifier, composee d’arötes) ne inor- 
celant pas la surface. Si celle-ci n’est pas devenue sim¬ 
plement connexe, sectionnons-Ia ä son tour : la section 
pourra d’ailleurs avoir ses extrdmitds soit sur le bord 
primitif, soit sur le nouveau bord (c’est-ä-dire sur la 

(l) Oii est assure de trouver un paroil cliomin en conslddrant une 
face P (fig. 376) attenante au bord. Comme teile, la face P aui’a dos 
arötes libres. isile en aura aussi d’intdrieures (sans quoi eile serait 
unique, cas oü nous veupns de voir que le thdoreme est ddmontrd). Le 
contour de cette face comprendra donc des parties libres et des parties 
intei'ieures ä la surface. L’ime quelconque de oes derniöres (ABG, fig. 876) donnera un. 
eheinin repondant aux condipons deraandees. 

■ (2) On sous-entend toujours'les restrictions du n",698. 



PiG. 376. 
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section op^r^e enpreniier): noas sopposerons encore qu’elle est composee 
d’ar((fces et qiie la surface n’est pas morcelee. Continuanl, de meine, 
adraettons qu’au bout de n sections successives, la surface soft rendiie 
simplemont counexe sans 6tre morcelee. Alors le nombre n-\- 1 (lequel 
peilt,jusqu’ä preuvc du coutraire, dependrede la maniöre doiifc on a opdrd 
les sections) estdit l’ordre de connexion de la surface primitive S. 

Je dis que si F, S, A ddsignent encore le nombre des faces, le nombre 
des sommets et le nombre des aretes de S, on a 

(14) F -|- S = A -f- 1 — n. 

En elfet, soit X le nombre des cötes de la premi&re section. Une fois 
celle-ci pratiquee, chacun de ces cötes compte deux fois comme arötes de 
la surface, et il en est de möme pour les sommets de la section ; de sorte 
que, comme tout äriieure, le nombre A augmente de X imitös, le nombre 
S, de X -f 1. Donc la quantite F + 8 — A augmente d’une nnite. Les 
mömes circonstances se produisent i\ cbaque section nouvelle, le nombro 
F-f- S —A augmente de n unitös en tont. Or il devient rmalemeiit dgal 
ö 1, puisquel’onarrive A ime aire d’un seid tenant et simplement connexe. 
Donc, ce nombre 6l;ait toutd’abord ögal äi — n. 

Exemples. ~ En enlevant une face du polyödre S (n'’704) on a une sur- 
faoe triplement connexe (n= 2), laquelle a 8 faces, 18 arötes et 9 sommets. 

Kn operant de möme aveo le polyödre S du raöme numero, on a une 
surface pour laquelle n = 4, F = 15, A = 32, S = 14. 

On voit que le theoreme d’Eulor ne s’applique pas ü, des polyedros tels 
que S ot S. 

Corollaire. —'Iß nombre n est (coiitraircment ä ce que Fon pouvait penser 
au Premier abord) independant de la marohe 
siiivie dam le seotionncment. Car il est donnö 
par Fögalite (14), dans laquelle F, S, A ne 
dependent que de la surface donude. 

707. Aiig:les polyödres reg'ulicrs. 

— On nomme angle polyHre nlgulwr 
un angle polyödre convexe (‘), S. ABGDE 
{fig. 577), dont touLes les faces sont egales 
et tous les diödres sont dgaiix, 

On nommepolygone sphdrigue regulier un 
polygone spherique convexe dont tous les 
cötes sont egaux et tous les angles ögaux. 

Il est clair (471) qu’ä un angle polyedre regulier dont le sommet est 
au eentre d’une sphfere correspond. sur celle-ci un polygone sphe¬ 
rique regulier, et inversement. 

0) Ilexisto des anglos polyödros röguliors ötoilds analogues aiix polygonos rögaliors ötoilös. 
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Dans un angle polyedre regulier SABGDE, les triödres SABC, 
SBCD, &GDE... sont egaux, comme ayant iin diedre egal compris 
faces egales chacune ä chacime, avec la meme disposition (371). 

Or il existe une rotation qui amene l’arete SA sur SB et Tarnte SB 

sur SG (puisque ASB=:B^. Le triedre SABCprend alors laposition 
SBGD (380, Rem.): donc, SGvientsurSD. DemömeSDvientsurSE; etc. 
Donc il existe une rotation qui transforrne Vangle polyedre regulier 
en lui-meme, chaque face prenant la place de la suimnte. Plus gene- 
ralement, il existe une rotation ty^ansformant Vangle polyedre regulier 
en lui-meme, chaque face prenant la place de celle quilui estposterieure de 
p rangs: il suffit evidemment de repeter p fois la rotation precedente. 

L’angle de la premiere rotation est evidemment mesure par la 
partie de la circonference, n 6tant le nombre des faces de l’angl^ 
polyedre, puisque celui~ci effectue un tour complet sur lui-möme 
lorsqu’on repete »fois la rotation en question. 

Une teile rotation (qui, repetee n fois, equivaut ä un tour com¬ 
plet) (‘) est dite d'ordre n. Lorsqu’une figure ne cbange pas par une 
certaine rotation d’ordre 2, 3..., on dit encore qu’elle admet Taxe 
de cette rotation comme acce hinaire, ternaire.... 

Si p est un diviseur de n, lorsqu’on r^p^tera p fois la rotation 
d’ordre n precödemment mentionnä, on en obtiendra une au Ire 
dont l’angle sera mesure par la partie de la circonference, en 

appelant n'rentier-. 

On voit donc qu’un axe d’une figure est par cela meme, 
pour cette figure, un axe n' designant un diviseur quelconquo 

de n. • 

Les axes binaires (et par consequent, en vertu de la remarque 2 Drece- 
denle, les'axes d’ordre pair) sont des axes de transposition au sens 
indique dans le chap. YII (il n’en est pas de mdme pour les axes 
d’ordre impair). 

L’axe ?!“*’'® de l’angle polyedre fait evidemment des angles egaux avec 
toutes les arßtes : il est Taxe d’nn cöne de revolution circonscrit ä 
Vayigle polyedre. 

(l)Ilnous arri-vera äussi d’appeler rotation d’ordre M, une rotation qui, repdtee n fois 
dquivaut ä plusieurs tours complets. Toutefois, si ce nombre de tours n’est pas preniier avec », 
il fautremarquer que la rotation est d’ordre inferieur h n, ainsi qu’ön le 'verra en raisonnant 
■comme au n'164 (PI., liv. III). 
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Par conseqüent, aussi. unpolygonesph&nqueregulierestinscriptible 
ä un cercle, que ses sommets divisent evidemment en parties 
egales (^): ä savoir, le parallele decrit par Fun de ses sommets dans 
la revolution autour de Sa?. Autrement dit, si siir les aretes de 
Fangle polyedre regulier SABCDE, on prend les longueurs egales 
SA r= SB = SC = SD = SE, les extremites de ces 
longueurs sont les sommets d’im polygone 
regulier dont'le plan est perpendiculaire ä S.r et 
le centre o sur Sa?; on a donc forme ainsi une 
Pyramide reguliere. 

La droite So est evidemment interieure ä, Fangle 
polyedre : prolongee au delä de o, eile coupe donc 
la sphöre de centre S et de rayon SA en un point 0 Fm. b 77 6is. 

577 bis) Interieur au polygone spliörique 
ABGDE, et que nous appellerons le ;ad/6 de ce polygone. C’est en 
effetFundes pöles du cercle qui lui est eirconscrit, ä savoir, celui 

qui est interieur ä ce cercle (puisque rangle ASo est aigu). 

Inversement, l’angle polyedre au sommet d"une pyramide regu¬ 
liere admeA desrotations, c’est-ä-dire qu’il existe des rotations qui le 
tranforment en lui-mi^me, ä savoir,- celles qui transforment en elle- 
m4me la base de la pyramide (PI., 162, Rem.). D’autre part, si un 
angle polyödreadmet une rotationdans laquelle cliaque faceprenne 
la place de la suivante, il peut 6tre considere comme Fangle au 
sommet d’une pyramide reguliere et il est regulier, puisque chaque 
face est egale ä la suivante et chaque diedre egal au suivant (’). 

Enfin, puisque tout polygone regulier admet des axes de symetrie 
dans son plan, toute pyramide reguliere et, par suite, tout angle 
polyedre regulier admettent des plans de symetrie passant par 
Faxe So des rotations dont nous venons de parier. 

708. PolyMres reguliers. — Nous nommerons ;öo/^cdre regu¬ 
lier un polyedre convexe (^) dont toutes lesfaces sont despolygones 
reguliers egaux et dont tous les angles polyedres sont reguliers et 
egaux (cette derniere condition pouvant evidemment ötre remplacee par celle-ci, 
qüe tous les diedres sont dgaux). 

(1) On dömontrerait de mdme qu’un polygone spbdriqne rdgulior est cireonscripLible ä un 
cercle. 

(2) L’angle polyfedre au sommet d’une pyramide rdguliOre esttoujours convexe, puisqu'il est 
coupd par un plan suivant un polygone convexe. 

(3) Vqir plus loin, page 441, note. 
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Nous connaissons un premier exemple de poly^dre regulier ; c’est 
le cube (390 bis) qui satisfait bien ä toutes les conditions qui 
viennent d’^tre enumerees. 


708 bis. II est clair que deux polijedres reguliers tels qu'une face (et 
par consequent cbaque face) de l’une soit 6gale ä une face de l'autre 
et un angle polyedre de l'un^ ä un angle pohjedre de l'autre, sonl 
egaux. 

Si, de plus, une face f du premier co'incide anec une face f du second 
et si les deux polyedres sont du mime cöte par rapport ä cette face 
commune (ou encore, si un angle polyedre du premier co'incide anec un 
angle polyedre du second), ils co’incident. 

C’est, eneflfet, ce que montre le raisonnement dun°429 : on verra 
comme en cet endroit, qu’une face /" du premier polyedre contigue 
ä /■ co'incide necessairement avec une face f' du second polybdre; et 
de proche en proche, on etablira qu’il en est ainsi pour toutes ies 
faces de cbaque solide. 

Par consequent aussi : 


Theoreme. — Z/w polyidrerigulieradmet{au. sens duno 707) toutdipla- 
c'ement dans lequel une face f vient sur une face (^) f, l'intirieur du 
polyedre transporte itant du mime c6te de f que l'intirieur du polyedre 
pnmitif. 


Car la position primitive du polyMre et sa nouvelle position apres 
le deplacement satisfont aux conditions que nous venons d’indiquer. 

Parmiles deplacements dont il est question dans l’enonce, on peiit 
evidemment en trouver un qui fasse venir une face donnee quel- 
conque/sur une face donnee quelconque et une aröte quelconque 
AB de f sur une aröfe donnee quelconque de f (sans qu’oa 
puisse toutefois choisir arbitrairement celui des deux points A et B qui viendra 
sur A'). 

D’une maniere plus precise, le polybdre admet un diplacement 
efunscuZamenantl’ar^te ABsurA'B' de maniöre que A vienne en 
A', B en B'; un et seul amenant l’ar^e AB sur A'B' de maniöre que A 
vienne en B', B en A'. 

En effet, les faces/, /; qui comprennent TarMe AB devront, si 
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eile est amenee sur A'B', venir sur les faces f, f\ qui comprennent 
A'ß/. Ceciest possible de deux faQons differerdes, entre lesquelles le 
choix est determine par le sens des diedres suivant les aretes 
ea question (349), du moment que Ton donne les sens qui 
se correspondent sur celles-ci. D’ailleurs, du moment que f coincide 
avec /' ou/'jet AB avec A'B' de maniere que les diedres suivant ces 
arötes coincident entre eux, le polyödre est bien transforme lui- 
meme, en vertu de ce qui vient d’etre dit. 

On voitpar lä que lenombredes deplacemenis admispar le polyedre 
est double du nombre des aretes. 

Seulement, dans cette evaluation, on suppose qu’onfait figureraa. 
nombre des deplacements en question celui qu’on obtiendrait en 
admettant que h! n’est autre que A et B' que B, c’est-ä-dire celui 
qu’on appelle diplacernent identique et qui consiste äne rien changer 
ä la Position primitive de la figure, 

Reciproquement, si un polyedre convexe admet un deplacement ä 
l’aide duquel on puisse iransporter une face donnde quelconque f sur 
une face donnde quelconque f, une arite donnde quelconque AB de f 
venant sur une arSie donnde quelconque A'B' de F', il est rdgulier. 

Car il a ses arötes egales, les angles de ses faces egaux, et ses 
diedres 6gaux. 


709. Theoreme. — 1° Tout polyedre rdgulier est inscriptible ä une 
sphere; ‘ ' 

2° Les angles polyddres qui ont pouf sommet commun le cenire de 
cette sphere etpour seciionsrespecdves les differentes faces du polyedre., 
divisent la sphere en polygones sphd- 
riques rdguliers et dgaux; 

3° Le polyedre est circonscripiible 
ä une sphere, concentrique ä la 
pwemiere. 

1“ Gonsiderons deux faces f, f 
[fig. S78) du polyedre contigues 
suivant l’arete AB: les cercles C, Cj, 
circonscrits ä, ces deux faces, ayant 
deux -points communs A, B, appartiennent ä une meme sphere dont 
le centre S est ä l’intersection des axes de ces cercles. 

La face / et, par suite, le polyedre entier admettent une rotation, 
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d'axe cs [ fig. 578), transformant ABen un auti’e cöte quelcoixertie de 
/ei par suite f\ en une queleonque f\ des faces contigues ä /, Getto 
rotalion laisse inalteree la spliere S, puisquc Taxe CS est un dia- 
melredecette spliere; donc S est aiissi circonscrite ä f\, On demon- 
trerait de meme que S est circonscrite ä toute face voisine 
de /i ou de et ainsi de suite ; la conclusion deinandee est donc 
etablie. 

2° Les pyramides qui ontpoiir sommet commun S et pour bases 
respectives les faces du polyedre sont reguliöres (puisque S est sur 
Taxe du cercle circonscrit ä chaque face) et egales (puisqu’elles 
coincident les unes avec les autres dans les difterents deplacements 
susmentionnes); il en est donc de meme de leurs angles polyedres 
au sommet. D’ailleurs une demi-droite queleonque is.sue de S est 
Interieure ä un et ä uri seul de ces angles polyedres. Donc ceux-ci 
divisent la sphere en polygones reguliers egaux, chaque point de 
celle-ci etant interieur ä un polygone et ä un seul. 

3“ Les pyramides reguliöres dont il vient d’etre question ont toutes 
möme hauteur, ra'yon d’une sphere inscrite qui touche chaque face 
ensoncentre. 

709 6is. Reciproquement, si la surface d'une sphdre est divisda en 
polygones sphdriques rdgulüfs et egaux enlre eux, les sommets dd ces 
polygones sont les sommets d'un polyödre regulier. 

En effet, les sommets de Tun queleonque F des polygones sphe- 
riques en question sont les sommets d’uii polygone regulier plan /, 
et la Pyramide p qui a /pour base et le centre S de la sphere pour 
sommet est reguliere. Toutes les pyramides telles que p sont egales 
entre elies. Elles sont d’ailleurs exterieures les unes aux autres 
i^puisque leurs angles polyedres en S n’ont aucunepartie commune). 
Leur ensemble forme un polyedre P qui a pour faces les polygones / 
(les faces laterales des pyramides ^ disparaissant, puisque chacune 
d eiles est commune ä deux pyramides adjacentes), 

Ce polyedre a bien ses faces reguliöres et ögales entre eiles et ses 
diedres egaux entre eux (puisqu’ils sont tous doubles des diödres ä 
la base d’une pyramide p). Il reste ä montrer qu’il est convexe. 

A cet effet, soient B le pöle du polygone ■ spherique F et, de 
m4me, BV.. les pöles des autres polygones analogoes. Je dis qu’i^n 
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foin^ auelconque de la Sphäre 'et plus rapproche du pole du polygone 
auquel il appartient que de ceux des auires polygones. 

Soient M le point considere, F un polygone splierique de pöle B 
[fig. qui ne contient pas M. Prenons dans F un point quel- 

eonque N et joignons N ä M 
un arc de grand cerele, plus petit 
qu’une demi cireonference. Puis- 
que M et N ne sont pas dans le 
mdme polygone,, cet arc rencon- 
trera les cötes d’un ou plusieurs 
polygones, par exemple {fig. 579) 
le cöte AAj_, separant F d’un poly¬ 
gone F' de pöle B'; le cötö A'A'i, separant F' d’un polygone F" de 
pöle B" ; etc. 

L’arc de grand cercle AAj est manifestement perpendiculaire sur 
le milieu de BB'. Or le point M est, par rapport au grand cercle AA^, 
du m4me cöte que B'. Donc, il est (469, Rem,) plus pr^s de B' que B, 

On demontrera de möme qu’il est plus pres de B" que de B', le 
pöle le plus rapproche etant, fmalement, celui du polygone qui 
contient M. 

Ce raisonnement s’applique evidemment au cas oü M n’est pas ä 
rinterieur d’un polygone, mais est, par exemple, un sommet, avec 
cette seule exception qu’il apppartient alors ä plusieurs polygones 

et est egalement distant des pöles 
de ceux-ci; par contve, il est plus 
rapproche de ces derniers pöles que 
de tous les autres. 

Par consequent aussi un pöle est 
plus rapproche des sommets du poly¬ 
gone correspondanl que des sommets 
non appartenant ä ce polygone [car, si B est le pöle d’un polygone F, 
M un sommet de F, M' un sommet n’appartenant pas ä F, mais 
appartenant ä un polygone F' de pöle B', la distance M'B est supe- 
rieure ä M'B', lequel est egal ä MB {fig. 579 bis)]. 

Or, cette derniöre conclusion entraine la coiivexite du polyedre 
considöre ; eile montre, en effet (466) que tous les sommets n’appar¬ 
tenant 'pas ä une face / sont, par rapport au plan de cette face, du 
raöme cötö que le centre de la spliöre. 
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710. Rotatioös et symßtries d’iiii polyedre regulier. — 
Les deplacements qu’admet le polyedre sont tous.des rotations^ 

car ils laissent evidemment immobile le centre S de la sphere cir- 
conscrite. 

Ces rotations peuvent d’ailleurs etre de trois especes differentes : 
1“ Rotations admises par une face determinee quelconque; 

2“ Rotations admises par l’angle polyödre en un sommet deter- 
mine quelconque; 

3° Transpositions autour de la droite qui va du centre au milieu 

d’une arete. ' 

Ces trois sortes de rotations laissent bien le polyedre inaltere, 
d’apres le n° 708 bis; et toute rotation qu’admet ce polybdre appar- 
tient bien ä l’une de ces trois categories; car le point I oü son axe 
perce la surface du solide est ou bien inlerieur ä une face, qui devra 
rester inalteree par la rotation (sans quoi eile serait transformee en 
une autre ayant avec eile le point I commun, ce qui ne se peut); ou 
situe en un sommet, inaltere dbs lors par la rotation.; ou situe sur 
une aröte admettant cette rotation et, par consequent, perpendicu- 
laire ä son axe. 

Tout polyedre regulier P admet egalement des pZöws de symetrie ; 
il coincide avec son symetrique : 

l°par rapport ä tout plan perpendiculaire au milieu d’une ardte; 
2° par rapport ä tout plan bissecteur du diedre suivant une ardte, 
Un tel symetrique P' est en effet un polyddre ayant toutes ses 
faces et tous ses diedres egaux aux faces et aiix diedres de P ; et de 
plus, tel que P et P' aient une face commune et soient du mdme 
cöte par rapport ä cette face commune : il coincide donc avec P. 

On a encore un moyen immediat d’etablir l’existence de plans de 
symetrie si le polyedre a un cenire de symetrie, — lequel ne peut 
evidemment etre (^) que S, ■— c’est-ä-dire si P coincide avec son 
symetrique P" par rapport au point S. Nous savons, en effet, que P 
admet des axes de rotation binaires, ainsi que des axes d ordre pair, 
«usceptibles de jouer le röle d’axes binaires; or, le transpose P' de P" 
par rapport ä un tel axe A est (420) le syindtrique de P par rapport 
ä un plan (le plan mene par S perpendiculairement ä A). 

Inversemeni (toujours dans l’liypothdse oü S est centre de 

;i) Sans quoi la sphöre serait, par la symdtrie en question, cliangvie en une autre sphöro 
■^galement circonscrite au polyödre, ce qui ne se peut. 
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symetrie), on obtient par ce procede tous les plans de symetrie du 
polyedre : un tel plan doit, en effet, necessairement (^) passer par S, et 
il suffit, des lors, de reprendre en ordre inverse ce que nous venons 
de dire pour voir que la perpendiciilaire menee ä ce plan par S doit 
Streun axe binaire ou un axe pouvant etre considere comme tel, c’est- 
ä-dire un axe d’ordre pair. 

On peut, d’ailleurs, voir egalement que tout plan de synaetrie rentre 
dans l’une ou l’autre des deux categories que nous avons enumerees 
tout d’abord. Car (d’une maniere analogue ä ce que nous avons vu 
pour les rotations) la symetrie par rapport ä un plan qui a, avec une 
ardte (non prolongee) du polyödre, des points communs autres que 
les sommets doit laisser cette arete inalteree, ce qui ne peut arriver que 
si le plan en question contient cette arete ou lui est perpendiculaire. 

710 bis. Exemple : rotations et symetries du cube. 

Le cube, ayant 12 ar^tes, admet 24 rotations (ou23 seulement, si 
Fon ne compte pas dans ce nombre le deplacement identique). Nous 
savons, d’autre part, que ces rotations sont: 

1° ou bien des rotations admises par une face d^termin&e. Ghacune 
des faces ab c d {ßg. 580), par exemple, admet une teile rotation 
d’ordre 4, puisqu’elle est un carre ; 
on a ainsi trois axes de rotation 
quaternaires tels que.AA.' {fig. 580) 
puisqu’il y a six faces et que deux 
faces opposees ont evidemment le 
m^me axe. Chacune des rotations 
correspondantes peut 4tre repetee 
trois fois avant de redonner le 
ddplacement identique, de sorte que 
Fon a ainsi 9 rotations en tout; 

2° ou bien des rotations admises 
par un angle polyedre d^termine. Ces angles etant ici triödres, les 
rotations en question sont d’ordre 3, et il y a quatre axes de rotation 
ternaires de cette nature (puisqu’il y a 8 sommets) : ce sont les 
diagonales [telles que aa' 580)] du solide. Une rotation autour 
de Fun d’eux peut etre repötee deux fois sans ramener au d6place- 
ment identique, de sorte qu’on a ainsi 8 rotations en tout; 

(1) Voir la note de la page pröcödente. 
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3° öu des iranspositions antour des dreites teile que aa' (fig. SSO) 
qui joignent les milieiix de denx aretes opposees. Les 12 aretes 
dennent ainsi d axes binaires. 

Ges deplacememts, d’apTes ee qiii pre«ede, -comf renne nt tous ceux 
qaepeutadmettrele enbe. Comme, ainsi enumeres, ils sont dvidesa- 
ment tous distincts les uns des autres soit par leiirs axes, soit par 
leurs angles ou leurs sens, le^urs nembres doit, a priori^ etre egal 
ä 23 : ee qui a bien lieu (23 = 9 4- ^ + 6)- 

Le cube a un centre S de symetrie^ comme tout parällelepipbde. 

U a des lors 6 plans de symetrie, perpendiculaires aux axas 
binaires, et 3 plans de symetrie, perpendiculaires aux axes quater- 
naires; et il ne peut avoir d’autres plans de symetrie que ceuxdä.. 

Gelte enumeration peut, en resume, se representer par les 
symboles suivants : 

ün centre de symetrie, S; 

3 axes quaternaires, 4 axes ternalresp^ axm Mnmires : 3 A/,, 4 A'g, 

6A",; 

• 9 jo/ctns de sym6trie : 3 TU, 6 7t'^ 

On remarquera qu’il y a bien lieu de distinguer les plans tt et les 
plans Tz". par des symboles diffea^ents, car tous les plans -k soxit 
homologues entre eux (c’est-ä-direpeuvent 6tre dchanges les uns avec 
les autres par les deplacements qu’admet le cube) et tous les n" 
entre eux, mais non les tt aux 7^'^ 

Ges plans de symetrie sont perpendiculaires aux aretes ou les 
contiennent. Le premier cas est celui des plans perpendiculaires aux 
axes quaternaires (chacun d’un est equidistant de deux faces 
paralleles); le second, celui des plans perpendiculaires aux axes 
binaires, qui sont des plans diagonaux. 

711. Tetraedre reguliei?, — Un tetrabdre qui a toutes ses 
aretes egales, aiitrement dit, une pyramide triangulaire qui a pour 
base un triangle equilateral et dont tgutes les arbtes laterales sont 
egales aux cötes de la base, est egalement un polyedre regulier, ä 
savoir, un tetraedre regulier S81, p» 443): il appur faces des 
triangles equilateraux egaux entre eux, et ses angles tribdres, dont 
toutes les faces sont egales ä 60“, sont ri^uli'erS'et egaux entre >eux. 
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On devra doiic, poiir obtenir un tetraedre regulier, mener par le 
centre d’un triangle equilateral une perpendiculaire au plan de ce 
triangle ; puis prendre sur cette perpendiculaire un point tel que sa 
distance ä un sommet du triangle seit egale au cöte du triangle, ce 
qui est possible, ce cöte etant superieur ä la distance entre le sommet 
en question etle pied de la perpendiculaire. 

Au reste, l’existence du tetraedre regulier va etre rendue evidente 
par la maniöre dont on peut le deduire du cube. 


711 bis. Dans tout cube, on peut inscrire deux tetraMres reguliers T, T'. 

Pour les obtenir, il suffira de joindre entre eux les sommet 
diagonaiement opposes 
sur chaque face. Les 
sommets a, c, b', d’ 

{ßg. 080, 881 bis) seront 
ainsi joints entre eux et 
formeront un premier 
tetraedre T {fig. 581 bis) 
regulier puisqu’il a toutes 
ses arö tes egales; les som¬ 
mets a\ c', b, cüformeront 
un second tötraedre T'. 

II n’y a d’ailleurs, on s’en assure aisement, qu’une seule maniöre 
de partager les sommets du cube entre deux tetraedres reguliers. 

T et T' sont symetriques Tun de l’autre par rapport au centre 
du cube. 

Inversement, de tout Ulra^dre regulier T, on peut deduire un cube 
et un seul avec lequel le tetraedre ait tous ses sommets communs : les 
autres sommets de cö cube seront ceux du tetraedre T', symötrique 
de T par rapport au centre de la sphöre circonscrite. 

Les rotaifons etsym4tries qu’admet un tötraödre T se determinent 
encore par la methode employee precedemment. 

L’une quelconque de ces symetries ne changera övidemment pac 
le tötraedre T' qu’on deduit de T, ainsi que nous venons de le dire 
Comme la relation entre T et T' est evidemment reciproque, on voit 
que T et T' admettent les mömes symetries de tonte espöce. 

Mais il est elair, de plus, que ces symetries ne cbangeront pas le 
cube dont les sommets sont composes avec ceux de T et ceux de T', 
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Toute symetrie de T est donc une syinetrie de ce cube ; mais l’inverse 
n’a, pas lieu : 

Le tetraedre regulier n'a pas de centre de sym&lrie. 

II adinet trois axes binaires et quatre axes ternaires : avec les 
aotations precedentes, SAg, 4A'g. 

(Ce sont donc les axes quaternaires du cube que le tetraedre admet 
k titre d’axes binaires). 

Les axes ternaires ne sont autres que les hauteurs du tetraödre; 
les axes binaires sont chaciin la perpendiculaire commune ä deux 
aretes opposees. . 

Enfin le tetraedre possede les 6 plans de sijmitrie iz" qu’on peut 
construire en menant par une arete quelconque une perpendiculaire 
K Tarnte opposee. 

Les symetries du cube forment donc deux categories : celles dont 
nous venons de parier ne changent ni T ni T'; celles qui ne font pas 
partie de cette categörie ne peuvent evidemment qu’eclianger entre 
eux T et T'. C’est, nous l’avions dejä remarque tout ä l’heure, ce 
qui a lieu pour la symetrie par rapport ä S. 

712. Supposons qu’on ait forme le tableau des deplacements 
qu’admet un polyödre donne, ainsi que nous l’avons fait pour le 
cube et le tetraedre. • . 

Si Ton effectue successivement dans un ordre dötermine deux de 
ces deplacements (^), on obtient un deplacement resultant qui 
n’altere pas non plus le polyö-dre donne et qui, par consequent, 
appartient au meme tableau (^). 

Aulrement dit, suivant une terininologie indiquöe dans la note A (voir 
PL, 291), ce tableau constitue un groupe. 

Pour trouver ce deplacement resultant, il suffit de trouver les 
nouvelles positions A', B' oü il amene deux points A et B non en 
ligne droite avec S ; car, en tenant compte de ce dernier point qui 
reste fixe, nous avons ainsi les nouvelles positions de 4rois points 
non en ligne droite, et cela suffit (410) adeterminer un deplacement. 

Onpeutaussi appliquer la tbeorie de la composition des rotations. 
C’est ce qui est assez simple lorsque les deux deplacements primitifs 
sont deux transpositions. Soient S«, Sß les axes de ces transpositions ; 

(1) Le second ddplacement peut d’ailleurs ne pas dtre distinct dupremier; celui-ci es< 
alors effectud deux)ois de suite. 

(2) Geci suppose qu’on tait flgurer dans le tableau en question le ddplacemont identiquo. 
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Taxe de la nouvelle rotatioü R sera perpendiculaire au plan Safi et 
son angle, tel qu’elle amöne Sa en une position Sy faisant avec S« 

un angle double de aSß. 

La rotation R ainsi defmie est donc une de celles qu’admet le 
polybdre. 

Si, en particulier a, ß sont les milieux de deux ar^tes, y sera, lui 
aussi, le milieu d’une arete, et il en sera de meme pour les points 
que Ton en deduira en lui appliquant une ou plusieurs fois la 
rotation R. 

Tons ces points sont manifestement les sommets d’un polygone 
regulier de centre S. ' 

Comme d’ailleurs ß est le milieu de l’arc compris entre a et y sur 
la circonference de centre S qui contient ces points, il est clair qu’on 
aura aussi un polygone regulier ayant pour sommets a, ß, y. 

Supposons qu’il s’agisse d’un cube et que a, ß soient les milieux 
de deux achtes consecutives b c, b d' 580) d’une m4me face. 
L’axe de R ne sera alors ni un axe binaire ni un axe quaternaire 
(le plan Saß n’etant visiblement ni un plan tc ni un plan it")- G’est 
donc un axe ternaire. On verifie aisement sur la figure 580 que cet 
axe est la diagonale aa' passant par le sommet oppose ä b sur la 
face bcd'. 


On voit de plus, ainsi, que la rotation R est de de tour et, par 

1 

consöquent, celle qui am^ne a sur ß, tour ; de sorte que 

les points a, ß, y, smt sommets d'un hexagone regulier, qui est la 
section du cube par le plan perpendiculaire ä l’axe ternaire a a' 

ifig.mo). 


712 bis. Les deplacements admis par le tötrafedre T forment, eux aussi, 
un groupe. Ge groupe g est, d’apres ce que nous avons vu, un sous~groupe 
de celui du cube, c’est-ä-dire qu’il esl entierement contenu dans ce 

dernier. .,,, 

Il possöde, par rapport au groupe G du cube, une propriete remar- 

quable (^). 


(1) Le groupe du cube admet plusieurs sous-groupes autres que g. „„ 

Par exemple, une des transpositions jointe au ddplacement idenUqu , 

groupe (piiisquo 'A'h combind avec lui-meme, c’est-ä-dire rdpfitd deux tois, reproduit la 

äubslitution identique) et ce groupe est un sous-groupe dey. 1 a Aiih« 

Mais ce n’est pas un sous-groupe disims'wd, au sens expliqud dans le texte . lorsq 
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Deplacons le tetraedre T de maniere ä lui faire prendre une noavelle 
Position Tj. Les rotations qu’il admet seronfc transformier par le meme 
döplacement, c’est-ä-dire qu’ä tonte rotation d’ordre n autour d’uii axe A, 
admise par T, correspondra une rotation admise par T^, qni ne sera autre 
qu’une rotation du mßme ordre autour de Faxe A^, nonveile positiou de A. 

Si maintenant le döplacement dont il s’agit est empruntö ä G, nous 
savons que T est changö, seit en lui-möme, seit en T'. 

Donc les rotations du groupe g sont cliangees, soit en rotations admises 
par T, soit en rotations admises par T'. 

Or les rotations qui a’alterent pas T' sont les meines que celles qui 
n’alterent pas T. 

Donc tQutes les rotations du groupe g sont changier en rotations du groupe g -' 
autrement dit, le groupe g ne change pas lorsqu’on fait suhir ä la figure un 
deplacement quelcongue appartenant äG. 

On exprime cette propriöte en disant que g est nn sous-groupe distingue 
de G, conformement ä la definition generale suivante : 

G, g etant deux groupes dont le second est contenu dans le premier, on 
dit que g est un sous-groupe disUngui de G s’il ne change pas lorsqu'on 
le iransforme (au sens prec^dent) par une quelconque des opörations 
de G : autrement dit, si, relalivement ä G, il n’est homologue (710 bis et 
Pl.,293) qu’älui-möme. 

Des oonclusions toutes semhlables subsisteraient si, aulieu de se borner 
aux rotations, on consid^rait les sym^tries de tonte espöce. 

Dans le cas oü Fon se borne aux rotations (en excluant, par cons^quent, 
les ,sym6tries par rapport au centre et aux plans), le groupe g du tötrafedre 
estle rnöme que celui des polyfedres qui sont dits, en cristallographii', 
presenter \sisymetrie cubique avec Mmiddrie (voir ex. 1016 bis). 

Du fait que le tetraedre regulier admet un groupe, on deduira, par 
la meme methode qui a servi ä etudier la section hexagonale du 
cube, que le plan parallele ä deux areies opposees d'un Utraädre 
regulier et equidistant de ces aretes coupe le solide suivant un carre 
ayant pour sommets les milieux des quatre autres arötes. 

713. Polyedres i’egjuliers conjug^ues. 

Theoreme. — A tout polyidre regulier en correspond un autre gm 
a autant de sommets que le premier a de faces et, inversement., le 
nombre des arites itant Le mime de pari et d'autre. 

iubit les divers ddplacements q:a’U admel, la transpositioa dont il s’a^it ost cbang^e, en 
n’importe quelle autre dos irans-ikositions aualogues. 

De mfinie, nne rotation de l/S da tour et une rotation de 2/3 de tour autour d’un axe 
ternaire, jointes au ddplacement identique, fornient un groupe. Mais, pour la naßme raison, 
co.n’est pas un sous-groupe disüagad ^ ö (voir exercices 1018, 1019). 
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Le nonibre des aretes de chaque angle polyedre de Vun des solides 
est egal au nombre des cötes de chaque face de l'autre. 

Ge nouveau polyedre regulier est ditle conjugue du premier. 

La relation entre les deux polyedres est reci 2 y)''oque. 

Soient P un polyedre regulier; F, F', F'", ... les polygones splie- 
riques en lesquels les sommets de P permettent de diviser la sphere 
circonscrite {ßg, S82); lea sommets, B le pöle du poly- 

gone F. Les arcs de grands eercles BÄ., BA', BA'',... decomposent F 
en triangles spheriques isosceles : si, dans 
chacun de ces triangles, par exemple BAA'^ 
on mene l’arc de grand cercle S82) 

perpendiculaire au cAte du polygone et ahou- 
tissant (469) au milieu de ce cötö,, on a forme 
deux triangles spheriques rectangles .syme- 
triques l’un de l’autre. Operons de möme 
pour tous les polygones spheriques donnes et 
assemblons les triangles rectangles qui ont un 
sommet en A. 

Ces triangles ayant deux ä deux un cöte de l’angle droit 
commun (par exemple AG, le polygone spherique G ainsi 

forme a pour sommets les pöles B,BL.. des polygones F, F'... qui 
ont un sommet en A. 

Comme ces points B, B'... sont sur un meme cercle depöle A et le 
divisent en parties egales, le polygone G est regulier. D’ailleui’s leS 
polygones analogues formes aiitourdes autres sommets du polyedre 
donne P sont evidemment tous egaux au premier. 

Donc (709 bis) les points B;B'',B"... sont les sommets d’un polyedre 
regulier P'. 

Les pöles des polygones G sont d’ailleurs les sommets des poly¬ 
gones F et inversement, de Sorte que les relations indiquees dans* 
Tenonce deviennent evidentes. 

713 Chaque face du palyödre donnö P a pour centre mn 
point ö situe sur le rayon SB, qui va du centre de la sphere au 
pöle du polygone spherique correspondant et ä une distance 
constante de S. 



FiG. 382. 
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Les points tels que h sont donc ies sommets d’un polyödre P'i 
homothetique de P' par rappor-t au centre S. 

Le point ö est le pöle d’une face de P par rapport ä la sphere inscrite ä 
ce polvedre. Donc P'j e&t la figure polaire Hciproque de P, par rapport ä 
gelte derniere sphfere : les faces de P'i sont (667) dans Ies plans polaires 
des sommets de P; Ies arötes deP'i sont (668) les reciproques des arötes 

deP. 

Lesmilieux des aretes qui se correspondent sont en ligne droite 
avec le centre (puisque les milieux des arcs correspondants sur la 
sphere {fig. ö8‘2) coi'ncident). 

Puisque le conjugud d’un polyedre regulier P est bien deter- 
mine (en grandeur et position) quand on donne P, ce seul falt 
montre que deux polyMres conjuguis admeltent les memes roia- 
tions: car toutes les fois que P se retrouvera en co'incidence avec 
lui-meme , il en sera de möme de.son conjugue. 


714. Exemple : Octaedre. 

Le polyedre conjugue du cube est rdyMÜier, que l’onpeut 

definir comme ayant pour sommets les centres des faces du cube 

{fig.^^B ); autrementdit, onle formera 

FC A T'x en portant sur les aretes d’un triödre 

' ''''' trirectangle, six segments egaux SA, 

i SA', SB, SB',SC,SC^(/?^.583)äpartir 

I V . sommet du triedre et joignant 

I i ^ extremites de ces 

( i Segments. 

' L’octaedre aura pour faces huit 

\| '\j triangles equilateraux et pourra visi- 

VI -i- Element dtre regarde comme cons- 

Fig. 583. , . ° , 

titue par la juxtäposition de deux 

pyramides regulieres ä quatre faces convenablement choisies. 

Les symetries de l’octaödre seront, comme nous venons de le dire, 

les memes que celles du cube. II est clair d’apres cela (ou, encore, 

d’aprhs les relations qui existent entre les aretes des deux polyö- 

dres) que le m6me plan qui coupe le cube suivant un hexagone 

regulier donneraunesection de meme forme dans l’octabdre regulier. 

G’est le plan mene par le centre parallelement ä deux faces opposees 

de l’octaedre. 
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L’octaödre regulier est la forme que prennent natiirellement les 
cristaux &'alun. 

Le cube est egalementla forme sous laquelle cristallisenl certaines 
substances telles que le sei gemme. 


715. Nous avons vu, en Geometrie plane, qu’il existe une infinitö 
d’especes de polygones reguliers. 

II en Gst tout autrement en ce qui concerne les polybdres; on a, 
en effet, le theoreme suivant: 


Theoreme. — 11 n'existe que cinq especes de polyHres reguliers. 

Sontconsiderescommeappartenantäla mbraeespbce les polyedres 
dont les angles polybdres ont le mbme nombre d’arbtes, et les faces 
le mbme nombre de cöLes. 

Nous verrons d’ailleurs que deux polybdres reguliers de meme 
espbce sont semblables (^). 


Demonstration. —Soient m le nombre des cötes de cliaque face 
d’un polybdre regulier; n, le nombre des arbtes de cliaque angle 
polybdre. 

Chaque angle d’une face, quelconque est exprimb (PJ., 163, Rem.), 

4 

l’angle droit etant pris pour unite, par le nombre 2 — —; maisla 
somme des n angles groupes auLour d’un sommet etant plus petite 


que 4 droits, cliacuu d’eux est inferieur ä -• 

n 


Donc on a 


ou 



m n 


(15) 


1 1 1 

Jl _l i 

m ' n 2 


l’bgalite etant exclue. 

Gette inegalite fournit ä eile seule la conclusion demandbe. En 
effet, les nombres m et n sont tous deux au moins bgaux ä 3. Or, ils 

(1) II existe des polyödres rdguliers dtoilös, analogues aüx polygones rdguliers dtoilds, 
Gomme dans le cas des polygones, tout polyödro regulier dtoilö a pour sommets les sommeU. 
d’un polyMro regulier proprement dit. Dfes iors, les polyedres rdtuRers dtoiles sont, eux aussi, en 
nombre lirnite. 
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ne peuvent etre tous deux superieurs ä 3 ; car^ pourm> 4, n> 4^ 

111 

on a-1— << -. 

m_ n ^ 2 

Donc 1 un d eiix au moins a la valeur 3. Supposons que ce seit 
quitte ä permuter m et n dans l’inegalite (IS), laquelle est syme- 
trique par rapport ä ces deux nombres. 

A.lors il viendra 

111 
± j_ i 

ou n <6. 

Donc n ne peut recevoir que les valeurs 3, 4, S. 

La symetrie de 1 inegalite (15) par rapport ä m et än ne doit pas 
nous etonner; ces deux nombres se permutent, en efifet, entre errx 
lorsqu’on passe d’im polybdre ä son conjugue. 

INTous avons donc un couple de Solutions conjugubes cbaque fois 

que m et n sont differents : soient, en tout, les cinq Solutions 
suivantes : 


1° : m = n = 3; 

2“, 3°: m, n = 3, 4; 

4“, 8“: m, n = 3, 5. 

0. Q. F. D. 

715 öis. Le theoreme d’Euler permet^ non seulement d’obtenir 
inegalite (15), mais de trouyer ä quoi est egale la difiference des 
deux membres. 

Soient, en effet, comme precedemment, F, S, A les nombres des 
facGs, dGs somiiiGts 6t dGs ciretGs. 

Cbaque face ayant m arbtes, elles en ont en tout mF : mais 
cbaque ardte est ainsi comptee deux fois, puisqu’elle est commune 
ä deux faces. 

On a donc 

mF = 2A; 

de mbme (an« a#te joignant deux soraroets), 

nS=:2A; • 

n suffit de tirer de ces deux formules les valeurs de F et de S, puis. 
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de les reporter daas la formiile 


pour obtenir 
(15') ' 


F -[^ S = A -{- 2 
m n 2 A 


üne fois connus les nombres m et n, on voit que A sera connn par 
l’equation precddente, apres qiioi les relations (16) et 16'} donnent 
F et S. 


On a ainsi: 

1“ Pourm = n=3: A=6;F = S = 4-, 

2“, 3« — m, ?i = 3, 4: A = 12; F, S = 8, 6 ; 

4“, 30 — m, w = 3 / 5 : A = 30; F, S — 20, 12. 

Le raisonnement qne nous venons de presenter ne siippose nulle- 

ment l’egalite des angles ou des cötes. 

II fournit la demonstration de la proposition plus generale sui- 
vante : II n'exisle que cinq espöces de polyedres dont lautes les faces 
aient le mSme nombre de cötis et töus les angles polyedres le mchne 
nombre d'aräes. 

II est ä, remarqiier que Tinegalite (15) est cncore Iburnie par 1(3 
triangle spherique ABC {ßg. 582) qiü a rangle en C droit, Tangie 
/N 2 

en A dgal ä — dr. (puisqu’il y a, autour da A, 2a angles egaux donl la soniine 

2 

fait 4 dr.) et l’angle en ß egal ä •— dr.: il suffit d’ecrire que la somme 

ni 

de ces angles est superieure ä 2 dr. 

716. II est aise, enfin, de voir que, comme nous l’avons a.nnonee 
plus haut, deux poly&dres Hguliers de nuhne espece P, Q so)it 
semblables. 

Tout d’abord, il en est certainenient ainsi si 
le nombre n est egal ä 3 : car alors, les triedres 
de P et de Q sont egaux entre eux (comnie 
ayant leurs faces egales chacune hi ch'acune) 
et, par consequent, ces deux polyedres satisfont 
aux conditions du n« 429. 

Mais tout polyödre regulier P pour lequel n •’®'- 

n’est pas 6gal h 3 est (en vertu du tableau que 
nous venons de dressor) conjugud d’un polyhdre regulier P' qui 
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satisfait ä la condition n — 3; et de meme, Q sera conjugue d’un 
polyedre regulier Q' de meme espece que P', La similitude de P' et 
de Q' etant demontree par ce qui precede, celle de P et de Q s’ensuit. 

717. Les cinq Solutions precödemment trouvees de l’inegalite (ISJ 
correspondent effectivement ä cinq polyedres reguliers que nous 
aüons apprendre ä former. 

Nous connaissons dejä: 

1" Le tetraedre regulier (711) (m = n = 3, F = S = 4, A = 6); 

2° Le cube {m = A, n = 3, F=i:6, S = 8, A = 12); 

3® Son conjugue, loctaedre (714) (m = 3,.n=4, F = 8, S=6 , 
A=12). 

Viennent ensuite : 

4o Le dodecaedre (m = 5,n = 3, F=:12, S = 20; A =r 30). Puisque 

les nombres 3 et 5 satisfont 
ä Tinägalitö (15), on peut 
construire un triedre a.icd 
{ßg. 584) dont les faces 
soient toutes trois egales ä 
l’angle du pentagone regu¬ 
lier et placer dans ces faces 
les trois pentagones regu¬ 
liers egaux numeroLes 1, 
2, 3 sur la figure et com- 
pris, le Premier entre ac 
et ad, le second entre ad 
et ab, le troisieme entre ab 
et ac. Si, autour de Faxe du 
pentagone 1, c’est-ä-dire 
9 de la droite Ox menöe par 

fig. S84. le centre de ce pentagone 

perpendiculairement ä son 
plan, on effectue une rotation dont l’angle soit la cinquiöme partie 
dela circonference, le cöte da viendra prendre la place de ac et, par 

consequent (ö, eause de Tegalitd des diedres ad etac) le pentagone 2, celle 
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de son egal 3 {ah yenant sur un cöte ce du pentagone 3). II en resulte 
evidemment qu’en repetant successivement cette rotation, ou 
obtiendra trois aujres pentagones (que nous dösignerons par les numeros 
4, s, 6 ) adjacents äl et dont chacun sera adjacent au precedent et 
au suivant (le dernier etant adjacent ä 2). 

De meme, une rotation autour de Taxe du pentagone 2 transforme 
le pentagone 6 en 1 et en 3 : la mdme rotation, effectuee plusieurs 
fois de suite, donnera donc les pentagones 7 (adjacent ä 2 et ä 3) et 8 
(adjacent ä 7, 2, et 8). 

Si, maintenant, nous effectuons, autour de Taxe primitif Otc, la 
rotation qui fait venir 3 sur 2 et 2 sur 6,1a face 7 est changee en un 
pentagone regulier adjacent ä 2 et ä 6 , lequel co'incide evidemment 

avec 8 . Donc aussi cette meme rota¬ 
tion, effectuee trois autres fois, 
donnera trois pentagones 9, 10, 11 
adjacents chacun ä deux des faces 2 , 
3, 4, S, 6 et adjacents entre eux 
(pnisque 7 et 8 possedent ces prupriötds). 

Enfin puisque les sommets libres 
des faces7, 8 ,9,10, 11 (par exemple /, < 7 , 
fig. 884) derivent les uns des autres 
par la rotation en question, ils 
formen! un pentagone plan regu¬ 
lier, qui est la douzieme face du 
polyedre b 

8 “ Licosaedre Im = 3, n = 5, F = 20, S = 12, A = 30). L’icosaedre 
regulier se deduira sans difficulte du polyddre precddent, puisqu’il 
est son conjugue. II est represente ßg. 585. 

718. Calcul des dimensioiis des polyedres reg^uliers. — 

Soient r le rayon de la sphdre inscrite, R celui de la sphere 
circonscrite, p celui du cercle circonscrit ä une face. 

Les rapporis mutuels de ces trois longueurs sont les mernes pour un 
polyedre regulier et pour son conjugue. 

Soient en effet A {fig. 586) un sommet du premier polyödre P, b le 

(1) Nous admeitons que les faces aiusi construites ne se croisent pas eiitre eiles et ddlimitent 
un polyedre, lequel est conTeotei On trouvera une ddmonstration entierement rigoureugo dans 
la note H, oü nous abordons la question par une voiediffdrente. 
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centre d’iine face ä laquelle appaTtient ee sommet; S, ie centrö 
de ]a spliere circonscrite. Le polyedre conjugiie P' pourra etre consi- 
dere comme ayant nn sommet en un point B' 
de Sb, l6 ceiitre d’une face ä iaquelie appartient 
ce sommet etant la projecLion a' de B' sxir SA. 

Les qiiantites r\ E, p sont : pour le premie-r 
polyedre Sb, SA, bA ; pour le sacoiid Sa', SB', a'B'. 

Notre conclusion ressort donc de la similitude 
des triangles rectangles SAb, Sa'B'. 

Soient mainteuant m le uombre des cAtes de 
chaque face de P, n le nombre eorrespondaut 
pour P'; de milieu d'une aröte issue de A dans 
la face de centre b du polybdre P; c', le milieu 
de i’arete eorrespondaate (issue du point B' et situee 
dans la face de centre a') du polybdre P'; de Sorte 
que c et c' sont sur un mbme .rayon perpendiculaire ä Ac, B'c' 
{fig. Mß), bc etant d’ailleurs perpendiculaire ä Sb et a'c' ä Sa'. 

Designons, comme en Geometrie plane (liv. V, cli. yii),par c,„, 
le cöte et Fapothbrne du polygone de m cötbs inscrit au cercle de 
rayon i : on aura : , 


(17) 

Ac 

= bA. 

Cjn 

2"’ 

bc = bA. a„,. 

(17') 

B'c' 

= B'a'. 

Cn 

2’ 

a'c' = B'a'. n, 


Mais les triangles rectangles semblables Sbc, SB'c' d’une part, 
SAc, SaV de l’autre donnent 

^ Ac _ SA 

B'c' ~ Sc' ’ , äV ’ ~ V 

remplaQant bc, B'c', Ac, a'c' par les valeurs precedentes et divisant 
membre ä membre pour eliminer Sc', il vient 

• Olli Sb T 
SA R 




s 

Fis, 586. 


Comme, d’ailleurs R® est egal ä -|- p^, on peut ecrire 
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-e SOUS le radical au dernier denominateur pou- 
relations a ^ ^ ^ 


a‘‘ 


fr ou 




i OU l- 


les rapports mutuels de r, R, p, les cöt^s des 
ämment fournis par les relations (17) et(17''). 

Le terme de comparaison, nous trouverons : 


Täiraedre. 


> P 


\/ 3 : 

2\/2 


(PL, 167), 


^ R;cdte:pc = R. 
3 r 3 


'n ~ ; 

/2 

; R; cötes 
0 


Cuhe. Oclaedre. 

„ __V2 


2 ’ 


P 


v/3 


R 


(PL, 166), 
(cube) 


pCn ~\J2 R (oclaedre) 


Dodecaedre. IcosaMre. 
=■ v^3; 


\/5 4-1 1 

(PL, 170), 


R 

S —1 

\/3_ 

/lO —2 v'S 


.75 + 2^8 ,/ i 0 - 2 v /8 

V -ib p = V — 15 — 


15 

R (dodecaMre) 
R 


Ri 


y^2^1 —R(icosafedre) = 


Dae que cette quantitö est positive n'est autre que l’inegaliW (15), 

TT . 7w ' . 

~ — 2 sin — (Bourlet, 2?’2^niio?n^i)’ie,liv. 1, cli.v, m'‘71). 
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EXERGICES 

1001 Tous les polygones plans convexes ont la mßme connexion (on montrera 
d’abord le fait pour les triangles (634, 1“), puls, 4 l’aide du rdsultat trouv 6 , on 
montrera qu’on peut, sans changer la connexion, passer d’un polygone quelconque 
a un polygone ayant un cötd de moins (comparer PI., 265)). 

(Le theoreme est, d’ailleurs, ögalemenl exact pour les polygones concaves). 

1002. L’ordre de connexion d’une portion quelconque de Faire d^un polyedre 
est de möme paritd que le nombre de ses bords (exemple : Faire reprdsentde 
figure 569 a deux bords et est ä connexion doubde). 

On observera que toute section augmente ou diminue d’une unite le nombre 

des bords. ^ ... . . 3 

En particuliei'j si Fon supprimß d'un polyedre qui satisfait aux conditions du 
n» 698 une face quelconque, on obtient toujours une surface polyddrale dont Fordre 
de connexion est impair. 

1003. Dans tout polyedre, on a (en d(5signant par A le nombre des arOtes) : 

2Ä =3F3+4Fi + 5 F 5 ... = 3 S 3 + 4S,;-|-SSj+... 

en ddsignant par Fa, F^, F 5 ,... les nombres de faces triangulaires, quadrilateres, 
pentagones,... par Sa, les nombres d’angles polyödres ätrois, quatre, cinq... 

faces (comparer 715 bis). 

1004. Dans tout polyedre de genre z4ro, on a (notaüons du n“ 705): 

6 F—12>2A>3F>A + 6 
6 S —12>2A>3S>A + 6 

(Pour cet exercice et les suivants, utiliser ex. pröeddent). 

1005. Un polyedre de genre zdro a au moins une face triangulaire ou au moins 
un angle triedre. 

Le nombre des faces triangulaires, augmentd de celui des angles triödres, donne 
un total au moins dgal 4 8 . 

1006. Dans un polyedre de genre zero, il est impossible que tontes les faces aient 
plus de einq cötds, et il est impos.sible que tous les angles polyedres aient plus de 
cinq faces. 

1007. Il n’y a pas de polyedre de genre zero qui ait exactement sept arfetes (ex.lü04). 

1008. Un polyedre de genre zdro a exactement cinq faces. Quelles valeurs peuvent 
avoir le nombre des sommets et celui des arStes? 

1009. Un polyedre de genre zdro qui n’a ni face triangulaire ni face quadrilatei’e 
a au moins douze faces pentagones et vingt angles triödres. Enoncd analogue pour 
un polyedre qui n’a ni angle trifedre ni angle tdtraedre. 

Un polyedre de genre z4rö qui n’a ni face quadrangulaire ni face pentagone, a au 
moins quatre faces triangulaires. 

1010. La somme des angles de toutes les faces d’un polyedre de genre zdro est 
double de celle d’un polygone comQxe plan ayant le möme nombre de sommets. 
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1011. Si un point a est du mäme cote que le centre de la sphere directrice S, 
par rapport ä un plan P, le pole de P est du meme cote que le centre de cette 
sphere S, par rapport au plan polaire de a. 

Ku conclure qu’un polyedre convexe a pour polaire reciproque, par rapport a une 
sphere ayant pour centre un point interieur, un polyedre convexe ayant pour som- 
mets les pöles des faces du premier, pour faces les plans polaires de ses sommets 
et pour arßtes les röciproques de ses arötes. 

Les points Interieurs au nouveau polyedre correspondent aux plans entierement 
exterieurs ä l’ancien, et inversement. 

1012. Montrer que le theoreme d’Euler, pour les polyedres convexes, se deduit 
du theoreme qui donne l’aire d’un polygone sphdrique (faire une perspective sur 
une sphdre ayant pour centre un point intdrieur au polyedre). 

Qu’obtient-on en exprimant Faire du triangle spherique ABG {fig. 582) en 
fonction de ses angles? 

1013. Si un point varie ä l’inldrieur d’un polyedre regulier, la somme de ses 
distances aux faces reste constante. 

1014. En prolongeant quatre faces convenableraent choisies d’un octaedre 

regulier, on forme un tdti-aedre rdgulier et on peut ainsi former deux tdtraedres avec 
les faces de l’octaddre donnd. , ■ 

1015. II existe cinq cubes dont chacun a ses sommets parmi ceux d’un dodecaddre 
rdgulier donnd. Chäque ardte d’un de ces cubes est diagonale d’une des faces du 
doddcaddre. Chaque sommet du doddcaddre appartient ä deux des cubes dont nous 
venoris de parier. 

I 1015 bis. Inversement, un cube dtant donnd, marquons sur chaque ardte le sens 
qui va d’un sommet appartenant au premier des tkraddres reguliers qu’on peut 
inscrire au cube 4 un sommet appartenant au second de ces tdtraedres, puis menons 
par cette ardte un plan faisant, exterieurement au polyddre, un angle aigu ddter- 
mind « avec la face du cube situde 4 gauche de Fai’dte considdrde, par rapport au 
sens marqud sur cette ardte. 

Les douze plans ainsi mends sont les douze faces d’un polyedre nommd dodecaedre 
pentago7ial (i). Montrer que, pour une certaine valeur de a, le doddcaddre penta- 
gonal est un doddcaddre rdgulier. 

Sil’on joint un sommet du doddcaddre regulier n’appartenant pas au cube au 
centre de la face cubique la plus voisine et au sommet le plus voisin de cette face, 
les deux droites de jonction font avec la face du cube, la premidre un angle de 45“, 
la seconde un angle de 30“. 

Construire, 4 l'aide de cette double remarque, la projection du doddcaddre regulier 
sur un plan paralldle 4 la face du cube inscrit. 

1016. On peut, avec les faces d’un icosaedre rdgulier convenablement choisies et 
prolongdes, former cinq octaedres rdguliers. 

Inversement, un octaddre regulier dtant donnd, marquons sur chaque ardte le 
sens par rapport auquel la face qui appartient au premier des deux. tetraedres 
qu’on peut former avec les faces du solide (ex. 1014) parait dtre a gauche; puis 
divisons cette ardte dans un rapport determine, le plus grand segment precddant 

(1) Le dodfScaödre pentagonal est la forme sous laquelle se prdsentent naturellement oertains 
mindraux [pyrite], 

GdOMETRIB. II, 29 
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l’autre, lorsqu’on suit l’arete dans le sens marque. Montrer que, pour une certatne 
valeur du rapport de division, les points de division sont les somraets d’un icosaedre 
regulier. Trouver cette valeiii*. 

1016 bis. Les rotations qu’admet le dodecaedre pentagonal (exerc. 1015 his}^ s’il n’est 
pa.'; rei;ulier, sont les mßmes que celles qu’admet le tetraedre inscrit au oiibe. 

Mais les symetries par rapport au centre ou anx plans sont, parmi celles du cube^ 

celles qui n’appartiennent pfls au tdtra&dre (*). 

1017. Calculer, pour chaque espece de palyädres reguliers, le rayon de !a sphere 
tangente ä toutes les aretes. 

1017 bis. Calculer les -volames des differents polyedres rdgiiliers inscrits dans. la 
sphere de rayon R. 

Deux polyedres reguliers conjugues inscrits daus une mdme sphere sont entre 
eux comme les rayons des spheres dont l'une est tangente ä toutes les aretes du 
Premier et l’autre ä toutes les arötes du second, 

1018. Les rotations binaires du tetraedre (jointes au döplacement identique) 
formenta eiles seules un groupe, qui est un sous-groupe distingue (712 bis) du 
groLipe des rotations du tetraedre. 

Ge sous-groupe est egalement un sous-groupe distingue de celui du cube. 

1018 bis. Les rotations binaires du tetraedre effectuent, siir les quatre somtnets 
du polyedre, les memes changements d’ordre qui, appliquds ä quatre points en 
ligne droite, n’en changent pas le rapport anharmonique. • 

1010. En combinant convenablement les rotations binaires du cube, on peut 
reproduire töus les deplacements qu'admet le solide. 

” On peut arriyer au mäme resultat eu paxtant des seules rotations quaternaires, 
mais non en partant des seules rotations üernaires. 

Le. groupe du tdtrafedre et le groupe cönsiddre ä., rexercLce lOlS sont les seuls 
sous-groupes distingues du groupe du cube., Le second est le seul sous-groupe 
distingue du groupe du tetraedre. 

1019 bis. On peut obtenir tout le groupe du doddca&d're en partant des seules 
rotations binaires, ou en partant des seules i’otations temaires, ou en partant des 
seules rotations d’ordre 5 (il suffit, dans ces deux derniers cas, d’obtenir, par eombi- 
naison de rotations d’ordre 3 ou par combinaison de rotations d’ordre 5, une 
rotation binaire). 

En ddduire que le groupe du doddcaedre ne eontient aiicun sous-groupe 
distingud (*). 

1020. Le parallelepipede le plus gendral qui admet un axe de symetrie ternairc 
est le rhomboedre (390 bis). 

Un tel solide peut dtre conpd par un plan suiyant un hexagone regulier. 

(1) C’est cet ensemble de rotations at de symetries qui caractdrise, en cristallographio, la 
symdtrie cubique bdmiddrique. 

On laisse de c&td, bien entendu, le cas oti la doddcaädri pentagoual dovient un doddcaSdre 
regulier et oti des symdtries suppldmentaires apparaissent. 

(2) Pour des raisons dont ii est irapossible de doniier la moindre idee ici, et qui ressortent 
destravauxdeGalois(voir pageböli, note 2), cette proposition et, d’une manifere gdndrale, la 
notion de sous-groupe distiiigud,jouentun rdle fondameatal ’en algfebre (et, par contre-coup, 
dansl'dtude des qiiestions qui font Tobjet de la noLo E). C’est gräce ä eiles, en raisonnant sur 
les cinq cubes de Texercice 1015, qu on peut demoßtrer rimpossibilite de rdsoudre par radicaux 
l’dquation gendrale du cinquieme degrd. 
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1021. D4duire des remarques du n“ 712 le calcul des dimensions des polyedres 
reguliers. 

(On prendra pour a, ß les milieux de deux aretes cons(5cutives d’une mÄme face). 

Comparer les resultats auxquels condüit l’application de la methode ä un polyedre 
et ä son conjugue. 

Montrer que si X est le nombre des cotes du polygone regulier qui a pour sommets 
conisecutLfs a et ß et pour eeatre le centre de la sphere circonscrite au polyedre, 
m et 71 les nombres considerds dans le texte (715), on a 




■ fln® 


fCnV- _ 




Pour le dodi^caedre et l’icosaedre, on a ainsi les relations donndes aux exei cices 
181, 182; pour te cube et l’octaedre, la relation analogue concernant 1 hexagone, le 
carre et le triangle dquilatdral. 

On a ensuite ■^— = -:^, et les cötds des deux polyedres sont 


Cm Cn 

2“ 2 


Clm Ctn 


1 

- c-, 


2Rcx 

Cn 


^X. 

Cm 


1021 bis. Le diedre V compris entre deux faces adjacentes d’un polyddre rdgulier 
est donnd par la formule 

V am 


Sin 


1 


— est un angle aigu d’un triangle rectangle dont les cOtes sont mesurds 
2 

par cinh-ci (ex. pr6ced.), 

1022. Un polyedre regulier P etant donne, on considere une quelconque de ses 
ardtes A; on construit un.prisme ayant ses ardtes paralleles d A et dont la base est 
un triangle equilatdral ayant son centre sur A, Tun des plans de symetrie du 
prisme passant par le centre du polyedre. On opere ainsi sur toutes les ardtes, les 
prismes obtenus etant egaux entre eux et semblablement placds- On limite le 
prisme construit autour de chaque arete ä sqs intersections avec les prismes ana- 
logues construits autour des aretes voisines, et on suppose que les prismes 
(ainsi limites) construits autour d’ardtes non consecutives sont sans point commun. 

Soit Q le polyedre formd par l’ensemble des prismes prdcedents (les faces du 
polyedre primitif P dtant enlevees). Trouver (P designant successivement c’nacun 
des cinq polyedres reguliers) l’ordre de connexion de la surface obtenue en enlevant 
une face de Q. Determiner cet ordre : 1° ä, l’aide du thdoreme d’Euler generalise 
(n° 706); 2“ directeraent. ’ 

L’ordre obtenu serait-il modifld si les prismes etaient polygonaux et non.trian- 
guiaires? 
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CHAPITRE VI 

SECTIONS PLANES DU CONE ET DU CYLINDRE DE REVOLUTION 

719 . Theoreme. —Lasection d'un conede nivolutionpar unplan esi 
Une ellipse, si le plan mene par le sommel, parallelernent au plan 
secant.est exterieur au cöne; 

Une hyperbole, si le plan mene par le sommet, parallelery;.ent au 



Fia. S87. 

pian secant, coupe le cöne suivant deux geueralrices äistinctes 
Une p.'jabole, si le plan mene par le sommet, parallelement au 
plan secant, est tangeni au cöne. 

Soient S le sommet du cöne, Sa; son axe, P le plan secant. Par Sa;, 
menons un plan perpendiculaire ä P, lequel coupera le cöne suivant 
deux generatrices SA, SB: nous prendrons ce plan SAB, qui est un 
'■plan de syraetrie de la figure, comme plan du tableau. 
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Conformement ä l’enoiice, nous dislinguerons Irois cas: 

1er C^s. — (Le plan parallele ä P, mene par S, est exterieur au cöne). Soient 
Ä et B les points d’intersection des generatrices situees dans le plan 
du tableau avec le plan P [ßg. 587). 

Parmi les cercles tangents aux trois cötes du triangle SAB, deux 
ont leurs centres 0, 0^ situes sur Sa? .* ce sont le cercle inscrit et le 
cercle exinscrit dans l’angle S. Leurs points de contact F, F avec 
AB sont situes entre A et B; leurs points de contact C, D, G', D' {ßg. 587) 
avec SA et SB sont sur SA, SB eux-mömes pour le cercle 0; sur SA et 
SB prolonges au delä de A et de B,' pour 0^ 

Faisons tourner la figure (a l’exception de AB) autour de Sa;. Les 
droites SA, SB engendrent le cöne ; les cercles 0, 0' engendrent 
deux spheres inscrites dans le cöne (452), la premiere suivant le 
parallele CD, la seconde suivant le parallele C'DC Ces deux spheres 
sont d’ailleurs tangentes en F, F' au plan P (354). 

Soit maintenant M un point quelconque de la section. La genera- 
trice qui passe par M coupe les cercles CD, C'D' en deux points I, F 
et, en ces points, eile est tangente aux sphöres 0, 0'. MF etant 
d’autre part tangente h la sphöre 0 et MF' ä la sphöre 0', on a, en 
vertu dutheoreme du n" 452, 

MF = MI, MF'r^MF. 

Or, la somme MI + MF est egale (‘) au segment IF, lequel est 
constant, car ilse deduit de CC'par une rotation autour de Sa;. Donc 
le point M est sur une ellipse fixe de Foyers F, F'. 

Inversement, tout point M situe sur cette ellipse est commun au 
plan P et au cöne. ' 

On peilt, en effet, mener par M, dans le plan P, une droite qui 
coupe le cöne en deux points M', M" (par exemple, celle qui joint M 
au point d’intersection de Faxe (^) Sa;. Ges points sont, d apr^s ee qui 
precöde, sur 1’ellipse E,laquelle ne peut avoir, avec la möme droite, un 
troisifeme point commun M distinct des premiers. 

(1) C'est bien la somme de MI et de MI', et non leur difförence, qui est dgale ä 11'; autrement 
dit, M est bien entre I et V et non sur Tun des prolongements de 11'. Car les deux spheres 
auxquelles appartiennent rospectivement 1 et I' sont de cötds differents du plan P, et le point 
M, dans ce plan. 

(2) L’intersection d’un cöne de rdvolution avec une droite situöe dans un möme plan avec 
Taxe s’obtient immediatement en raenant le plan ainsi formö, lequel coupe le cöne yiivant 
deux gönöratrices: il y a donc toujours deux points d’intersection (ä distance fmie ou ä l’infint). 
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L’ellipse E et k sectioa co'incident donc etttidrement. 

(•„^ntlaire —^1 diacm des /'oyers correspond une droite du plan 
Jmt (appelfedi«!«») teile :gue ladislanced'un point qudconque de 
la section ä cette droile seit dans un rapport conslant avec la dis- 
inmp'p rJp c6 poi'i^t o/n ^oysT» 

En effet, nous venons de wir qu.e Ton a MF = MI. Or, MI est 

dans un rapport constantavec 
la distanceMm dupoint M au 

plan n du cercle CD, car le 
triangle rectangle Mml a son 
angle en M constant (egal ä 
l’angle de SI avec l’axe du cörie) 
et, puisque M est dans le 
plan fixe D, eette distanee 
est elle-in.6me propor- 
tlonnelle (366) ä ladistance de 
M .ä, la droite L,j/ {fig^ 587), 
interseetioB des plans Petll. 

Cette droite jouit donc 
de la propiidte annoncee. 

719 bis. 2« CAS. ~ (Le plan 
pai'allele ä P, mene par S, coupe 



Soient encore A et B { fig. 588) les points oü les generatrices situees 
dans leplan du tableau rencontrent P. Ces points sont sur deux 
nappes differentes du cOne. Parmi les cercles tangents aux trois 
cotes du triangle SAB, les deux qüi ont leurs centres 0, 0' sur Taxe 
sont exinscrits dans les angles en A et enB. Leurs points de contact 
F, F' avec AB comprennent entre eux le segment AB. Leurs points de 
contact avee SA, SB seront encore designes par G,D, G',D', le point G 
etant entre S et A, le point D' entre S et B. 

Lbrsqu’on fait toiirner la figure (ä, l’exception de AB) autour de 
S«, SA et SB engendrent le cOne; les oercles 0, 0' donnent deux 
spheres inserites suivaM les paralleles GD, CD' et tangentes au 
plan P en F, FC 

M etant un point quelconque de la section, la, generatrice qui 
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passe en ce poi'ui; rencontre les cercles CD, CD' en deux poinls I, r 
et Ton a encore MF = M1, MF'=MF, de sorte que la difference (*) 
entre MF et MF' est egale ä celle qiii existe entre MI et MF, c’est-ä- 
dire ä IF : longueur constante (comparer i«) et ögale ä CG'. Donc le 
point M est sur une hyperbole fixe de fbyei’S F, F'. 

Les asyiiiptotes de cette hyperbole soni evidemment paralleles 
aux generatrices G, G' du ebne qui sont v>a'rallelGS au plan P. Car 
forsqn’iino generatrico variable s’approche de G, son inlerseclion ave<? 
P s elüigae iiidefiniment dans une direction parallele ä G. 

Inversernent, tout point M de cette hyperbole apparlient au edne, 
comme on le voit encore en menant par M une droite qui coupe ce 
ebne en deux points. 

En un mot, Fhyperbole est la aection demandöe. 

Les deux branches de Fhyperbole sont övidemment situdes 
cliacime sur une des deux nappes du cöne. 

Remarques. — Si P so ddplace parallelcment ii lui-meme, les sec- 
tions succcssivcs sont evidoinment des coiirbesliomothetiques, lerapport 
du similitiido elant colui des distances dos plans secanls au soinmcl. 

Si, dans ce duplacement, le plan P vient a passor par le sornmel du 
cöne, la seclion so reduil a un sysloine de deux generalrices. 

Donc (Gf. n“ 507 bis), un systerriG de deux dvoites est une fomia 
limila dlinperhole. G’ost vers cet cnseml)lo de deux droites, ct non 
vors un point iiniquc, (pio lend rhomolhelique H d’unc hyperbole fixe 
Hfl, lorsqii’ou fait tendre vers xero le rapport k de simililudo (le ceatro 
d’liomolliuLie eliinl, par exeiriple, le cenlro de la courbe). Soll, en eilet, 
Xi une abscisse determinee quelconque non nulle, les axes coordonnds 
elant les asymptotes supposees fixes : rhyperbole" variable 11 dont 
ruqnalion rapportee ä cos axes est (620 bis) xy~A aura, quol que 
soif A, un point Ml d’abscisso ccj, dont Fordonnee — A: Xi tendra 
vers zero avcc A. 

Quant au point correspondant de l’hyperbolo fixe Hq, il s'eloiynera 

Cö 

ind4ßniment, dans ces conditions(*), puisqiie son abscisse est 

(1) M ost sur l'un <los jirolongemonls de 11' (et noii cnlre I et I'), piiisque les deux spheres 
simtiei du inemc c(’)td du planP. 

{i) Oll reruiontredes ciroonstances anälogues cliaque fois que l’on transformo par lioinothd- 
lie, le rapport d’hornotlietie devenant uul, une courbe ayant des branches hilhiies, puurvu que 
celies-ci aient des directions asymptotiques ddtormindes» 
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Corollaire. — ^4 chacun des foyers correspond iine droiie du plan 
secant (appelee diredrice) teile que la distance d^un point quelconque de 
la section ä cette droüe soit dans un rapport constant avec la distance 
de ce meme point au foyer, 

Cette droite est (comme en 1 «) Tintersection du plan secant P et du 
plan du parallele suivant lequel l’une des deux spheres 0, 0' est 
inscrite au cöne. 

720. 3^ Gas. (Le plan mene par S, parallölement ä. P, est tangent au 
cöne). La generatrice de contact est alors, par raison de symetrie, 
dans le plan mene par Sa? perpendiculairement ä P ; c’est donc une 
des deux droites SA, SB. Nous nommerons SB cette generatrice, et 
A sera le point oü 1 autre generatrice situee dans le plan du tableau 
rencontrera P, de sorte que kb {fig. 589) sera la trace (parallele k SB) 
de P sur le plan du tableau. 

^ II n y a (PL, 94) que deux cercles tangents aux trois droites SA, 

sur Sa?.- soient G, D, F {fig. 589) 
ses points de contact. Les deux 
Premiers engendrent (comme en 1 ° 
et 2o), par revolution autour de 
Taxe, le parallele de contact du 
cöne donne avec la sphere de 
centre 0 et de rayon OF. 

On voit, comme tout ä Theure 
(1°, 2o, Corollaires), que la distance 
d’un point quelconque M de la 
section au point F est dans un 
rapport constant avec la distance 
du meme point ä la droite Ly, 
intersection du plan P avec le 
plan du cercle CD, droite qui est 
evidemment perpendiculaire au 
plan du tableau [355, (Coroll. Il)], 
son intersection avec ce plan etant le point*L oü se rencontrent les 
droites A5, CD. 

Or, lorsque le point M est en A, sa distance k Ly n’est autre que 
AL; d autre part, AL est egal a AG, car le triangle LAC est manifes- 
tement semblable au triangle isoscele SGD. Comme AG est egal ä AF, 


bli, Aö un seul a son centre 0 
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nous voyons que le rapport constant des disLances du point M au 
point F et ä la droite hy est egal ä l’unite. Donc la section est iiue 
parabole ayant F pour feyer et L/y [)Our directrice. 

M6mö demonstration que dans les cas precedents, pour lo fait que 
'la parabole est sur le cöne. 

Rbmaeque. — Dans ce troisieme cas, si le plan secant passe lui- 
raßme par le sommet, il est tangent au cöne et a, par conseqiient, 
en commun avec lui deux generatrices confondues. 

Deux droites confondues, ou plutöt (comme on le verra en depla- 
(jant continöment le plan secant parallölement ä lui-möme jusqu'ä 
sa Position tangente) deux demi-droites confondues constituent donc 
une forme limite de parabole (cf. n® 521). 

720 bü. Gest en raison du theoröme precedent (et des reci- 
proques dömontrees plus loin, n® 722) que l’ellipse, l’hyper.bole et 
la parabole ont re^u le nom commun de 
seclions coniques (ou sirnplement coniques). 

721. Cas du cylindre. 

Theoröme. — la section d'un cylindre de c 
revolulion par un plan est une elHpse. 

Ce theoreme peilt evidemment ötre regarde 
comme un cas lirnile du pivkcdent (1“), le 
sommet du cöne etant supposd rejete a Tin- 
fini. La demonstration est d’ailleurs calquöe 
sur les precedentes : le du tableau ^ 
mene perpendiculairement au plan söcant P, c' 
par Taxe du cylindre, coupe ce dornier sui- 
vant deux generatrices paralleles Aa, Bb 
[ßrj. 590) qui reraplaceront les generatrices 
SA., SB du raisonnernent relatif au cöne. Les ffio. »ao. 

deux cercles 0, 0' etant, comme precddem- 
ment, determines de maniöre <i ötre tangents ä ces deux droites et 
ä la trace AB du plan P sur le plan du tableau, le raisonnernent 
sAchöve Sans modification (voir la figure S90, od les notations sont les 
xnöraes que sur la figure ö87). 

722. Les theorbmes suivants peuvent ötre consideres comme les 
röciproques des precedents. 
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Theoreme. — Une ellipse quelconquß donnee peut Hre placee sur 
v,n cone de revolution quelconque donne. 

Cherchons 'ä, determiner le plan sdcant P de la figure SS'?, 
de maniere que la section seit une ellipse E egale h une ellipse 
dionnee. 

A cet effet, remarquons que AB devra etre le grand axe de l’el- 
lipse E et, pat consequent, egal au grand axe 2a de I’ellipse donnee. 
D’autre pari, F et F’ etant les foyers de E, FA — FB = FA — F'A == FF^ 
devra elre egal ä la distance focale 2 c de l’ellipse donnee. Or on a 

evidemnient(/i‘(9'. 587). 


FA-FB = AG —BD = AC + SC—(BD + SD) = SA —SB. 


Bene 


SA — SB == 2c. 


Heciproquement, si les distances SA, SB sont telles que 
SA — SB = 2 c, AB=: 2 a (les gönöratrices SA, SB ötant dans un m'^me plan 
aveci’axe), le plan menö par AB perpendiculairement au plan SAB 

coupera le cöne suivant une ellipse dont 
la distanee focale sera 2 c et le grand 
axe 2a, donc egale h l’ellipse donnee. 

Tout revient, par suite, äconstruire le 
triangle SAB, dans lequel on connait 
l’angle eii S (^gal ä, l’angle au sommet du 
cöne), le cöte oppose AB et la difference 
SA —SB. 

Prenons sur SB prolongd, SA' =SA 
ißg. 591), de sorte que BA = SA —SB. 
L’angle AA'B est connu, il esfc egal 
(puisque SAA' est isoscele) au demi-supple- 
eig. S9I. ment de l’angle au sommet du cdne. 

Nous connaissons donc, dans le triangle 
BAA, deux cötes AB, BA' et l’angle oppose ä Fun d’eux; de plus, 
puisque Fangle connu est aigu et le cöte oppose plus grand que le 
cöte adjacent, nous sommes dans un cas (PI., 87) oü le probleine 
admetune solulion, et une seule. tJne fois le triangle BAA' construit, 
il ruffira de mener la perpendiculaire'au milieu de AA', laquelle 
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coupera bien A/B prolonge au doUi du point B {A causo de la d<iiiliie 
circonstancß quo noiis venons de rappeler)- 

Corollaire. — Le Heu des sommels des c6nes de reeoluf/on qul 
passent par une ellipse est wie h/perbole {ßg. 151)2) qui n ponr sannnels 
les foyers de l'elUpse donnde, pour foyers les sommels du grand axe 
et dont le plan est perpendiculaire au premier. 

Cetle hyperbole est dite facale de rellipso donnde. 

Laxe de chaque cöne udest autre que la tangenle ä l'hyperbole au 
commel correspondant, 

En efl'et, le sommet S d’un cdne de revolution qui doit passor par 
une ellipse donnee de grand axe AB ot de distance focale doit 
etre : 1“ sitiie dans le plan mene 
par AB perpendiculairement au 
plan de Tellipse; 2" tel que la diOe- 
rence entre SA et SB seit egale ä 2c. 

D'ailleurs rhypGrl)ole definie par 
ces conditions passe bien par los 
foyers F, F' de rellipse donnee, 

(FA —FB:=2c), De plus, Faxe du 
edne est la bisseclrieo de l’angle 
ASB, c’est ä-dire la tangenle A 
riiyperbole. 

Theoreme. — Onpeui placerune ellipse donnde sur un cyliudre de 
revolution donmp si le pelü axe de l'cllipse est egal au dlamidre du 
cylindre. 

On verra, comme dans la dömonstration du theoriune preeddent, 
que la distance focale 2c de rellipse devro, tHre egale ä la prnjection 
AA' de AB sur la, generatrice h a {Jig. IJ9()}. Des lors, on peut eons- 
triiire le triangle rectangle AA'B (coiiHiructioti toujours poKsilili» piiistpie 
AB™2fl>AA'). JjG C(M,e BA'est alors egal au petit axe de rellipse. 
S’il est egal au diamelre du eylindreg on a ainsi une solution du 
probldrne. 

Au reste, le cylindre de revolution qui passe par une ollipso 
donnee peut Atre considerd comme limite des ebnes qui contieiment 
cetle ellipse. Son axe est une asymptote de l’hyperbolo focale 
obteniie plus haut. 

Thdoröme. — On peutplacer une hyperbole donnde sur tm cöne de 




^gQ GEOMETRIE. 

rimlution donni, pounu que tangle au sommet de ce cdna koU aif 
moins egal A l'angle fmni par les asymptoles et amprenant Itt 

courbe. 

Cherchons ä delermitierle plan secant P de la figure 588 de maniöre 
que la section soitune hyperbole egale h une hyperbole doniiec (de 
distance focale 2c et d’axe transverse 2ö!)' La longueiii AB (axe transvei 
la section) devra ötre ögale ä 2fl, la longueur h F ä 2c. 

Mais ^ 

FF'=FA4-F'A=FA-1-FB=AG4"BD==AG -1-BS+SG= SB -f-BA. 



Reciproquement, si AB = 2a, SA4~SB—-2c, la section seFci l)ien 
egale ä l’liyperbole donnee. 

Tout revient donc ä construire le triangle SAB dans lequel on 
donne l’angle en S (suiopl^ment de Tangdn au 
sommet du cöne), le cbte oppo.se AIB Jo 
somme SB-1-A.S. 

Prenons, siir SB prolonge au delA de S 
{ßg. 593), la longueur SA' = SA, de stirle 
que BA'==2c. L’angle AA'B est le domi- 
supplöment de l’angle au sommet dtx c<*»ne, 
de Sorte que, dans le triangle BAA.', noii« 
connaissons encore deux cötes et l’angle opposö k l’un d’eux. 
Sculement, il y a, cette fois, une condition de possibilite : il l'uui 
que, une fois places l’angle A! et le cöte A'B, la longueur 2 a soit 
au moins egale ä la perpendiculaire BIT abaissee du point B sor AA', 
Or, dans l’hyperbole donnee, la longueur 2c et la longueur 2 a snnt 
(513)l’hypotenuse et un cöte de l’angle droit d’un triangle rec tangle 

GCiG' {fig. 426) dans lequel l’angm a = compris entre ces cdlds 
est la moitie de l’angle forme par les asymptotes qui coixipreud 
l’byperbole. L’inegalite BH < 2 a öquivaut donc (PI, 35} a 

^AA< —a ou ä la condition que le demi-angle au soramet du 
cöne (complement de BA'A) soit au moins 6gal ä. a. 


Cette condition ötant supposöe vörifidc, le Probleme qui consiste 
ä construire le triangle BAA'a, en general, deux Solutions, puisquo 
2c>2(2. Mais ces Solutions sont fournies par un triangle SAB 
unique : car en prenant, sur le prolongement de SA, la longueur 
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SB'— SB, on obtient un Iriangle ABB' repondant aux meines 
conditions que BAA', sans lui dtre, en general, egal. 

Remarque. — On peut d’ailleurs arriver ici directement äla mdme 
conclusion (voir ex. 1030). 

Corollaire. — Le Heu des sommets des cönes de revolution quipassetit 
par une hyperbole donnee esi une ellipse (dite focale de l’hyperbole) qui a 
. pour foyers les sommets de cette hyperbole, pour grand axe sa distance 
focale et dont leplan est perpendiculaire au plan de l'hyjoerbole. 

Haxe de chaque <c6ne est la tangente ä Vellipse au sommet de ce ebne. 

II est ä remarquer que cetie ellipse a, inversement, pour focale 
l'hyperbole donnee^ comme cela resulle de leur construction. 

Theoreme. — On peul toujours placer wie parabole donnee sur un 
ebne de revolution donne. 

En effet, pour que, dans la flgiire 589, la secLion soit dgale ä une 
parabole donnee, il suflit que A,F = AL soit egal au demi-para- 
mötre de celle-ci. On peut construire 
d’aprös cette condition le triangle isoscele 
ALC, puisqu’on en connait l’angle en A, 
egal ä Tangle au sommet du cöne. On peut 
ensuite tracer le cercle 0 (dont on connait 
deux tangentes avec leurs points de contact) et en 
menant la tangente SD {fig. 594) parallele 
ä AF, on acheve de former une figure 
egale ä la portion de la figure 589 siluee 
dans le plan du tableau. 

Corollaire. — Le Heu des sommets des 
ebnes de, revolution qui passeni par une 
parabole donnee est une parab’ole (dite focale la premiere) dont le 
sommet et le foyer sont respectivement le foyer et le sommet de la 
parabole donnie, les plans des deux courbes Uant perpendimlaires 
enire eux. 

En effet, le symetrique A' de A par rapport au point 0 appartient 
a SD (symetrique de kb par rapport a 0). D’autre part, lorsque la para¬ 
bole de section est donnee (et par consequent, avec eile, les points A, F et le 
plan du tableau), ce point A' decrit une droite fixe, perpendiculaire 
n AF : ä saroir la parallMe k FO menee par le point L', symetrique 


s 
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de A par rapport ä F. Comme-le triangle SAA' est isosc&le {puisque 

SA^ = öAA^= SA^, le point S est sur la parabole du foyer A et de 
directrice \Jk!: parabole dont les relations ayec la parabole donnee 
sont bien celles qui sont indiquees dans Tenonce. 

Chacunede ces deux paraboles est foaale de Vautre. 

723. II resulte du numero precedent que tonte conique peut 6 tre 
consideree comme une section plane d’un cöne de revolution. 

Par conseqiient (en vertu des corollaires des n“® 719, 719 bis), tonte 
conique a une directrice correspondant ä chaque foyer et peut 6 tre 
consideree comme le lieu (^) des points de son plan tels que leurs 
distances ä ce foyer et ä cette directrice soient dans un rapport 
constant. 

C’est la proposition etablie aux 11 °« 495 pour l’ellipse, 507 bis pour 
l’hyperbole. On voitque, moyennant les conclusions du numero pre¬ 
cedent, les corollaires des n^^ 719 ^ 719 bis en fournissent une seconde 
demonstration. 

Nous savons egalement que, inversement, le lieu des points d'un 
plan tels que leurs distances ä un point et ä une droite de ce plan {le 
point üantexterieuT ä la droite)^ soient dans un rapport constant^ estune 

conique (ellipse, parabole ou hyper- 
bole, suivant que le rapport donne 
/y 'est inferieur, egal ou superieur ä 1 ). 

/ Nous pouvons demontrer ä nouveau 
_ .\ J ce resultat par les methodes des 

--.L nos7i9_720. ; 

Fia. S 9 S. Soient, en effet, A, B 895) les 

points du lieu situes sur la perpendi“ 
culaire FL abaissee, du point donne F, sur la droite donnee Ly. 
Par le point F, dans un plan perpendi culaire au plan donnd, 
traQons une circonference 0 tangente k AF et soit AG la seconde 
tangente menee du point A ä cette circonference. 

Le cöne (ou cylindre) circonscrit ä la Sphäre de centre 0 et de 
rayon OF, suivant son cerele d’intersection avec le plan CLy, coupe 
le plan donne suivant une conique de foyer F, teile que le rapport 

(1) II resterait, il est vrai, & faire voir que Io lieu, ne contiont pas d’autres points que ceux 
de la conique; mais c’est ce qui rdsulte aisdment de ce quo ce lieu n’a que deux points com- 
muns avec une droite quelconque (vair ex. 1023). 
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dos dislances d'un quelconque de sos points ä F et ü Ly soll, eg’al 
co'incide des lors avcc le Heu cherche. 

724. Dans les ii«'ures des n“ 719-721 {tk/. UHTsiHllj, romplaeons l’mu! .los 
spheres 0 el, 0' pai* imo sphöre 0" {flg. IjDO) ügaleuieiil. insorite an eüno 
suivdiitun paiuliele iiuiis aecante aai plan P .suivant iiu cori’lo c. 8i 

iious dti.sigtioiis par le poinfc oü la gi'iueral.riee qui [lassc un im [tnint 
queloonqiK! M de la secLiou coupe lo [)ar‘allLde C”I)'G la l(nif;iu!ur MF' e.sl, 
eyale a la, laitgauLe inenee du poinl, M au cercle c. Or, ccLle longiieui* Ali' 
ost (coiaparei* 719, Coroll.) daiis un rappui'L cuuslaufc avuic la distaace AH/t" 
du ptiial M an plan da parallel(3 G"ü", ou uveu la disLancn du meine poinl ,M 
ä la droile L"//" {ßg. [>()(“,) suivant laquelle ee plan ciMipo le plan P. 

Airisi, witi (wniquf} Muni. do7in(}e, U eannle ime hißnitd de eevelet^ i: Iah quu 
la tangmte men,de d'nnpohit qiielconque de la anwbe d ßim d'enire (niii; Htdl 
dum un rappoid conslunt avee la dialance de ee ‘meine qinhil ä une dmdio ddlcr- 
min de. 

l.a druite donl. il sagil vario d'ailUnu's uvec le tdioix du ceraly e; mais lo 
rappurt; dniiL il esl, (iticslion dans rdnouce esl, loujours le laCsiue el, dgal a 
1 fjXLf.iUtiil itd (n precodent) de la courbe. Car si lii puiut M vienl eu A, les 

distanees da l'uj-i-i’ F el de 



au Carola c et la distaiice ä la droitc correspondante Konl respeetivement 
egalo.s d AC" el AL" {flg. dOG) : or les longueiirs AC, AL, AC", AL" sont 
evidiaannail en proporlioii, u cause du parallelisme de CL et da (7'L", 
Lorsque le parallele G"D" coupe la conlque {ßg. 1>9B hh), celle-ci esl. tan- 
geate au cercle c aux deux points d’intersectlon (puisqiio la sphöre et le 
cGno ont en Tun de ces points le mönie plan tnngent, dont la trace sur lo 






464 


GfiOMßTRIE. 


plan P est tangente aux deux oourbes). Inversement, tont cercle Utangeni d 
ia conique et ayant son cenlre sur l'axe focal (propriötö qui appartient evi- 
demmeiit au cercle c) peut üre considere comme une position du cercle c. Car 
on peut evidemment faire passer le cercle c par un point quelconque de la 
conique (il sufflt d’y faire passer Je parallele C'M)" 
etil n’y a, eii ce point, qu’un cercle bilangent ayant 
son centre sur Taxe focal (le centre du cercle etant 
determind {fig. 597) par Tintersection de la norrnule 
au point considdre avec Taxe), 

Lorsque le cercle c est bilangent^ la droite \J'y" 
correspandante n’est autre que la corde de conlacl, 
comme le montre dvidemment la flgure 596 bis. 

725. La defluition d'une conique par un foyer et une directrice fournit 
une nouvelle construction de la tangente ä la courbe. . 

On a, en effet, tout d’abord le theoreme suivant: 



Fig. 397. 


Theoreme. — Sionmdne les droiies qui vont d'un foyer dhine conique 
aux deux extremites d'une corde et au point d'intevsection de celte 
corde avec la directrice correspondante au foyer considerd, la derniere. 
de ces droiies fait des angles igaux avec les deux premUres. 

Soient {fig. 598) Fle foyer, MM' la corde consideröe, m, m'les pro- 
jections de M et de M' sur la directrice, I le 
point de rencontre de cette directrice avec 

MM'. La Proportion ^ montre que 

Mm Mm ^ 

le rapport est 6gal au rapport • 

Mais ce dernier est egal ä ~ • 

IM' 

Le point I, partageant MM' dans un rapport 
, , , FM 

^ FM'’ (PL, 115) h la bissectrice de Tun des angles 

formes par FM et FM'. 

Corollaire. — La droite quijoint le foyer au point'dintersection de 
la directrice avec une tangente est perpendiculaire au rayon vecteur qui 
va de cememe foyer au point de contact. 

Car silepointM' se rapproche inddfiniment du point M, la droite FI 
ne peut ötrela-bissectrice de l’angle MFM' lui-merae, sans qiioi le 
point I tendrait vers le point M, ce qui ne se peut (le point M na 
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pouvant ^tre sur la directrice); eile est donc perpendiculaire ä ceLte 
bissectrice, et tend, par suite, vers une position perpendiculaire 
ä FM. 

Remabque. — Dans le cas de la parabole, on retombe ainsi sur un 
resultat identique ä celui du n“ 525. 


726. Theoreme. — Le produit des distances d’un point quelconque d'un 
cöneä base circulaire ä deux plans tangents est dans un rapport constant avee 
le eavH de la distance du mime point au plan des 
deux gineratrices de contact. 

Le produit des distances d’un point quelconque 
d’une conique ä deux tangentes est dans un rapport 
constant avec le carre de la distance du mime point ä 
la Gorde de contact. 

Considerons d’abord un cercle G et soient öj, a^ 
deux points de ce cercle; dj, d^ les tangentes eii 
ces points, d la droite : alors la distance mn 
{fig.^^9) d'un point quelconque m de la circonfirence 
ä la droite*d est moyenne proportionnelle entre les 
distances mn^, mn^ du mime point aux droites d^, dg. En adoptant la nota- 
tion du n° 624, on a 

(m, d) ^ (m, dg) 

(m, dj) (m, d) 

En effet, l’angle ma^n est dgal ä l’angle ma^ns (car ils ont tous deux pour 
mesLire la moitie de l’arc mas); l’angle ma^n est, de mßme, dgal ä Taiigle 
rnaim. Dbs lors, la similitude des triangles rectangles Wfljn, muzn^ et celle 
des triaagles rectangles ma^n, ma^ni donnent 



Fia. S99. 


S' 



Flö, 600. 


mn __ nv ^. _ ma^ 

moi ma^ ’ mn^. mn ’ 

d’ou, en multipliant membre ä membre, la Pro¬ 
portion qu’il fallait demontrer. 

727. Prenons maintenantuncöne, desommetS, 

ayant pour base le cercle C et soit M un point 
de la gendratrice &m {fig. 600). Le quotient 

est (624) dans un rapport constant avec 

le quotient (la notation (M, Sd) dösignant 

comme au n“ 624, la distance du point M au 


plan de S et'de d); et de meme, le quotient j— ' ’ • ©st dans un rapport 
constanl avec 

(M, SÄ, 
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Donc Tegalite 1®’ 


{m, d) 


(m, di) {m, dg 


= 1 


donue Hen 


(M, Sd) (M, Sd) _ (M, Sd)2 

(M, Sdi)' (M, Sda) ■ (M, SdJ.(M, S^) 


Enfin, supposons que le cöne eii question soif; de revolution, et coü- 
pons-le paF iin plan P, suivant ime coiiique. Les generatdces S«i, Srtg 
coupent le plan P en deax points Ai, Ag de cette conique. Les tangentes 
en ces points sont definies par l’intersection du plan P avec les plans tan- 
gents au cöne; elles ne sont donc autres que les perspectives Dj, des 
droites dj, d.^; pendant que la corde de contact est la perspective D de d. 


Dans ces conditions, M etant la perspective, sur le plan P, d’nn point 
variable m du cercle, le quotient est (toujours comme au n" 624) 

daus un rapport constaut avec > et le quotient 


rapport constanl avec 


(M, D> 
(M, Da) 


l, Dl 


(M, Mi 


dans un 


donc l’equation (18) donue 


(M, D) (M, D) _ (M, D)2 

(M, D0'(M, Da)- (M, DJ.(M, Da)- 


Le thiioreme est ainsi demontrd, car on peut (722) prendre, pour la 
conique qui flgure dans le raisonnement precödent, une conique domi(5e 
quelconqiie et les points Ag peuvent 6galeraent 6tre clioisis arbitraire- 
ment sur cette conique (il suffit de prendre, pour a^, les points du 
cercle G situes sur les göneratrices SAj, SAj). 


728. RemarquEv — Le Iheoreme precedemment invoqud (726), relatiC au 
cercle, n’est qu’un cas liinite d’un theoröme analogue (PL, ex. 145) ou flgiire 
un quadrilatere quelconque inscrit au cercle. Si 1 on raisonne sur ce dernier 
corarae nous l’avons fait dans le texte, on arrivera ä cette conclusion (tlieo- 
reme de Pappus) : Bans tonte conique, le prodmt des distances d'un point de 
kt cQurbe ä deux cötes opposes d'un quadrilatere inscrit est dans un rapport 
constant avec le prodmt des distances du mdme point aux autres cötds. 

729. Theoreme. — Le pro diät des distances d'un point quelconque d'une 
hyperbole aux asymptotes de cette courbe est constant. 

C’est la proposition dejä etablie au n“ 520 öi's. 

Soit une hyperbole que Ton peut considdrer comme la seetion, par un 
plan P, d’un cöne de revolution : le plan parallöle ä P, menö par le 
sommet S de ce cöne, coupe ceiui-ci suivant aeux genöratrices. Dans le 
raisonnement du numero precedent, prenons pour Ug les points 
du cercle C (base du cöne) situes respectivement sur ces deiix göne- 
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ratrices [fig. 601), de sorle que le plan Sd sera parallele ä P : les plans 
taiigents St^, saivanl les generatrices en question coupent le plan P 
suivant les droites Dj, D 2 . M etant un point quelconque de l’iiyperbole, le 


quolient 

quotient 


(M, Sc^i) 
(M, ScZ) 
(M, Sda) 
(M, ScZ)’ 


sera, ici (626), proportionnel ä la disLance (M, Dj) et le 
cL la dislance (M, D^). La relation (18) deviendra donc 


(20) (M, Di).(M,D 2 ) = Constaiite. 

Dj, Dg sont les asymptotes de l’hyperbole puisque (cf. n“ 520 bis) lors* 
qu’une des deux distances (M, D^) (M, P^) augmente indeflniment, Fautre 
tend vers zero : propriete carac- 
teristique des asymptotes (515; 
ex. 789). 

On peut d’ailleurs constater 
directement que D^Dg sont les 
deux asymptotes; car ; 

“ r les generatrices Suj, Sag, 
sollt celles dont les points com- 
miuis avec P sont ä rinfini; 

2“ Dj (ou Dg) est la II mite 
d’une tangente ä la conique, 
lorsque le point de contact de 
cette tangente s’dloigne- indefl¬ 
niment, parallelement ä Sa (ou 
Sag). 

730. Remarques. —Les hy- 
perboles que Fon deduit d’une 
byperbole determinde li en 
changeant la yaleur cons’tante 
du produit (20) sans changer 
la Position des asymptotes, 
sont homothetiques de H, le 
rapport d’homothetie etant la 
racine carree du rapport dans Pia. eoi. 

lequel la constante en question ‘ . 

a ete augmentee ou diminuee. • 

Pour passer ä " la conjugude de H, on doit (520 Oia) multiplier cette 
constante par,—„1. II y a donc lieu de considdrer la.conjugude de II 
comme homothdtique de H, avec le rapport de similitude imagniaire 
yiTl; et, en effet, les proprietes des hyperboles conjuguees s’expliquent 
Ires simplement ainsi. . ^ 

Nousavons yu(719, Remarque) que si le rapport d’homothdtie devientnul, 
Fhyperbole h'oraotiidtique se rdduit a Fensemble des deux asymptotes. ■ 


s 
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EXERGIGES 


1C23. Que devient l’homothetique d une parabole lorsque le rapport d’homothöLio 
lend vers zero (le cenlre restant fixe) ? 

1024. Intersection dune droite avec une conique definie par son foyer, sa direc- 
trice et son excentricile (se ramöne ä PL, 116). 

1025. Construire une conique, connaissant un foyer et Irois po’nts, en deflnissant 
la conique par son foyer, sa directrice et son excentricite. 

1025 bis. Trouver de möme les points de renconlre de deux coniques ayant un 
foj'er commun. Ddduire de lä une solution du problöme des cercles tangents (aiix 
exercices 824 et 825, les deux problemes precedents ont etd, inversenient, ramenes 
au Probleme des cercles tangents). Deduire egaleinent la solution du probl6nae des 
cercles tangents de celle de l’exercice precedent. 

1026. Construire une conique connaissant la directrice et trois points. 

1027. La distance d’un point d’une hyperbole au foyer est dgale fi la distance du 
möme point 4 la directrice, comptöe parallelement 4 une asymptote. 

1028. La distance d’un point d’une conique 4 un foyer est egale au Segment 
intercepte, sur la perpendiculaire 4 Taxe focal menöe par ce point, entre Taxe et la 
langente 4 la courbe teile que son point de contact se projette sur l’axe au foyer. 

1029. La projection du foyer sur une asymptote (point H de la figure 426, p. 227) 
appartient 4 ia directrice. 

A quelle courbe sont tangentes les asymptotes des coniques qui ont m4me foyer 
et m&me directrice? 

^ 1030, Placer une hyperbole donnee sur un cöne de revolution donncie, en trouvant 
d abord les deux generatrices G, G' paralleles au plan de l’hyperbole. Retrouver par 
cette voie la condition de possibilitd indiquee au n" 722. 

10,(1. On nomme surface gauche de revoluHo 7 i la surface engendrde par la 
revolution dune droite autour d’un axe non situe dans un mßme plan avec eile. 

Montrer que la section d’une surface gauche de revolution par un plan est une 
ellipse, uue parabole ou une hyperbole. 

Si le Probleme pose 4 l’exercice 678 a deux Solutions, la möthode est identique 4 
Celles des n°' 719-721. 

Si le problöme posd 4 l’exercice 678 n’a pas de solution, on operera commo au 
n“ 724 et on sera ramene 4 l’exercice 842. 

Qu’arrive-t-il si les deux Solutions de l’exercice 678 sont confondues? 

1032. On considere le lieu des points d’un plan tels que leurs puissances par 
rapport 4 im cercle donne soieut dans un rapport dünne avec les carrös de leurs 
distances a une droite donnee. 

Trouver un cöne de röyolution dont le sommet. se projette, sur le plan du lieu, 
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en un point dela perpendiculaire abaissee du centre du cercle sur la droite, et qui 
passe par le lieu considere. 

Quand le Probleme est-il possible? 

(Imiter la mdthode du n“ 723. Comparer les resultats obtenus avec ceux de 
l’exercice 842. 

Montrer que la Solution de l’exercice 842 s’applique au cas oü le cercle considere 
est imaginaire (ex. 987) et donne une dernonstration des thdoremes sur les sections 
planes du cöne de revolution). 

1033. Probleme analogue pour le lieu des points tels que la somme des tangentes 
mendes par Tun d’eux ä deux cercles fixes ait une valeur donnee. 

1034. On considere les spberes ayant leurs centres sur une droite fixe et tangentes 
k une droite fixe (spheres inscrites ä la surface gauche de revolution, au cöne ou au 
cylindre). Quel est le lieu des points limites de chacune de ces spheres et d’un 
plan fixe ? 

1035. Si on projette une section plane d’un cöne de rdvolution sur un plan per¬ 
pendiculaire ä Taxe, la projection est une conique ayant le pied de Taxe pour foyer. 
(On fera passer le plan de projection par le sommet et la projection aura pour 
directrice Tintersection des deux plans.) 

1036. Reciproquement, si, dans un plan perpendiculaire ä Taxe d’uii cöne de 
revolution, on trace une conique qnelconque ayant le pied de Taxe pour foyer, cette 
conique est la projection d’une section plane du cöne. 

1037. L’intersection de deux cönes de rdvolution ögaux et parallöles est une 
section plane commune. 

1038. Ramener A.l’exercice 842 PöLude de la projection d’une section plane de la 
surface gauche de revolution sur un plan perpendiculaire ä Taxe (imiter la mdthode 
de l’exercice 1035). 

1039. La somme des inverses des segraents interceptes par une conique, 4 partir 
d’un de ses foyers, sur une corde passant par ce point, est constante. Le produit de 
ces Segments est dans un rapport constant avec la longueur de la corde. 

1040. Lieu des sommets des angles de grandeur constante circonscrits 4 une 
parabole. (Se ramene au lieu des centres des cercles qui passent par un point fixe 
et coupent une droite fixe sous un angle constant; ou au n” 723.) 

1041. Le lieu des centres des sphöres tangentes 4 trois spheres donndes se compose 
de coniques (utiliser 685). 

1042. En joignant deux points quelconques d’une conique 4 deux points quel- 
conques de sa conique focale, on obtient un quadrilatöre gauche tel que la somme 
des deux cötds est dgale 4 la somme des deux autres. II existe (exercice 684) une 
infinitd de spheres tangentes aux quatre droites ainsi obtenues. 

1043. Si une sphere est tangente 4 une conique en deux points symdtriques Tun 
de l’autre par rapport 4 Taxe focal, il existe deux cönes passant par la copique et 
circonscrits 4 la sphöre. 

1044. On considere les coniques obtenues en coupant un plan fixe par les diffd- 
rents cönes circonscrits 4 une spbdre fixe. Montrer que les droites joignant les 
foyers de ces coniques aux sommets des cönes correspondants passent par Tun ou 
l’autre de deux points fixes. 
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GHAPITRE VII 

ELLIPSE CONSIOErEE COMME PROJECTION D’UN CERCLE 
H¥PERBOLE RÄPPORTEE A SES ASYMPTOTES 

731. Le tMoräme du n" 721 foumil une nouvelle demonstraliou 
des resultats deja oLtenus aux n“® 493-494 bis. 

^ enoncer ainsi: Toute courbe plane gui se projette 
orthogonalement smvant un cercle est une ellipse. ^ 


Theoreme, — Un cercle etant rapporte ä deux dianiHres perpendi^ 
culaires entre eiix, le Heu du point qtdon deduii d'un point quelconquo. 
de la circonßrence en augmentant Vordonnee d(xn$ un rapqwrt cons- 
tunt, Sans changer l'abscisse, est une ellipse. 

Soient 0 le cercle donne {ßg. 603); O.A, Ob, les deux diamötres 
rectangulaires; m, un point de la circonference, ayant poui’ abscisse 
0(A et pour ordonnee jxm; M, un point 



cercle, les points Mq, 


pris siir gm prolonge de maniÜJre qiie —■ 

[MH 

soit egal äun nombre conslant k plus grand 
que 1. Je dis que le lieu de M est une ellipse. 

C’est CG qui resulte de ce fait que la sec- 
tion du cylindre droit qui a pour base le 
cercle donne par un plan passant par OA 
est une ellipse. Nous savons, en eßet, 
(363 bis, 366), que si est un point de 
cette section; m, le point du cercle donne, 
projection de M« sur le plan de ce 
m ont nadme projection g sur OA et que le 


rapport— est constant (il est inverse du cosinus de l’angle a que fait 

le plan de section avec le plan de base). gMo sera donc constaminent ögal 
ä gM et, par consdquent, rellipse de section sera ögale au lieu clierelie 
(que l'on obtiendra en rabaitänt cette ellipse sur le plan de base), si ce rapport 
constant est egal a /{. On arrivera dvidemment ä ce resultat en faiaant 
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passer le plan de section.par un point B pris sur lageneratrice issue 
du point de maniere que OB seit egal ä k. Ob (autremeat dit, en 

1 \ 

determinant l’angle des deux plans de maniöre que son Cosinus soit egal jh 

qui est possible, puisqiie k est superieur ä 1. 

L’ellipse obtenue a d’ailleurs pour petit axe le diametre OA 
commun aiix deux plans. 

Theoreme. — Un cercle etant rapporte ä deux diamdtres rec- 
tangulaires, le Heu du point qu'on deduit d'un 
point quelconque de la circonference en dimi- 
nuant Vordonnie dans un rapport conslant, 

Sans changer l'ahscisse^ est une ellipse ayant le 
cercle donne pour cercle principal. 

Soient encore OA, Ob les deux diametres 
rectangulaires auquels est rapporte le cercle 
donne; m un point de ce cercle projete en g 
sur OA.,; M un point pris sur gm de manibre 

cfue ^ soit dgal k une constante k plus petite que 1 (fia. 604). 

g.m 

Projetons le point M en g' sur Ob et soit m' le point oti Mg' ren- 
contre le rayon Om.. Les paralleles Mm', gO et les paralleles mM, Og' 

montrent : 1® que 7 :^— = ^— = k, de Sorte que Om' est constante; 
Om gm 

2 « crue -—-r = — 7 ■ Nous voydns doncque le point m' d 6 crit une 

gm Om k 

circonference de centre 0 et que, si Ob est pris pour axe des abs- 
cisses, le point M se deduit du point m! en augmentant l’ordonnee 

1 

dans le rapport constant (lequel est plus grand que 1) Sans changer 
Tabscisse. Dbnc le point M decrit une ellipse, 

Corollaires. — l. La projection orthogonale d'un cercle sur un 
plan est une ellipse. 

Comme nous Tavons vu au n» 49i4 cette proposition n’est pas 
distincte de la precedente. 

II. .Cette meme propositioii entralne aussi (cf. n° 494) Vequation 
de l’ellipse rapportee ä ses deux axes. 




472 


GEOMETRIE. 


733. Dans la figure 408 (n° 494 bis), on pourra operer sur toüt 
point j9(,du plan du cercle comme nous l’avons fait pour un point 
de la circonference : aura une projection P et iin rabattement p\ 
P decrivant une figure F (par exemple, l’ellipse), p decrira une figure 
correspondante f (qui sera, dans ce cas, le cercle principal). 

Un point P etant dönne dans la figure F, on construira son homo- 
logue p dans la figure f en augmentant l’ordonnee de P dans 1© 
.ci-, 

rapport - Sans changer l’abscisse. On trouvera d’ailleurs l’homo- 


logue d une drpite de la figure F en construisant les homologues de 
deux de ses points ou, plus simplement, en construisant Fliomologue 
d un de ses points que Ton joindra au point de rencontre de la droite 
avec 1 axe (ce dernier point se correspondant ä. Iui-m6me). 

Le cercle principal est aussi appele souvent cercle homographique ou 
mieui cercle affine. F et /■ sont, en effet (630-633), deux figures homonra- 
phiques, dans lesquelles les droites de Tinfini se correspondent. Les points 
du grand axe sont egalement communs aux deux figures. 

L’ellipse etla circonference du n- 731 onl entre°elles des relations ana- 
Jogues et onpeutleur appliquer des considöralions toutes semblables aux 

aS'^deux fV communs 


734. On peut tirer de ce que nous venons de dire des Solu¬ 
tions nouvelles pour les problemes dejä traites au livre IX, chap i 
tels que: ’ r > 

^ Iniersechon d'üne droite et d'une ellipse. — On determinera par la 
regle qui vient d’^tre indiquee, l’homologue d de la droite donnee D 
ans la figUre f. Les points cherchös sont les homologues (dans la 



figure f) des points de rencontre de la droite ainsi d^ermin^e avec 
le cercle principal {fig. 607). 

nngentes ä me ellipse par un point de son plan. ^ Soit P ce point. 
On determinera 1 homologue p de P dans la figure 608) : les 
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tangentes cherchees correspondront aux tangentes menees parp au 
cercle principal. 

On menera d’une maniöre analogue les tangentes ä Vellipse paral¬ 
leles d une direclion donnee. 

735. Diametres de l’ellipse. 

Theoreme. — Le Heu des milieux des cordes paralleles ä une direc 
Hon donnee est une ßroite passant par le 
centre (ou, du moins, la portion de cette droite 
intdrieure ä la courbe). 

En effet, dans le cercle qiii a pour 
projection Tellipse {fig. 609), les cordes 
qui sont correspondantes ä celles dont il 
est question dans Fenonce, sont elles- 
memes paralleles ä une direclion fixe. Le 
lieu de leurs milieiix est donc un diametre 
(perpendiculaire ä leur direction) dont la projection sera le lieu cherche. 

Ce lieu estnomme le diam^lre de l’ellipse, conjugue de la direction 
consideree. 

736. Le diametre conjugui d'une direction passe par les poinis de 
contact des tangentes parallHes d cette direction. II passe ögalement 
par le.poini de rencontre des tangentes aux extremües d'une cor de 
quelconque ayant la direction consideree. 

Car ces proprietes, qui appartiennent au cercle, se conservent 
dans la projection parallele (^). 

737. Biam^tres conjug^ues. 

Theoreme. — Si deux diamätres d'une ellipse sont tels que l'un est 
parallele aux cordes conjuguees de l'autre, reciproquement celui-d 
est paralUle aux cordes conjugudes du premier. % 

Car, la condition necessaire et süffisante pour qu’un diametre E 
d’une ellipse seit parallele aux cordes conjuguees d’un autre dia-“ 
metre D' est (735) que D, D' correspondent ä deux diametres rectan- 
gulaires du cercle qui a pour projection rellipse consideree : et il est 
clair que cette condition est reciproque, c’est-ä-dire ne change pas 
lorsqu’on permute Tun avec l’autre les deux diamötres considerös. 

(1) Ces deux thdorömes peuvent d’ailleurs se ddmontrer directement, comme nous le ferons 
danslecas de l’hyperbole (h“« 745-747J. 
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Remarques. I. Xss dicmiGtt'ßs cotijuffu&s (c^est-ä-dirs tols (JUQ 
chacun d’eux divise en deux parties egales les cordes paralleles ä 
l’autre) sont les rayons correspondants d'une inmlution, projection de 
celle qiii est formee par les rayons rectangulaires du eercle. 

II. Les seuls diametres conjugues. qui soient rectangulaires sont les 
axes (363). 


737 öis. Theoreme. —Les cordes qui joigneni un point d’une ellipse 
ä deux points diametralement opposes de cettd courbe sont paralUles 
ä deux diametres conjugues. 

On donne souvent le nom de cordes suppUmentaires k deux cordes 
ayant ime extremite commune et leurs secondes extremites diamd- 
tralement opposees, de Sorte que le theoreme peut eucore s’enoncer 
Deux cordes suppUmentaires sont paralleles ä deux diametres conjugtUs.. 

Car deux cordes supplementaires d’un cercle sont rectangulaires,. 
comme formant un angle inscrit dans une demi-circonference (^). 



738. Theoremes dApollonius. — Dans une ellipse: La somme 
des carres de deux demi-diamttres conjuguds quelconques est constante, 
et dgale a la somme des carres des deux 
demi-axesy 

2° Z aire du paralUlogranime construit sur 
deux demi-diametres conjuguds est constante 
et egale a l'aire du rectangle construit sur- 
les deux demi-axes. 

Soient une ellipse, projection d’un 
C6rcle C {fig. 609 bis ); deux diamötres 
conjugues OM, ON, projections de deux diamfetres rectangu¬ 
laires Om„ On, de cercle C. Soient [/. la projection commune de m.,. 
et de M sur OA * v, k projection de n„ N sur la mdme droite. Les- 
deux triangles rectangles WqMO, WqNO montrent que la somme des. 
carres de OM et de ON est egale ä la somme des carres des den: 
hypotenuses (soit 2 a^) diminuee de Mais cette derniörs 

somme est dans un rapport constant avec -f car on a : 


( 21 ) 




mgM 


n„N 


-"2 

“T WqV 


wZop. n,v nZop,' 

U). Le ffidoröme peut aussl se d^montrer directoment : voir le cas de l’hyperbole tn« 748). 
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Enfin, on a = a®, car les triangles rectangles Ow/gg, 

OwqV, ayant niöniG hypotenusG ©t etant equiangles (puisqu’ils ont leurs 
cotes perpendiculaires), sont egaux^ de Sorte qu on a w^v = 0|x, d’oü 
-f Og^ = OrriQ^ 

D^s lors, -f WoN® est egal, d’apres l’equation (21), ä ~ b^. 
Donc, OM^-j-ON^ est constant; il a d’ailleurs bien la valeui 

2a^— (moM^+ = 2a®— (a®— ^®) = a®+ b^, 

ce qiii, au reste, est evident, car les axes forment evidemraent im 
Systeme de diamötres conjugues. 

2° Le Parallelogramme construit sur deux demi-diametres conju¬ 
gues est la projection du carre construit sur deux rayons rectangu- 
laires du cercle C. Son aire est donc egale ä a® (aire du carre) multi- 

plie par le cosinus de Tangle des deux plans; soit a® - = ab. 

a 

739. On peut generaliser le corollaire 11 du n° 732 en *d6duisant 
du theoreme sur la projection du cercle requation de l'ellipse 
rapparUe ä deux demi-diamätres conjugues quelconques. 

Pour cela, nous partirons du lemme göneral qui suit, concernant 
les projections tant orthogonales qu’obliques. 

Soient P et p deux plans ; projetons cliaque point du plan P sur le 
plan p, parallelement ä une direction fixe (qui n’est parallele niau 
plan P, ni au planp). Rapportons le 
plan P ä deux axes coordonnes OX, 

OY, et le plan p aux deux axes oa;, oy 
qui sont les projections respectives 
des axes OX, OY. M etant alors un 
point quelconque du plan P, les coor- 
donnees x, y de la projection m de M 
sur le plan p seront liees aux coor- 
donnees X, Y ofe M lui-meme par les 
formules 

•r = aX, ^ = ßY, 

oü a, ß sont des nombres constants. 

II est clair, d’abord {fig. 610), que les coordonnees om' = x, 
m'm^y du point m dans le plan p sont les projections respectives 
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des coordonnees OM'= X, M'M = Y du point M dans le plan P ; car 
laproje'ction du Parallelogramme forme dans le plan P par les axes OX, 
OY et les paralleles ä ces axes mends par le point M est un Parallelo¬ 
gramme. Dds lors, pour obtenir les formales annoncees, il suffit (619) 
de designer par a la projection sur p (ou, si Ton veut, sur ox) du 
Segment directeur porte sur OX, et par ß la projection sur oy du 
Segment directeur porte sur OY. 


739 bis. Du lemme precedent, on deduit aisdment le 
Theoreme. — L’equation de l’ellipse, rapportee ä deux diametres 
conjugues corame axes coordonnes, est 

a'^ 

en designant par a', b' les longueurs des demi-diametres conjugu(^s. 

L’ellipse peut etre regardee comme la projection d’un cercle, les 
deux diametres conjugues etant les projections de deux diamdtres 
rectangulaires. On connait l’equation du cercle rapportde ä deux 
diametres rectangulaires, dquation qui est (comparer 494) de la 
forme X^-f Y®= il s’agit de passer de cette equation h celle de la 
projection du cercle, rapportde ä deux axes qui sont les projections 
des axes auxquels on rapportait le cercle. 

L’application du lemme du n° precedent est alors immediate, les 
projections etant faites perpendiculairement au plan p. 

Nous savons, d’apres le lemme en question, que Ton a 


«t et ß etant deux nombres constants. La condition necessaire et süffisante 
pour que ces quantites vdrifient l’equation X^-f Y^ — R® du cercle est 



Ml 

ß^ 



Telle est l’equätion qui doit relierles coordonndes a?, y d’un point 
quelconque de l’ellipse projection du cercle, rapportde aux deux dia- 


de ce cercle; or cette equation peut s’ecrire, en divisant par R®, 

oc ' : y^. _ : ^: 

' CaR}' IßRjä ^ ■ 
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c’est bien la forme annoncee, puisqiie a R et ß R sont les projections 
siir ox et oy du rayon R respectivement porte siir OX et OY, 
c’est-ä-dire les longueurs des demi-diametres conjugues. 

740. Theoreme. — Lorsqu'une droite de longueur constanie se 
deplace de moniere que ses deux exlrimiL&s decriveni devx droiles fixes 
reclangiilaires, un point quelconque de la droile 
mobile decrit une ellipse aijanL ses axes suivant 
les droiles fixes. 

Soient PQ la droite mobile, les points P et Q 
decrivant respectivement les droites perpen- 
dlculaires 0.r, Oy {fig. 61i); M, un point de 
cetle droite, tel que MP = /;, MQ = a. Ache- 
vons le Parallelogramme OQMm, dont le cöte 
M?n, parallele k OQ, coupe Ox en p.. Le point m 
decrit evidemment une circonference de centre 0 et de rayon 

ulM PM 

Om = MQ =«. Mais, d’aulre pari, le rapport ^ est egal ä et a, 

' h 

pat' consdquent, la valeur constante Le point M est donc bien sur 
une ellipse dont les axes ont pour’ directions Oa;, Oy et pour lon¬ 
gueurs 2a et 2a ^ = 26. 

Inversemeni, tout point M de Tellipse ainsi definie appartient au 
lieu demande : car, en construisant le point correspondant m du 

cercle liomographique et menant 
par M une parallele ä Om, on voit 
aisement qu’on a une figure iden- 
tique k celle {fig. 6,11) dont nous 
sommes partis. 

Remarques. — I. On voit que le 
rayon du cercle affine correspondant 
ä chaque vosüion du point M est pa¬ 
rallele ä la secante mobile. 

11. Le raisonnement est le meme, 
que le point M soit sur PQ lui-meme 
[fig. 611) ou sur un de ses prolongements [fig. 611 bis). Une meme 
ellipse admet donc deux modes de genörationj les deux secantes 
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qui donnent un möme point de la courbe dtant egalement inclinees 
par rapport aux axes (PQ, PjQj, 611 Äü). 

Ce theoreme donne un moyen tres simple de construire par points 
une ellipse : il n’est pas, pour cela, besoin d’autre instriiment 
■qxL'mKi bande de papier sur laquelle sont reportees, ä partir d’uu 
meme point (dans le m§me sens oii en sens contraires) deux longiieurs 
egales aux demi-axes. 

On afonde surle m6me principe un compas elliptique permettant 
de tracer la courbe d’un mouvement continu. 

741. Normale ä rellipse. 

On peut deduire du theoreme qui precede une nouvelle construc- 
tion de la tangente ä l’ellipse : 

Theoreme. ~ La normale ä Vellipse decrite par un poini lU 
ä une droile de longueur consiante qui glisse enlre deux droiies 
rectangulaires fixes, passe par le quatrieme somniet du rectangle qui 
a deux cdUs suivantces deux droites et une diagonale suivanl la droile 
mobile. 

Ceci n’est aiitre chose que .la proposition demontree au n" 104 
(P]., iiv. II). Car la normale au lieu du point P est la perpendi- 
culairo ä OP, la normale au lieu du point Q, la perpendiciilaire ä OQ, 
et, par consequent, le centre instantani de rotation est le quatriöme 

sommet R du rectangle qui a 
trois sommets en 0, P, Q. 

Le möme theoreme peut 
se demontrer directement. 
On remarquera, pour cela, 
que la tangente en M est (736) 
parallele au diamötre conjii- 
gue de OM. Or, deux diametres 
conjugues correspondent k 
deux rayons rectangulaires du 
cercle homographique, donc 
(n® preced.) ä deux positions 

rectangulaires de la droite mo¬ 
bile. On obtiendra, par consequent, le diametre O'M' conjugue de OM 
en amenant le rectangle OPQR, par ime rotation d’un angle droit 
autour du point 0, älaposition OP'Q'R^ 612) teile que OP' = OQ, 
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OQ'= OP, puis prenant sur la nouvelle diagonale P'Q', la longueiir 
FM' = PM. 

Mais si nous prenons, sur cette meme diagonale, la longueur 
Q'N egale ä laprecedente, la droite R'N sera parallele ä OM' (car ces 
deux droites sont symetriques l’une de l’iiutre, par rapport au centre C' du rectan- 
glG OP'Q'r')- Or R'N est la nouvelle posilion prise par RM dans la 
rotation d’un angle droit qui amene OPQR sur OP'Q'R'. Donc RM 
est bien perpendiculaire ä OM', c’est-ä-dire normal en M. 

742. Retour sur les figares affines. 

Nous avons vu (633) que la correspondance entre deux figures affines 
F, F'j telles que le sont deux figures en projection orthogonale ou obli¬ 
que, est parfaitement eonnue du moment que l’on connait un triangle 
ABG de l’une et son homologue A'B'C'. JEn parliculier, un point quel- 
conque M du cöte AB aura un homologue M' determine par la condition 
que les divisions A, M, B et A', M', B' soient proportionnelles. 

Nous pouvons, au lieu de F, cbnsiderer une figure Fq semfilahle teile 
que les points A, B coincident respectivement avec A', B' (et situee, ä 
notre volonte, dans le plan de F' ou dans un plan diffbrent). Si cette 
Operation est suppos4e faite, nous voyons que tout point M du cöte 
AB devra coincider avec son homologue. On auraalors deux directions 
correspondantes dans les deux figures en prenant un point arbitraire M 
sur AB et le joignant respectivement ii C et ii C'. Quant a l’homologue 
P' d’un point quelconc[ue P de Fß, il s’obtient, si Ton designe par M 
l’intersection de CP avec AB, en joignant MG' et divisant cette droite 
dans le möme rapport suivant lequel P divise MG, c’est-ä-dire que PP' 
est parallele ä GG'. 

Geci va nous permettre de resoudre le double probläme suivant; 

Probleme. — Deux figures affines F, F' etant donnees, 

a) Trouver deux .directions rectangulaires de F, auxquelles cor- 
respondent deux directions rectangulaires de W \ 

, b) Trouver une figuo''e F^ semblable d F et dont F' soit projection 

orthogonale. 

Notons d’abord que la solution du probläme (ö) se ramene ä celle du 
Probleme (a). En effet, si F^ a pour projection orthogonale F', les 
plans des deux figures ayant en eommun(^) une certaine droite D, nous 

(1) Le casofi ces plans seraient paralleles n’est pas exclu: car on peut alors les supposer 
confonclus et prcndre pour 11 toute droite de Tun d’eux. 
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savons (353) qu’un angle droit de Fj ayant im cöte suivant D a poiir 
correspondaiit un angle droit de F'. Observons, de plus, que, dans ces 
conditions, deux segments homologues paralleles ä D auront möme 
longueur tandis que, dans la direction perpendiculaire, le passage de 
Fl ä F' comportera une reduction, et celadans un rapportegal au cosinus 
de l’angle a des deux plans. 

Inversement, soit trouve, dans la premiere figure donnee F, un angle 
droit (Dl, Da) auquel corresponde, dans la seconde figure donnee F', 
un angle droit (D',, D'^). Gommenoons par porter, sur Di et sur Dj, 
a partir de leur point conimun, deux segments dgaux, 4, 4 dont los 
homologues seront l'^ et soit, par exemple(‘), Onpourra, en 

remplacant F par une figure semblable convenablement clioisie, faire 
coincdder avec l\, l\ etant alors plus petit que /g. Si, en outre, les 
plans des deux figures font entre eux un angle a tel que 

l\ 

cos a = y 

le triangle rectangle de c6tds /j, l'^ sera la projection orthogonale de 
celui qui a pour cötes 4; et, par consequent, la figure F' sera projec- 
tion orthogonale de F. 

Solution du probleme a) — Nous pouvons, comme nous l’avons dit 
plus haut, supposer nos deux figures placees dans un mßme plan et 
telles que chaque point d’une certaine droite AB coincide avec son 
homologue, de sorte que deux directions homologues quelconques 
s’obtiendront en joignant un m6me point arbitraire de cette droite a 
deux points homologues exterieurs C, C'. Si la droite CG' est perpendi¬ 
culaire ä AB, ces deux droites repondent ä la question. Sinon, notre 
Probleme est ramene ä trouver sur AB un Segment qui soit vu d’un 
angle droit tant du point G que du point G'. La circonfdrence a^^ant un 
tel Segment comme diameti’e döit pass er par C et par G' et, des lors, 
son centre est determine par Fintersection de la droite AB avec la per- 
pendiculäire au milieu de GG'; et, inversement, le segment MN, suivant 
le'quel cette circonference coupe AB, repond bien ä la question. 

Remarques I. — Les propridtes de l’involution donneraient une 
autre solution du probleme. Les: divers angles droits de F ont, en effet, 

(1) Si ^ 1 , = i', les deux figures sont semblables et F, n’ est autre que F' lui-meme. 
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pour homologues, dans F', une Involution qu’on determinera par deux 
couples de rayons homologues quelconques et dont il suflirait de cher- 
cher (664) les rayons homologues rectangulaires. 

II- — On voit qu’apres avoir determineles deuxpointsM, N, on devra 

choisir celui d’entre eux pour lequel le rapport est le plus grand, 

c’est-ä-dire celui qui (en supposant, comme on peut le faire, G et G' du 
meme cöte de AB) est du möme c6te de G' que G, sur le demi-cercle 
MGG'. Si Ton veut la figure Fi, on agrandira alors la figure F dans le 
G^M 

rapport (^) et on la placera de maniere k faire coincider GM avec 
G'M. 

in. — Si Ton voulait trouver une figure semhlahle äF' et ayantpour 
projection orthogonale F, il y aurait lieu d’intervertir les röles des 
■pointsMetN. 

742 bis. Les principes precedeAts nous donneront la solution du pro- 
hleme suivant : 

Construire en grandeur et en posüion les axes d'une ellipse, con- 
7iaissant, en grandeur et en posüion^ deux demi-diametresconju- 
OAj OB (/?g, 612 6is). 

Dans la correspondance affine entre fellipse et le cercle dont eile est 
la projection, les deux demi-diametres en question correspondent ä deux 
rayons rectangulaires et, par consequent, le triangle OAB a un triangle 
rectangle isoscele. Donc, conformement ä la methode que nous venons 
d’indiquer, on commencera par construire une figure Fq semhlahle ä 
celle qui doit exister dans le plan du cercle et dans laquelle les homo¬ 
logues des points A, B coincident avec ces points eux-m6mes, autre- 
ment dit, un triangle rectangle isoscöle coAB ayant pour hypotenuse AB. 
La methode precedente conduit a tracer la circonference qui passe par 
0, (0 et qui a son centre sur AB. 

Ainsi : 

A ei B etant les extremites des deux demi-diametres donnes, on 
construit le carre qui a AB pour diagonale. La circonference 

qui passe par le centre donne O ei par les deux auires sommets w, 

(1) Ce rapport est, comme il apparait sur la 612 n^cessairemoqt plus grand que 1. 
Geometrie. II. 31 
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(Dl du carre coupe AB en deiix poinis M, N respectimment silues s?/r 
les deux axes cherckes. 

Le grand axe passe, nous Tavons dit, par celui des deux points 
M, N — M par exemple —, qui est plus pres de üj que de 0. Son 
extremite a aura pour liomologue, dans Fq, celle du rayon wp, {fig. 612 



bis) qui passe par M et est egal k cüA. On la dßterminora donc sur la 
droite OM en menant, par p., la parallele ä coO. L’extremite b du 
petit axe est, de möme, l’intersection de ON avec une parallele k uiO 
menee par le point v pris sur w de maniöre que m = wA. 

Nous obtenons ainsi les axes de l’ellipse B cliercliee, si eile existe. 
Mais, inversement, le raisonnement prouve qu’une ellipse ayant ses 
axes ainsi determines, projection d'un cercle de centre 0, de rayon Oa 
et de plan convenaMement orientö autour de la droite Oa, a bien deux 
demi-diamfetres conjugues suivant OA et OB. 

Remarques. I. — Le mtoie problöme peut egalement se resoudre a 
l’aide des proprietds etablies aux n« 740, 741 (voirex. 1066). 

II. On Yoit qu’il existe iiiie ellipse ayant pour demi-diametres 
conjugues deux Segments donnes OA, OB [issus d'un meine point et 
non en ligne droite), et qu'ü n'en existe qu’une senk. Gelte seconde 
partie etait evidente en vertu de la remarque du n" 739 bis, puisque 
Tellipse en question est n^cessairement representee par lAquation 
indiquöe en cet endroit. Mais la premiere partie restaitci d^montrer : 
eile nous fournit möme la reciproque du r^sultat obtenu aux n“® 733, 
739 bis, savoir : 
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Toute ligne representee en coordonnees recfangulaires oic obllgves 
par une equation de la forme 

ß/2 -r 1 

est une ellipse. 

Nous savons, en effet, qu’il existe une eJlipse ayant deux demi- 
diametres conjugues diriges suivant les axes coordonnes et de 
longueurs a', b'; cette ligne est forcöment la courbe representee par 
l’equation preeedente. 

743. Le theoröme du n“ 740 n’est qu’un cas particulier du sui¬ 
vant : 

Theoreme de la Hire. — Lorsqu'une droite de longueur consfante 
se deplace entre deux droites fixes quelconques, un poini quelconque 
invariablement lie ä la droite mobile dicrit une ellipse. 

Soient aß {ßg. 613) une droite, constamment egale h une droite 
fixe aoßo, qui se deplace de maniere que ses extremites a, ß decrivent 



respectivement deux droites fixes Oo?, 0^/ M, un point qui se meut 
de maniere que la figure aßM soit (PL, 2) invariable. Circonscrivons 
un cercle au triangle Oaß : ce cercle aura un rayon constant, celui 

du Segment de cercle döcrit sur «oßo et capable de l’angle ^x^ : il 
pourra des lors 4tre considere comme invariablement lie ä la figure 
mobile aßM. Si donc nous menons, dans ce cercle, le diametre PQ qui 
passe par le point M, les longueurs MP et MQ seront constantes. 
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Mais la droite OP est de direction fixe : car l’angle a?oP a pour 
mesure lamoitid de l’arc constant aP ; et il en est de mdme de la 
droite OQ. Ges deux droites etant d’ailleurs rectangulaires, nous 
somtnes revenus au lieu obtenu au n“ 740. 

Remarque. — Toutefois, il existe une infinite de positions du 
point M pour lesquelles le lieu est une portion de droite (ellipse infl- 
niment aplatie) ; ce sont les pöints de la circonference Oaß. 

744. Propriete des secantes ä l’hyperbole. 

Theoreme. — Toute corde d'une hyperbole a meme milieu que le 

Segment intercepte sur eile par les 
asymp totes. 

Soient MM' la corde consideree; 
I, r les points oü eile coupe les 
asymptotes. Les distances des 
points M, M' ä Ol sont entre eiles 
{ßg.^ik) comme les segmentsIM, 
IM'; les distances de ces mdmes 
points ä Ol'* sont entre elles 
comme I'M, TM'. Or le rapport des deux premieres distances est 
inverse du rapport des deux secondes, en vertu du theoröme du- 
n” 729. Donc on a 

IM __ I'M' 

fr" fl' 

Gelte egalite a d’ailleurs lieu eii grandeur et ensigne, car les points 
M, M'sont, par rapport aux asymp¬ 
totes, dans un m^me angle (auquel 
IM I'M' 

cas les rapports et sont tous 

TM' I'M 

deux positifs; {ßg. 614) ou dans deux 
angles opposes par le sommet (les 
IM I'M'.. 

rapports —,) -|7^ etant alors tous deux 

nögatifs ; ßg. 614 bis). 

Or il n’y a qu’un point qui divise 
IM 



Fig. 614 bk. 


I'M' 


MM' dans un rapport —, egal en grandeur et en signe ä c’est 
le symetrique de 1' par rapport au milieu de MM'. 
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Ce t-lieoreine donne un moyen simple de construire par points 
im& tiyjP^^rhoie (dont on connait les asymptotes et un point). II Suffit de 
fair© pa-sser par ce point une Serie de secantes [fig. 615) et de deter- 
miO-ß^ le second point oü chacune d’elles coupe la courbe en 
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portant, äu partir du point d’intersection avec une des asymptotes, 
im segTrient egal ä celui qui est intercepte entre la seconde asymp- 
tote et le point connu. 

To\xt point ainsi construit appartient d’ailleurs bien ä l’liyper- 
bole, CO mime on le voit en reprenant en sens inverse les raisonne- 
ments precddents. 

745. I>iainetres de Thyperbole. 

Tliöo’jröme. — Dans une hyperbole, le Heu des milieux des cordes 
patallGles d une direction donnee est une droite passant par le centre 
ou urhG gpct'rtie de cette droite. 

Ga.T* le lieü des milieux des Segments interceptes, sur des droites 
paralleles ä une möme direction, par les cöt^s de l’angle fixe, formö 
par les asymptotes, est dvidemment une droite passant par le 
sommet de cet angle. 

La droite ainsi definie se nomme le diametre conjugud de la direc¬ 
tion des cordes consideree. 
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Un diametre passe par les points de contact des tangentes paralleles 
ä la direction conjuguee de ce diametre ces tangentes existent). 

Car les deux points d’intersection d’une tangente etant tous deux 
confondus avec le poiiit de contact, il en est de möme du milieu de 
la corde interceptee. 

Inversement, un diametre ne peut couper Fhyperbole qu’aux 
points de contact de tangentes paralleles ä la direction conjuguee. 

On voit, de plus, qvi'une tangente est divisie en deux parties egales 
par son pomt de contact et les asymptotes. 


745 his, Si le diametre ne rencontre pas Fliyperbole, lelieu consi- 
dere au no precedent comprend ce diametre tout entier. 

Si, au contraire, il la rencontre, le lieu ne comprend que les 
points nonsitues cntre les points d’intersection (points interieurs ä 
Fhyperbole). 

Ceci ressort immediatement du n“ 516. (Remarque.) 


746. On nomme diamötres conjuguils Fun de Faulre deux dia- 
metres tels que le premier soit parallele ä la direction conjuguee 
du second. 


Theoreme. — Deux diametres conjuguds forment avec les asymp¬ 
totes un faisceau harmonique, et riciproquement. 

Gar les paralleles ä Fun des rayons d’un tel faisceau sont diyisees 
en deux parties egales par les trois autres. 


Corollaires. — I. »Si un diamMre est conjugue d'un aulre, ricipro¬ 
quement celui-ci est conjugue du premier. 

II. Les diamätres conjugues sont des rayons correspondants d'une 
meme involuLion 



IIL Dans Vhypevhole iquilatkre, les diametres 
conjugues sont egalement inclines sur les asymp¬ 
totes [PI., 201). 

'747. Un diametre passe par le poinf de ren- 
contre des tangentes aux extremitis d'une corde 
eonjugme. 


Gar soient MM' {fig. 616) une teile corde, NN' 
une coKle parallele k la premiere. La droite qui joint les milieux 
de MN', NN' n’est autre que le diametre considere ; or cette droite- 
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passe (PL, 121) par le point d’intersection de MN, M'NL Le diametre 
passe donc aussi par l’intersection des tangentes en M, M', car 
celles-ci sont les limites vers lesquelles tendent MN, M'N', lorsque 
la seconde corde se rapproche indefiniment de la premiere. 

748. Deux cordes supplementaires (c’est-ä-dire deux cordes qui ont ime 
extremite commune et leurs secondes extremitds diametralement opposees) sont 
paralleles ä deux diametres conjugues. En 
effet [fig. 617), soient les deux cordes 
supplementaires MN, MNL Ges deux cordes 
sont respectiveinent parallöles aux droites 
qui joignent le centre 0 de l’hyperbole 
aux milieux ?n, m' de MN, MNL Or Om 
est le diametre conjugue de la direc- 
tion MN. 

Rbmaequb. — Les theoremes que nous venons de demontrer 
depuis le n° 745 sont entierement analogues ä ceux que nous avons 
rencontr6s daus la theorie de l’ellipse (735-737 bis). 

Des theorömes tout semblables (sauf ceux qui regardent les diametres 
conjuguds) ont 6te egalement demontres par la parabole (532, 532 bis). 

749. De deux diwm&ty'es conjugues, ily en a toujours un qui coupe 
la courbe et Vautre qui ne la coupe pas. Gar deux diametres conju¬ 
gues, formant avec les asymptotes un faisceau harmonique, sont 
situes dans des angles differents par rapport ä ces droites. 

Si un diamötre d’une hyperbole ne rencontre pas la courbe, il ren- 
contretoujours Lhyperbole conjuguee. On convient alors de limiter 
ce diametre a Fliyperbole conjuguee et d’appeler par consequent 
longueur de ce diametre la longueur^ ainsi interceptee'. Les lon- 
giieurs ainsi definies pour les diametres non transverses donnent 
lieu ä des enonces analogues ä ceux qui concernent les diametres 

de Fellipse, mais ä condition de changer toujours en_ 

comme nous Tavons dejä indique pour Taxe non transverse (506 bis). 
C’est, par exemple, ce qui arrive pour les theoremes d’Apollonius 
(ex. 1057) et pour V4quation de Thyperbole, rapportee ä deux dia- 
mötres conjugues (ex. 1108). 


M /m' N’ 
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EXERGICES 


1045. Lieu des points qui divisent dans un rapport donnd les cordes d’un cercie 
paralleles k une direction fixe. 

1046. L’ellipse et son cercie principal sont deux figures homologiques (ex. 889) 
avec centre ä rinfini. 

1047. Construire une ellipse, connaissant deux sommets opposds et un point ou 
une tangente. 

1048. La corde qui joint les extrdmitds de deux diametres conjuguds de Tellipse 
est tangente 4 une ellipse fixe. Lieu du point qui divise cette corde dans un rapport 
donnd quelconque. 

1049. Inscrire h l’ellipse un triangle d’aire maximum. II y a une infinitd de 
triangles inscrits qui ont l’aire maximum. 

Mdrae probldme pour un polygone d’un nombre quelconque de cötes. 

1049 6is. Circonscrire h l’ellipse un triangle comprenant la conrbe ä son Interieur 
el d’aire minimum. 

1050. Deux coniques telles que les diamötres qui, dans chacune d’elles, sont 
conjuguds d’iine mdme direction soient paralleles entre eux quelle que soit cette 
direction, sont homothdtiques ou (730) homothdtiques gdneralisees, 

(S’il s'agit d’ellipses ou d’hyperboles, applicalion du thdoreme des cordes suppld- 
mentaires (737 748 ) h deux diamdtres paralleles, supposds tous deux Irans- 

verses, et pris une fois pour toutes,-ce oui ramene ä PL, 142 . — Pour des paraboles, 
voir ex. 816.) 

1050. Circonscrire k l’ellipse un triangle comprenant la courbe k son intdrieur et 
d’aire minimum. 

1051. Deux demi-diametres qnelconques d’une ellipse ou d’une hyperbole 
forment avec les tangentes mendes ä. l’extremitd de chacun d’eux deux triangles 
dquivalen'ts (utiliser la symdtrie oblique de la courbe par rapport d, chacun de ses 
diametres). 

1052. Les tangentes mendes d’un point ä. une ellipse ou ä une hyperbole sont 
entre eiles corame les diamdtres qui leur sont paralleles. 

II en est de mdme des cordes des arcs qu’interceptent entre eiles deux sdcantes 
paralleles, 

1053. Si deux ellipses homothdtiques se coupent et que, par un point de la corde 
commune prolongde, on leur mfene des tangentes, celles-ci sont entre elles coname 
les diametres de Tune des courbes qui leur sont paralleles. 

1054. Quand un Parallelogramme est circonscrit h une ellipse, les diagonales sont 
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aeux cliamötres conjugues de la courbe. Demontrer le möme thöoreme pour rhypei- 
bole. 

1055. Deux hyperboles conjuguees sont obliquement symötriqnes l’une de l’autre 
par rapport aux asymptotes, c’est-4-dire (voir exercice 604) que chaqiie point M de 
l’un correspond A un point IVF de l’autre, de maniere que la droite MM' soit parallele 
ä une asymptote et coupde en son milieu par l’autre. Les points M et M' sont les 
extrdmitds (749) de deux diamötres conjuguds. 

1056. Construire les axes d’une hyperbole connaissant en grandeur et positioa 
deux demi-diametres conjugues. 

1057. Thdoremes d’Apollonius pour l’hyperbole. 

Le Parallelogramme construit sur deux demi-diamelres conjugues d’une hyperbole. 
a une aire constante (Ex. 1055). 

1058. Sl X, y sont les coordonndes de l’extrdmitd d’un diametre d’une ellipse 
rapportee ä ses axes, dont les longueurs sont ö et 6, les extrdraitds du diametre 
conjugue ont leurs coordonnees x', y' donnees par les formales 

V 

—* = 7 1 

ab 


1059. Trouver un dnoncd analogue pour l’liyperbole. 

1060. Lieu des milieux des cordes d’une conique qui passent par uu point fixe. 
Lieu des points M leis qu’en les joignant a un point fixe A du plan, le segment 

compris entre M et chacun des points d’inlersection de AM avec une conique don- 
nee, soit dgal au segment compris entre A et l’aulre point d’intersection (et de 
mömesens). Montrer que ce lieu ne change pas si on remplace le point A par 
un point determine quelconque du lieu. 

Le lieu obtenu est bomothetique ou homothdtique gdndralisd (730) de la conique 
donnde par rapport ä son centre s’il s’agit d’une ellipse ou d’une hyperbole. II s’en. 
Jeduit par translation dans le cas d’une parabole. 

(Reduction au cas du cercle pour l’ellipse; n“ 744 pour l’hyperbole. Pour une 
parabole, le rdsultat etant dvident lorsque A est sur la courbe, on constalera. 
532, fig. 438) qu’en imprimant ä A une translation parallele ä Taxe, le lieu cherche 
(subit la möme translation. 

' 1061, On donne un angle xOy et un point A. Lieu du point obtenu en prenant 

sur une sdcante quelconque menee de A,A partir du point oü cette secante rencontie 
Ox, un segment qui soit dans un rapport donnd avec le segment intefceptd, sur la 
mdme sdcante, entre le point A et la droite Oy, 

1062. Le lieu des points qui divisent dans un rapport donne les segments inter- 
ceptes par un angle fixe sur les droites issues d’un point fixe A est une hyperbole 
passant par A et d’asymptotes parallelps aux cötes de l’angle (se ramdne au prdcddent).. 
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1063. Une tangente mobile d’une eliipse interoeple, sur deux langen les fixes 
paralleles entre elles, ä partir des points de contact, des Segments dont le produit 
e t constant. 

iSoiix tangentes paralleles mobiles inferceptent, sur une tangente fixe, des Segments 
dont le produit est constant. 

Etendre ä ITiyperbole (ex. 1032). 

1064. Reciproquement, quand une droite varie de maniere.ä intercepter, sur deux 
fiaralleles donnees, ä partir de deux points donnes sur ces droiles, des segmeuls du 
produit constant, eile est tangente ä une eliipse ou ä une hyperbole fixe. 


1065. Sur deux paralleles donnees, respectivement, on prend deux points M et N 
tels queleurs distances ä deux points fixes A et B du plan soientliees par la rLdatioii 
AM^ — K“. BjN-= constante (K etant un nombre donne), Montrer que MN est tan¬ 
gente ä une conique fixe (se ramene, en general, au precedent). Gas de K = 1. 


1066. Montrer que si Ton prolonge la normale MR (notation du n» 741) d’une lon- 
gueur MRj [fig. 612) egale ä elle-möme, Textremite R^ de ce prolongement est le 
point analogue ä R dans le second mode de generation d’ellipse par mouvement 
d’ime droite de longmeur constante entre les axes (740, Rem. 11). Deduire de lä une 
nouvelle solulion du probleme du n“ 742 (recherche des axes d'une ellipssj connais- 
sant deux demi-diametres conjugues). 


1066 öis. Trouver en grandeur les axes d’une eliipse, connaissant en grandeur et 
Position deux demi-diametres conjugues, ä I’aide des thdoröraes d’Apollonius (738). 

^1067. Quand deux figures affines d’un mömo plan ont en coramun tous les points 
d une droite AB (figures Fq, P du n® 742), il existe, en general, dans la premiore 
d entre eiles, une direction de droites D teile que la seconde figure s’oblienne en fai- 
sant tourner toute parallele ä D d’un certain angle constant a autour de son point de 
rencontre avec AB (resulte de la construction du n» 742j un cas d’exception). 

1068. Les droites c[ui joignent deux points fixes d’une hyperbole ä un point 
variable de la courbe interceptent sur une asymptote un Segment de longueur cons- 
tante et egale ä celle qu’interceptent, sur la mßme asymptote, les paralleles ä 
1 autre asymptote menees par les points fixes. 

1069. Tiouver les diaraötres conjugues communs ä deux coniques concenlriques. 

boles existent toujours si les coniques ne sont pas toutes deux des byper- 

10/0. Construire les directions des axes d’une conique, connaissant en direction 
deux couples de diametres conjugues. 

Ramener ä ce probleme celui du n» 742. 

failanLtm'^erun’a^ircS^ ™ l’hyperbole, deux diamötres conjuguAs 


1 . ‘ hyperbole domiee, deux points qui forment avec le centr 

triangle semblable a un triangle donnd. Condition de possibilite 
Meme probleme pour Rellipse. Condition de possibilite. 

diarntoelTorUes^dilm deux diamfetres conjugues Agaux. Montrer que ce; 

etres sont les diamötres conjugues qui font entre eux l’angle maximum. 

de\°Iufro n? ® conjuguös d’une hyperbole öquilatere sont symötriques l’ui 

de 1 autre par rapport aux asymptotes. 
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1074. Lieu d’nn point M d’nn plan telqueles droites qui lesjoignent A denx points 
donnds soient egalement inclinees sur une direction donnee. 

1075. Par deux points fixes du plan, respectivement, on mene des paralleles ä 
deux dlametres conjuguds d’une coaique donnee. QueL est le lieu du point d’inter- 
section de ces deux droites ? 

1076. Deux hyperboles dquilateres concentriques et qui ont leurs asynfiptotes ä 
45” les unes sur les autres, se coupent A angle droit en tous leurs points commans. 

1077. On multiplie les coordonnees des points d’une ellipse E (ou d’unehyperbolei 
rapportees A ses axes, respectivement par des coefficients donnds. 

1° Le lieu du point dont les coordonnees sont mesurdes par les nombres ainsi 
obtenus est unenouvelle ellipse (ou hyperbole) E'; 

2° Si les coefficients choisis sont tels que E et E' soient bomofocales et que M, N 
soient deux points quelconques de E; M', N', les points correspondants de E’', la 
distance MN' est dgale A la distance M'N. 

(Cette pi'oposition (ou plutöt son analogue en gdomdtrie A trois dimensions) se 
prdsente dansune question de Alecaniqueceleste). 

1078. La normale A une ellipse est divisee par les deux axes dans un rapport 
■constant. 

Trouver le lieu des points qui divisent Tun des segments ainsi obtenus dans un 
rapport donnd quelconque. 

1079. La perpendiculaire au milieu d’une corde quelconque de relüpse divise en 
deux parties dgales le Segment compris entre les sommets des rectangles OPQR 
(00 741) correspondant respectivement A ces points (PL, 102). Elle divise dgalement 
en deux parties dgales le segmeiit interceptd sur un axe par les normales en ces 
points (PL, ex. 356). 

1080. Par deux points A, B d'une hyperbole, on mtoe des paralleles aux asymp- 
totes. Prouver : 

1° Que la seconde diagonale du Parallelogramme ainsi forme passe par le centre 
de la courbe; 

2° Que la moitie de cette seconde diagonale est raoyenne proportionoeile entre les 
clistances du centre du Parallelogramme au point oü eile renconlre la tangente en A 
et au centre de la courbe; 

3,0 Que cette mfeme moitid est moyenne proportionnelle entre les distances 
du centre du paralldlogramme aux points ou la seconde diagonale reneontre la * 
courbe. 

1081. Un clemi-diametre d’une ellipse est moyen proportionnel entre les segments 
determinds, A partir du ceutre, par une corde conjugude A ce diamdtre et le point de 
Concours des tangentes aux extrdmitds de cette corde. 

1082. Mdme proposition pour rhyperboie (Imiter la mdthode du n* 536 :00 est 
ramend aux theoremes des transversales). Qu’arrive-t-il si lediarnetre considdrdest 
non transverse? 

108S. Les defmitions etant les mdmes qu’A l’exercice 876 : 

1'^ Une hyperbole ayant ses asymptotes pai’alieles aux cötds de l’angle donnd est le 
lieu des points tels que leurs distances hyperboliques, d’espdce determinee, au 
centre de la courbe soient konstantes; • 
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2“ La tangente ä cette hyperbole est hyperboliquement perpendiculaire au dia- 
metre du point de contact; 

3» Les deuxtangentes meuees d’un point ä cette hyperbole ont möme longueur 
hyperbolique; 

4° Deux sdcantes paralleles interceptent entre eiles, sur cette hyperbole, deux 
arcs dont les cordes ontmöme longueur hyperbolique; 

5 Dans un quadriiatere circonscrit ä cette liyperbole, la somme des longueurs 
hyperboliques de deux c6tds est 4gale ä la somme des longueurs hyperboliques des 
deux autres; ■ 

^ 6“ Si on appelle angle hyperbolique ou pseudo-angle hyperbolique de deux direc- 
tions, le logarithme du rapport anharmonique forna4 par ces directions et celles 
des cötes de l'angle donne, ou le logarithme de la valeur absolue de ce rapport 
anhatmonique, suivant que ce rapport anharmonique (pris dans un ordre tel qu'il 
sjoit egal ä 1 quand les deux directions coincident), est positif ou negatif (c’est-ä- 
dire suivant que ces directions sont celles de deux longueurs hyperboliques demäme 
espece ou de deux longueurs hyperboliques d’especes diffdrentes), et si un triangle 
a deux cÖt4s de longueurs hyperboliques egales (et de möme espece), les angles 
ou^pseudo-angles) hyperboliques opposds ä ces cotös sont aussi egaux; 

/“ Si les cötes d’un triangle sont de möme espece, mais que le cötö AB alt une 
longueur hyperbolique plus grande que AG, l’angle hyperbolique AGB oppose A AG 
rnsTm/ hyperbolique ABG oppose 4 AG. Mais il n’en est 

difförLTe 

H ayant ses asymptotes paralleles aux cötds de l’angle donne, 

V f hyperbolique des droites qui joignent chacun 

d eu\ A deux points A et B de la courbe soit constant. 

Evaluer les angles hyperboliques d’un triangle, connaissant les longueurs hyper- 

le cas particulier oti deux de ces cöt^s 

sont hyperboliquement perpendiculaires). 

paralleles ä une hyperbole coupent cette courbe en quatre 
^ Fn asymptotes soient en proportion. Röciproque. 

loo-ue nii precedent 1 exercioe actuel doit etre considerö comme ana- 

logue au second theoreme du n» 63 (PL, liv, 11). 

est circonscrit4 une ellipse ou 4 une hyperbole, la somme 
hL! I des triangles qm ont pour sommet commun le centre et pour bases respec- 

tives les cötes est equivalente ä la somme des deux autres. 

.e leu des centres des coniques inscrites 4 un quadrilatöre est la droite qui 
passe par les miheux des diagonales (PL, ex. 371), , 

... ^ 9’^etant deux couples de demi-diamötre conjugues d'une 

de la rvelSa >.,perl,ole (an tenant cmpla 

coideS MN MN™ M d’une ellipse ou d’une hyperbole, on mene deux 

cordes MN, MN respectivement paralleles ä deux directions fixes. La droite NN' qui 

fixf PmhL ? extrömites de ces cordes est tangente en son milieu ä une conique 
üxe, semblable k la premiöre (pour i’hyperbole, utiliser exercice 1084). 
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1‘087. Le procliiit doH Segments inferceptes, sur une droile, entre une hyperbole et 
ses deux asymptotes est 6gal et de signe contraire au caiTt5 du diametre parallele k 
la droite. 

1088. Le produit des segments interueptes, A partir d’un point fixe, sur une 
sdcante issue de ce point, par une hyperbole, est au produit des segments inter- 
ceptös, 4 partir du meme point, par les asymptotes, dans im rapport qui ne depend 
pas de la direction de la secante. 

(Appliquer le theoreme des transversales et l’ex. 1068). 

1089. Thöoreme de Newton. Si, par deux points 0,0' du plan d’une ellipse, on 
mene deux söcantes paralleles, doiit l’une coupe la courbe en m, l’autre en 

, Om. On 

le rapport ■- ^ est xndependant de la direction commune des sdcantes. 

Si, autour du point 0, on fait pivoter une secante, le produit des segments Om, On, 
inlerceptes par la courbe sur cette secante, est dans un rapport constant avec le 
carre du demi-diametre parallele 4 la secante. 

Lieu de l’extremite d’une longueur portee ä partir de 0 sur la secante et moyeixne 
proportionnelle entre Om et On. 

Mörnes questions pour l’hyperbole (utiliser ex. 1088). - 

1090. Une corde focale d’uue conique (c’est-4-dire une corde passant par le foyo) 
est proportionnelle au carrd du diametre qui lui est parallele. 

La somme ou la difförence de deux cordes focales paralleles a deux diamdtres 
conjugues est constante. 

1091. On circonscrit un cercle 4 un triangle inscrit dans une ellipse. Montrer que 
le rayon R du cercle est donnd par la l'onnule 


ob ö,S'S" sont les demi-diametres paralleles aux cötds du triangle; a,b, les demi- 
axes de Fellipse. 

(Appliquer Pl.,130öis au triangle considdrd et au triangle (inscrit au cercle de 
rayon a), dont lepremier est la projection). 

On suppose que les trois sommets du triangle tendent simultandment vers un 
m6me point de la courbe. Montrer que le cercle circonscrit teud vers une position 
limite determinöe (cercle osculcdeur) indöpendante de la loi suivant laquelle les 
trois sommets se rapprochent de M. Gonstruire cette position limite. 

1092. Trouver le lieu du centi'e du cercle inscrit au triangle qui a pour sommets 
im point quelconque M d’une ellipse donn^e et les deux foyers (exercice 1077). 

Montrer que si M' est un autre point de la courbe, C le cercle analogue 4 G cons- 
truit 4 l’aide deM', les droites qui jöignent chaciin des points M, M' au centre du 
cercle correspondant ont mfime projection sur M M' (ex. 1079). 

En coriclure que Faxe radical des corcles C, C'passe par le milieu de MM'. La 
puissancede M par rapport au cercle G' est dgale 41a puissance de M' par rapport 
au cercle G. • ' 
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CHAPITRE YIII 

QUADRATÜRE DES CONIQUES 

750. Aire de Fellipse. 

Theoreme. — L'ellipse d'axes 2a et 2b a pour aire Tzab. 

En effet, cette ellipse est la projection d’un cercle de rayon a et 
daire par consequent egale ä, iral Le cosinus de Tangle des deux 

Plans est d’ailleurs egal (733, Rem.) l’aire projetee est donc (») 
(368. Coroll, II) x - = nab. 


^ Remarque. — Le möme raisonnement s’applique au secteur 
d ellipse, c'Qst-k-dire k la portion d’ellipse comprise entre deux 
emi-diametres, car cette aire est manifestement la projection d’un 
secteur circulaire. On peut, des lors (comparer PL, 263), evaluer 

toute aire limitee par des droites, des arcs de cercles et des arcs 
d ellipses. 

751. Aire du secteur ü’hyperbele. 


Nous nammons secteur d'byperbole {fy. ßiS) comprise entre 

un arc d’hyperbole MN et les rayons qui joignent ises extremites au 
centre. 

On demontre f) que la definition de l’aire (PL, 260) s’applique ä 
a portion de plan ainsi defmie, c’est-ä-dire qu’en substituant ä 
1 arc d’hyperbole une ligne brisee inscrite (fig. 619), on obtient une 
aire polygonale qui tena vers une limite d^erminee lorsque le 
nombre des cötes de la ligne brisee ra en augmentant indiSBnimenl 


,.'on ddduir. IMof "" '* i •» 
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et chacun d’eux en tendant vers zero süivant une loi quelconque. 

Nous allons apprendre ä evaluer l’aii^e ainsi defmie. Nous pouvons 
d’ailleurs remarqiier qne ceLte aire est äquivalente h celle qui est 
dehmitee par l’arc MN, une des asymptotes, et les paralleles Mm,Nn 




ifig. 618) menes par les points MN ä l’autre asyraptote. En effet, ces 
deux aires s’obtiennent respectivement en retranchant de Faire 
mixtiligne OMNn les deux triangles rectilignes OMw 2 ,ONw, lesquels 
sont eqiiivalents entre eux comme moities de parallelogrammes 
equivalents. 

^ Les droites Mm,Na; sont les ordonnees des points M et N, lorsque 
Fhyperbole est rapportde ä ses asymptotes. 

Theoreme. — Dans une wiime hyperbole supposie mpporiee ä ses 
asymptotes, Paire d'un secteur est proportionnelle au logarithme du 
rapport des abscisses des 
extremiles de l'arc cor- 
respondant. Comme dans 
d’autres demonstrations 
analogues, nous prou- 
verons tout d’abord les 
deux points suivants : 

1“ A deux valeurs egales 
du rapport des abscisses 
correspondent des secteurs 
equivalents. — Soient les 
deux arcs MN,M'N' tels 
qiie le rapport des abs¬ 
cisses Om,Qn [fig. 620) 
des points M,N soit 6gal 
aiirapport des abscisses Om',0«' des points Entre M etlV.pre- 
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nons sur la courbe ies points M„M,. ...; entre M' et N' les polnt:'- 
M„Mj, tels que les abscisses Om'„Om'„ ... de ... soie,»(- 

respectivement aux abscisses Om,.Om„ ... de M„.M„ ... c'omrae 0«/ 
est a Um. Si nous demontrons que le secteiir polygonal OMM M N 
est äquivalent ä N', il sera etabli que le secteur hypeJ- 

Do ique OMN est equivalent au secteur liyperbolique OM'N' car Its 
secteur liyperbolique OMN est, par defmition, la limite du secteuf 
polygonal OMM^Mg... N lorsque les points ... vont en sO 

rapprochant indefminaent les uns des autres, 

Comme tout ä l’heure, le triangle OMM, est equivalent au IrapeW. 
MM^mmi (parce que le triangle OMm est equivalent ä OM.m.) et d« 
meme, le triangle OM'M', au trapeze Le trapeze MM.w^/, 

a pour mesure le demi-produit de la somme Mm + M^m, par la 
lauteur, que nous compterons en HH, 620) sur la perpendicu- 
laire aux deux bases menees par le point 0, et le trapeze M'M'.m'm'i 
a pour mesure le demi-produit de la somme M'm' -j- par la 

liauteur H'H'j comptee sur la mdme perpendiculaire. 

Or les rapports~ A sont respectivement inverses de« 


OH, OH' 


Mm M'm' 

rapports —— (puisque le triangle OMm est equivalent ä OM,//" 

et le triangle OM'm' ä OMqm',); ces rapports sont egaux entre eux, 

On peut ecrire: 


puisque Ton a = —i 

Om Om' ‘ 


MW + M',mb _ M'm' 
Mm-f-M,?7?, ~ Ife' 


Quant aux hauteurs H'H'„ HH„ elles sont entre elles comme OH/ 

est ä OH, d cause de l’egalite 

. OH' OH 

Donc les trapdzes en question sont entre eux comme les produits 
Mm X OPI et M'm' x OH', c’est-ä-dire comme les triangles OMm, 
OM'm' ; ces trapezes, et aussi les triangles OMM„OM'M'„ sont, par 
cons^quent, equivalents entre eux. 

De möme, le triangle OM',M', sera äquivalent ä OM^M^, et ainsi de 

suite. La conclusion est donc demontree. 

2“ iS'/. Ion dorne au rapport des abscisses trois valew's telles que la 
troisüme seit le produit des deux premleres, on oblicnl trois secteurs 
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teh Que le troüieme soit equivalent ä la somme des deux premiers. _ 

Gestce quiestevident si lesdeux premiers 
secteurs ont pour base deux arcs consd- 
cutifs iVIN,NP [ßg. 621), le troisieme secteur 
ayant pour base l’arc total MP. Mais, 
d’autre part, il est clair qu’on peut 
ramener tout autre cas ä celui-lii, en 
vertu de 1°, 

Par consequent, si le logarithme du 
i'apport des abscisses prend trois valeurs^ 
ielles que La troisieme soit la somme des deux 

premidres^ le troisieme secteur obtenu est equivalent d la somme des 
deux premiers : cet enonce revient au precedent, puisqiie la somme 
des logarithmes de deux nombres est egale au logarithme de leiir 
produit(‘). • 

Des deux propositions qui viennent d’dtre demontrees resulte, 
ainsi qu il a ete explique ä plusieurs reprises, le theoröme enonce. 



752. Nous venons d’apprendre ä comparer deux secteurs corres- 
pondant ä line mdme hyperbole. Comparons maintenant deux 

secteurs empruntes ä deux hyperboles differentes. 

Nous rapporterons chacune des hyperboles ä ses asymptotes. 
L aire du Parallelogramme ayant un sommet en un point quelconque 
d une de ces hyperboles et deux cötes suivant les asymptotes de 
cette courbe, est une constante'que nous appellerons, pour abreger, 
la constante relative k l’hyperbole consideree. 

Gela pose, on aura le theoreme suivant: 

Theoreme. Dans deux hyperboles dont chacune est rapportee ä 
ses a.sympiotes, deux secteurs correspondant ä la meine valeur du rap- 
port des abscisses sont entre eux comme les constantes relatives aux 
deux courbes. 

En effet, si 0,0' sont les centres des deux courbes, M, Mj deux 
points de la premiere; M', M'^ deux points de la seconde, tels que 
leurs abscisses O'm', (ym\ soient entre eiles comme les abscisses 
Om, Om, des points M, U, [fig. 622), on dämontrera, comme au nu- 
mero precedent (f), que les ^^iangles OMM„ O'M'M', sont entre eux 

(1) Voir Rourlet, Zegons livro V, ch. III, n« 137, page 426. 

(irEOMETBIE. II. 32 
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- comme ÖMm, O'M'm', c’est-ä-dire comme les constantes relativesaux 
deiix courbes. Deslors, la möme condusion s’etendra (toujours comme 




au niiniero precedenl, 1“) an rapport de deux secteurs OMN, O'M'N^ tels 
qiie les abscisses des points M^,N' soient entre elles comme celles des 
points M, N. 

■ Des deux theoremes precedents resulte : 

Theoreme. Laire du secteur correspondant ä Varc compris entre 
deux points dune hyperbole Quelconque est proportionnelle au produil: 
de la consiante relative a la courbe par le logarithme du rapport des 
.abscisses de ces deux points. 

En effet, nous venons de voir que cette* aire est proportionnelle ; 
l® au logarithme du rapport des abscisses; 2° ä la constante relative 
ä la courbe, lorsque ces deux quantites varient separement: eile est 
donc proportionnelle ä leur produit. 

752 bis, Corollaire. — Tout ce que nous venons de dire subsiste 
quel que seit le Systeme de logarithmes employes. 

Prenons maintenant pour base du Systeme de logarithmes le rap¬ 
port des abscisses de deux points M, N, pris sur une möme brauche 
d hyperbole et tels que 1 aire du secteur compris entre ces deux 
points soit egale ä la constante relative ä la courbe. Alors Faire 
dun secteur dhyperbole quelconque sera egale au produit de la 
constante relative ä la courbe par le logarithme de rapport des 
abscisses correspondantes, car cette propriete a lieu pour le secteur 
particulier qiie nous venons de detinir et s’etend,, par suite, ä tous 
les autres secteurs d’hyperboles, en vertu des theoremes prece¬ 
dents, ' . 
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Le Systeme de logarithmes ainsi obtenii n^est autre que le Systeme 
des logarithmes le premier qiii aitete invente (‘). Sa base 

est designee ordinairement par la lettre e : les premieres decimales 
de ce nombre sont e = 2,71‘82818... 

Le nombre e n'estpas constructible ä Taide de la regle et du compas : 
c’est-ä-dire qu’on ne peut construire äTaide de la regle et du compas 
deux lignes dont le rapport soit egal ä e. Plus generalement, il 
n’existe aucun secteur d’liyperbole tel qu’on puisse construire geo- 
metriquement le carre qui lui est equivalent, en mdme temps que 
les asymptotes de la courbe et les extremites de l’arc qui sert de 
Lase au secteur (^)‘. 

ReMlAEQue. — d un secteur dliyperhole augmente indefimment 

lorsqu'une des extremites de Varc correspondant s'eloigne ä l'infini, 
l'autre restant fixe, puisque le logarithme de rabscisse variable 
augmente iiidefmiment. 

753. Aire du segrment de parabole. 

Le Segment de parabole est l’aire comprise entre un arc de para¬ 
bole et sa corde. Contrairement ä ce qui a lieu pöur l’ellipse et 
l’hyperbole, on peut construire avec la regle et le compas un carrö 
äquivalent ä un segment de parabole donne quelconque. 

Tbeoreme'. — Un segment de parabole equivaut aux deux iiers du 
tnangie farme par la corde du segment et les tangentes ä ses extre¬ 
mites (f). 


(1) Bourlet, Zepons page 42&. 

. (2)_L6s Mathömatiqaes: suporleurGs pemettent d’ötablir, entre les nombres e et une 
relation qui fait intervenir les gtiantitdsimagiiiaires et ^doat nous ne pduvons par cönsöquent 
donner une idee ici, mais dont rexistence ne doifc pas surprendre, puisque Tun de ces nombres 
est li6 ä 1 aire de l’ellipse (750:) et Tantra A l’äireda4'h.yperb0le. • 

Leadorömerelalifä Timpossibilltd de construire le nombre o (ou plutöt une proposition 
plus dterrdue dont ce thdoreme ddcoule (voir noteE ä la fin du volume), est dü ä Herinite(1874): 
c est le resuUat auquel.nous avons faitallusion au liv.Ili (PL, page 181, note 2). Le theoreme 
plus generalyue nous dnoncöns onsuite est celui qui a dtd ddduit des t'ravaur d’Hermite par 
Lindemann. En vertu de la relation,, raentionnee tont ä Tlieure, qui existe entre les nombres 

•et 7c, ce theoreme entraine,4’itiripoGsibiI»ite de la qi-mdrature'du cerclei 

(3) Ge tbdoiAme et le mode de dömonstratlon que nous en donnons sont dus kArohimede 
- La dömonstration suppose quales polygones inscrits so succMent-suivant uae loi ddtor 
mmde (chaqno polygone ayant pour sommets les söinmats du pröcödent et les points de iä 
courbe situös.sur les diamötres conjuguds des cötds de ce prdcödent). Pour ddmontrer aue 
Ja hmite obtenue est, la mAme,. quelle que seit la loi d^nscripttoa fpourHm. qtue cbacrue eötd 
tende vers zdro , il sufflt (PL, page 252, note 1) de faire voh< que iS distancTd’une 
point dmtersection dos tangentes ^en ses extrdmitds.. tend vers zdro-avec la longueur da 

la corde. Or, c est ce qm rdsulte aisdment dum**- it '■ : , ° ' ^ 


PROPERTY O#- 
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Soit le Segment de parabole determinö par la corde aa' [fig- 623), 
les tangentes menees ä la courbe en 
a, a' se coupant en A.. Soit S l’aire du 
triangle Aaa'. 

Le diametre qni passe en A conpe la ^ 
courbe en un point b oü la tangente est | 
parallele a aa '; soient B, B' les points oü j 
cetle tangente conpe respectivement ka 
et Aa'. Le diametre Ab est divise A6, 
en deux parties egales par les points ^ 

et le point i oü il coupe aa' (526). v 

Si donc nous joignons 'ab et a'b, les ; 

triangles iah et ia'b sont respectivement les moities de iak et de i 

ia'A, donc, le triangle ea'6 a pour aire Le triangle ABB', qui est j 

1 S i 

semblable ä Am', avec le rapport de siroUitude^ , a pour mesurey . 
de Sorte que la somme des deux triangles et öB'a est dgale 

ment , 

MenOTS maintenant les diamdtres des points B et B' lesqiiels cou- 

penrrespectivement la -rbe en r, r': les tangentes en ces pm^^^^ 

eont respectivement paralleles ä «d et n'd; la P—„ 

en C et B6 en C'; la seconde coupe AB en C et B a e 

ioinnons ac cb bc' c'a', nous constaterons, comme tont k 1 teure . 

!• quele triangle acb est la moitie du aBi et lo " 1 

moL du triangle AB'»'; 2" fors destclair 

sont respectivement les qnarts de BflA et B An . D . ^ 

que la somme des deux triangles inscrits aob et bc'a' est egale a ^, 

s s 

de Sorte que le polygone inscrit BcAc'n'a pour aire ^ 

En mdme tempson voit que la somme des deux triangles circon- 
scritsBCC'elB'C"C"'est A . De plus, les deux polygones ncAo«' et 

ACC'G"C"' sont separes par quatre triangles intermddiaire 
cC'6, AG'V, c'C"'a', ayant pour somme f,- 
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Nous continuerons de meme en menaut les diametres des points 
C, G', G", C'". Les points oü ces diametres couperont la courbe for- 
meront, avec les points precedemment obtenus, a, c, ö, c', a\ les som- 

S S -S 

mets d'uu noiiveaupolygone inscrit dont l’aire sera ^+. 2^^+ 2 ^" 42 ’ 
l’espace compris entre ce polygone inscrit et le polygone circonscrit 
correspondant sera ^g- 

Si Ton continue ainsi indefmiment, on voit quel’aire d’un quel- 
conque des polygones inscrits successifs est mesnree par une 

+ +. . + ■ ^ 


s , s 

expression de la forme^ ^ 4 


2 X 42 ' .. ‘ 2 X 4”^ 

c’est-ä.-dire par la somme d’un certain nombre de termes de la pro- 

S .1 

gression geometrique qui a pour premier terme - et pour raison - 
LorsquG m augmente indefiniment, cette expression tend( ) veis une 
limite egale ä 




= 2 r • Le theoröme est donc demontre. 

3 


L’aire compris entre im polygone inscrit et le polygone circonscrit 
correspondant est d’ailleurs dgale ^ ^ 6 t tend bien vers z4ro lorsque 
m augmente indefmiment. 


EXERCICEIS 


1093. L’aire d’un triangle inscrit ä. une parabole est double de celle du triangle 

oirenncicrit formd par les tangentes en ses sotnmets. .tx» 

Proposition anaroguepour un polygone inscrit d’un nombre quelconque de cot s. 
En dAduire l’aire du Segment de parabole. 

1094. Deax dtamtes Mnjagnfe dWsent une ellipse eu quatre parties dquiva- 
lentes, 

1095. On mfene, dans une ellipse, deux demi-diametres tels que foinfle« 

entre eux etla courbe ait une aire constante. Montrer 1« que la corde qui jom 


(1) Bourlet, Lecons Alg^bre, livre V, ob. iir u» 133, p. 414. 
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extremites de ces deux demBdiametres est langente 4 une elUpse fixe, qui la touche 
en son milicu; 

2“ Que le segment compris entre la courbe et cette corde a egalement une aire 
constante; 

3° Qu’il en est de möme du triangle qui a pour cötes cette corde et les tangentes 
menees 4 ses extremites. Lieu du point de eoncours de ces tangentes. ■ 

1095 Ö 2 S. Etant donnee une ellipse, quel est Je lieu d'un point pwr iequel le nayon 
du cercle considere ä l’exercice 757 est constant? 

1096. Deux secantes paralleles interceptent sur Thyperbole des arcs qui servent 
de bases 4 des secteurs equiyalents. Demontrer cette proposition sans se servir des 
theoremes sur l’aire du secteur (n“® 751-752 bis) et en utilisant seulement le thdo- 
reme sur les diametres de l’hyperbole (745). En ddduire 4 nouveau l’aire du secteur 
d’hyperbole (ex. 1085). 

1097. Resoudre, pour rhyperbole, l’exercice 1095. 

1098. En adoptant les defmitions des exereices 876 et 1083 

r Si deux lignes brisdes L et V, termindes aux mdmes extremites, ont tous leurs 
cötds de mSme espece, et que L enveloppe L', laquelle est;convexe,.la somme des 
longueurs hyperboli’ques des cötes de L est plus petüe que la somme correspon- 
dante relative 4 R; 

2“ Dans une hyperbole H ayant ses asymptotes paralleles aux cötes de l’angle 
donne, le rapport de la longueur hyperbolique d’une corde AB 4 la somme des 
longueurs hyperboliques des tangentes AB,' BG mendes en ses extremites et termi- 
ndes 4 leur point de rencontre C tend vers l’unitd lorsque la corde tend vers zdro 
(mener le diamötre dp point C et äppMquer exereices 1080, 1083)5 
3» Si ori inscrit 4 un arc AB de l’byperbole H une ligne brisde dont le nombre 
des cötes augmente ind4finiment de txianiöre que chacun d’eux tende vers zöro, la 
somme des longueurs hyperboliques de ces cötds tend vers une limite l, qu’on peut 
appeler la longueur hyperbolique de l’arc AB; ■ . 

4” Deux arcs de l’hyperbole II, qui ont möme longueur hyperbolique, sont vus du 
centre sous des angles hyperboliques egauxet correspondent 4 des secteurs d’hyper¬ 
bole equivalents. 

Plus gdnöralement,-l’aire d’un secteur de I’hyperbole H est proportionnelle 4 la 
longueur hyperbolique de l’arc qui lui sert de base, ou 4 l’angle hyperbolique des 
deux rayons qui le limitent. ^ 

1099. Si on joint un point variable d’une ellipse 4 deux points fixes de la courbe 

et qu’on mene, par le centre, des paralleles aux droites ainsi tracees, on determine, 
datis rellipseVun secteur d’aire constante et ^ale 4 la moitie de l’aire du secteur 
forme par les derai-diaraetres qui abontissent aux deux points fixes. , 

MSme Probleme dans rhyiperbole, 

1100. Trouver le lieu d’un point tel que le segment de parabole compris entre Ja 
courbe et lacordeiie oontact des tangentes issues deee point ait une aire constante. 
Montrer que ce lieu est une parabole qui se döiiuitde la parabole donnöe par trans- 
lation. La projection de la corde de contact sur la directrice est constante (employer 
tme remarque analogme ä celle'ä:e RexBrci«e l996). 

1101. Melier, par un point intörieur 4 une conique, une corde qui ddtache le pius 

petit segment possible. ■ . 
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1102. Diviser un secteui' d’ellipse en deux parties äquivalentes par un diametre. 
Mfeme Probleme pour un secteur d'hyperbole (»). 

1103. Circonscrire 4 un triangle la plus petite ellipse possible. 

(On etudiera (ex. 1049) le rapport de l'aire d’un triangle ä celle d’une ellipse cir- 
conscrite et Fon en chercbera Je maximnim). 


1103 bis. Inscrire, 4 un triangle 40nne, Ja pflus grande ellipse possible (parmi 
celles qui sont comprises 4 Fint4rieur du triangle). 

(MOme möthode). 

1104. Lieu du centre d’une hyperbole qui passe par deux points fixes A, D, de 
maniere que le secteur compris entre la courbe et les demi-diametres aboutissani 
en ces points ait une aire donnäe, la ■.GOBStMite irelative 4 la cDurbe etunt Agale-^ 
ment donnee. Montrar que les asymptotes passent chacunepar un point rixe.. Trou- 
ver le lieu de Fintersection des tangentes 4 l’hyperbole en A et B. 

1105. Une ellipse varie de maniere que ses axes restent diriges suivant deux 
droitesfixes et queson aireresteconstante. Muntrer que cette ellipse est tangente 4 
une hyperbole Aquilalere fixe. 'GAneraliser au nas oü 1 ellipse,.gardant toujomi's une 
aire constante, a deux diametres conjuguös suivant deux droites donnees. 

1106. Calculer Faire du triangle >qui a pour sommets le centre d’une hyperbole 
et deux points de la courbe, connaissant la constante relative 4 Fhyperbole et le 
rapport des abscisses des deux points (lorsqu’on rapporte la courbe 4 ses asymptotes). 

1107. Montrer que le logarithme de (1 -+■.«), dans le Systeme dont la base est le 
nombre e, est Ja limite, pour inflni, de Fexpression 


a ( - 4- ^ 4_ .- . j_^—) 

\n ” n + n + 2a n ^ na) , 

(0x1 remarquera que cette 'expressioa »aeprösente une aire polygonale -formee 4 
Faide d’un contour inscrit Ai’hyperbole). 


(1) Le'proMfemo de diviser un secteur d’ellipse ou d’hyperbole en uu nombre de parties 
äquivalentes.guim’.estpas une puissamoe de .2 n’est pas räsctlublß'parla rägjla ot le eampas. 

L'introduction des imaginaires permot de röunir en un seul et mämo problämela question 
präoädenite relative ^ FeHipse ,et la question relati.ve 4 l’h'yperbole, quoique*ces ■dmis questions 
soient d’apparence träs diffdrentes. (L'une conduit A la division d'un angle en un nombre 
■ ' . ' . 
quelconque de parties ägales; l'autre, ä trouver deux lignes.dont le rapport seit W ou c 

et i so-nt deux lignes {fqnndes.) 
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CHAPITRE IX 

SECTiONS DU CONE OBLIQUE A BASE CIRCULAIRE. 
propriEti^s projectives des CONIQUES. 

754. Theoreme. — La projeclion parallele d'une conique esl une 
coniqüe de meme espece. 

Gelte proposition est une consequence immediate du lemme du 
n“ 739. 

Gonsiderons, en effet, une conique situee dans le plan P ; et, selon 
qu’on a affaire ä une ellipse, ä une hyperbole, ou ä une parabole, 
rapportons-la ä deux diametres conjugues comme axes de coor- 
donnees, ou aux asymptotes, ou ä un diamötre et ä la tangente ä 
Fextremite; selon les cas, la conique aura pour equalion fn“® 739 bis, 
520,536), 




1, XY = K, Y^=2PX. 


Dans le Premier cas, A, B sont les longueurs des demi-diam^itres 
conjugues.; dans le second, K est Faire constante du Parallelogramme 
forme par les asymptotes et les paralleles aux asymptotes menes par 
un point quelconque de la courbe ; dans le troisieme cas, P est une 
longueur constante (le parametre si les axes sont rectangulaires). 
Pour obtenir les dquations des projections de ces courbes rapportees 
ä des axes ox, oy, qui sont, dans le plan p, les projections des 
axes OX, OY du planP, il faut, ainsi qu’on Fa explique au n® 739, 


remplacer X et Y par 


y 

et en designantpar x, y les coor- 


donnees, dans le plan p, de la projection du point du plan P'dont 
les coordonnees dans ce plan sont X, Y, et par a, ß, des nombres 
constants dont la signification a ete precisee au no 739. On trouve 
ainsi, suivant les cas, 










1, = K a ß, 2/^ —2 


ß^P 


Or ce sont lä les equations respectives d’une ellipse rapportee ä 
deux diametres conjugues (742, Remarque II), d’une hyperbole 
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rapportee ä ses asymptotes, d’une parabole rapportee ä un dia- 
mötre et ä la tangente ä rextremite de ce diainetre. 

Donc, en projection parallele : ' 

une ellipse a poiir projection une ellipse; deux diametres conju- 
gues se projettent suivant deux diametres conjugues de la projection; 

une hyperbole a pour projection une hyperbole ; ses asymptotes 
se projettent suivant les asymptotes de la projection; 

une parabole a pour projection une parabole ; un diametre se 
projette suivant un diametre. 

755. Theoreme. — La perspective d'un cercle^ falte d'un centre 
queleonquesurun plan qiielconque^ est une conique, 

Autrement dit, la section d'un cöne queleonque ä base circulaire est 
une conique. 

La proposition a ete etablie (ch. vi), lorsque le centre de perspec¬ 
tive est sur Taxe du cercle, autrement dit, lorsque les rayons 
projetants Ibrment un cöne de rövolution. Le lemme qui suit nous 
permettra de ramener ä ce cas le cas general. 

Soient donnes deux plans P, p et deux centres S, S' tels que la 
droite S S' ne soitpas parallöle au plan jo. Soit m la perspective sur 



Fig. 624, 


le plan du poiut M du plan P, perspective faite de S comme centre. 

Dans ces conditions, je dis qne Ze point m est la projection sur le 
planp^ faite paralUlement ä S S', de la perspective du point M faite du 
point comme centre sur un plan p' convenablement choisi. 
cMenons par le point m {fg. 624) une parallele ä SS' jusqu’ä sa 


t 
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rencontre en m' avec S' M. Si le theoreme enonce est vrai, c’est que 
le lieu du point m', lorsque le point M decrit le plan P, est un plan, 
le plan p' de l’enonce : il est aise de reconnaitre qu’il en est ainsi. 

Abaissons en effet du point m une perpendiculaire ma sur la 
droite D, intersectiön des pians P, p/ soit a rintersectioin de cette 
perpendiculaire avec la droite A intersection du plan p et du plan 
mene par le point S pamlletement ä P : les droites Ma, Sa sont. 
evidemment paralleles et Ton a (en grandeur et signe) 

mm' Mm am 
SS' ~ ~ aa” ’ 


_ gg' 

d’oü Ton voit que mm' = —= 

acj. 


am est proportionnel ä am, puisque 


les longueurs SS', ax sont constantes. 


Soit maintenant une pusition particuliere du point m dans le 
plan p; soit m'o le point deduit du point comme le point m' a 
ete deduit du point m;soit enfm le pied de la perpendiculaire 
abaissee de sur D; les cdtes ma, mm' du triangle variable amni' 
sont paralleles et proportionnels aux cdtös a^, m^, m'^ du triangie ■ 
fixe tto Wo m'oi les deiix triangles sont homothdtiques (directement 
si les points m^, m sont d’un rn^me cöte par rapport a D, inver- 
sement dans le cas contraire); la droite am est donc parallele ä «omo 
et, par consequent, dans le plan p’ mene par la droite D et le poin t m'^. 

Une fois qu on a montre que le point m' est la perspective sur le 

plan fixe p' du point M, perspec¬ 



tive faite du point S' comme 
centre, il est bien clair que le 
point m peutdtre obtenu en proje- 
tant ce point m' sur le plan p, 
parallelement ä SS'. 

Dans le cas oü SS' serait paral¬ 
lele h'p, le point m', construit 
comme on l’a explique, ne serait 
autre cbose que la perspective du 


Fi&. 1325. 


point M sur le plan p^ feite du 


centre S', mais il ne pourrait plus 
äti-e question d’en döduire le potat m par prejection paraUele. 
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Par contra (que SS' soit ou non parallele ä P}, considerons un 
troisieme centre S" ; pnis [fig. 625) menons par le point m, jnsqii’ä 
la droite S", M une parallele mm" ä SS". Lorsque le point M decrit 
le plan P, le point m döcrit nn plan p", eomifie le point m' decrit 
le plan p, d ailleurs il est elair que les deux triangles 
SS' S" sont homollietiqnes, ie centre d’homotlietie etant au point M: 
la droite m'm" est donc parallele ä la droite fixe S'S", en sorle 

que Fon passe de Tun des points m', m" k l’autre par une projection 
parallele ä S'S". 


EEMiRQm. - La ligne de fuite (620) tracSe sur le plan P est la 
mtoe, qu'il s’agisse de Tune ou de l'autre des perspectives dont 
nbiis venons de parier : autrement dit, la perspective, sur P, de la 
droile de l'infmi du plan p, quand on prend S comme point de vue, 
est la mfime que la perspective de la droite de Finfini de quand le 
point de vue est S'. 

Cela rösulte de ce que le point m’ s’dloigne h Finfim en möme temps 
(c est-a-dire pour les mbmes positions de M) que le point m. 


756. Ceciposi, supposons qne le point M decrive uu cercle dans 
e p an P : on veul prouver qne le point m, perspective de M sur » 
faite du centre S, decrit une conique. ^ 

Prenons pour le point S' im point 4e Faxe du cercle. Le point m' 
Gonstruit comme on Fa explique, est la perspective de M sur le 
plan/ falte du centre S'; il decrit une conique dans le plan n', Si le 
p an p n’est pas parallMe k SS' (ee que Fon peut toujours supposer 
quand le plan de S' et de Faxe n’est pas parallöleiä p), le point m. 
pourra ötre regard6 comme la prqjection sur le plan p du point m' 
projection falte parallölement ä SS'; Io point m döcrit donc amssi 
une conique, 

Dans le cas on SS' est parallMe hp, prenons le point S" (flii. 62B) 
en dehors du plan mene par SS' parallMement ii p. Le point m' 
emt une conique dans le plan _p', et le point m" est la projection 
le plan p du point m\ faite paralMement ä S'S" ; ie point m" 

PwaUMe°rF“d-P’“ Enfm, puisque m"m est 

Ls le plan n “ “e conique 

0. Q. r-. D. 

RiKiEqtiE. _ Lorsque le c6ne 4 base circulaire considere a: 
pour sommet S', c’est-ä-dire est de revolution, la section est (719-720) 
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ime ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que le plan 
parallele au plan du tableau, menb par le sommet du ebne, est 
exterieur, secant ou tangent au ebne. 

G est, ce que Fon peut encore exprimer en considerant, au lieu du 
plan en question, la ligne de fuite tracee sur le plan P du cercle. La 
section sera elliptique/hyperbolique ou parabolique, suivant que 
nette ligne de fuite est exterieure, secante ou tangente ä ce cercle. 

Or, SOUS cette forme, on voit que l^enonce pr^cedent est valable 
egalement lüvsque le sommet est un point quelconque S, puisque 
(no preced., Remarque) dans la transformation qui permet de passer 
de ce second cas au premier, la ligne de fuite ne change pas. 

Cet enonce est d’ailleurs evident par la consideration des branches 
inflnies qui n’existentpas pour Fellipse, ont deuxdirectionsdistinctes 
pour Fhyperbole et une seule pour la parabole. 

Mais, en ce qui regarde cette derniere, il montre que la pff.ra.bole 
doit etre regatdee comme tangente ä la droite de Vinßni^ puisque sa 
perspective (le cercle) est tangente ä la ligne de fuite. 

Au theoreme qui precede, on peut joindre le suivant que nous enonce- 
■rons Sans dömonstration (G : Tout ebne du second ordre (c’est-ci-dire qui a 
pour base une conique) peut btre coupb suivant un cercle. 

756 bis. Theoreme. -- Toute perspective d'une conique quelconque 
sur un plan est une conique. 

Ce thboröme se demontre identiquement comme le precedenr. 
Nous savons, en effet(722), qu’une conique quelconque etant donnee, 
il existe des points de Fespace tels que le ebne ayant pour sommet 
1 un de ces points et pour base cette conique soit de revolution. On 
prendra un tel point pour le point S’ considerb au numero prece- 
dent et le raisonnement fait en cet endroit subsistera sans modifi- 
cation. 

D apres la proposition du n» 636, on peut encore dire : 

•Toute ßgure homographique d'un cercle est une conique; 

Toute figure homographique d'une conique est une conique. 

(1) La raison pour laqnella cette dömonstration n’est pas donnde ici (cette ddmonstration 
«e trouvera plus lom_, exercice 1161) est la suivante : toutes les fois qu'au cours de ces Leeons 
nousavons ddirwntre l’existence d’une figure (par exemple d’une droite ou d’un plan), non» 
avons, a cet effet, donnd un moyen de construire cette figure. Or, un c6no quelconque 
ayant pour base une conique dtant donnd. il existe toujours des plans qui le coupent suivant 
aes cercles, mais ces plans ne peuvent pas dtre construits ä l’aide de la regle et du compa« 
(voir üote E). _ ® ^ 
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757. D’apres les theoremes qui precMent et ceux du n® 722, iioUkS 
pourrons maintenant partir de la definition smyante des coniques 
(entieremeiit equivalente, en vertu de ces theoremes, ä celle qui a 
ete donnee au no 531): 

On nomme conique toute courhe qui a four perspective (sur un plan 
et d’un point de vue convenablemeiit choisis) un cercle. 

Des lors, nous pourrons etendre immediatement aux coniques une 
Serie de proprietes du cercle, ä sayoir, toutes celles qui soni projec- 
tives, c’est-ä-dire (621) qui se conservent dans la perspective. 

758. Theoreme. — Eiant donnds un h'iangle et un point siiue dans 
son plan, mais non sur un de ses cötes, on peut trouver une conique 
passant par ce point et tangenie ä deux cötäs du Iriangle en leurs sofn- 
mets communs avec le troisidme cöte. 

Soient en effet ABC le triangle donnö, D le point donnö {ßg. 626); 
I, le point de rencontre (ä 
distance finie ouä rinfini) 
de AB et de CD. Dans un 
plan passant par AB, mais 
different du premier, tra- 
Qons le triangle isoscele ABC' 
et le cercle F qui est tangent 
ä AB, AG' en B et G' respec- 
tivement. Soit iJ' le point 
(different de B et de C') 
oü r rencontre la droite C'L 

Les deux droites GC', DD', 
situees dans un m^me plan Pia- 

(le plan CG'I), ont un point 

commun S (ä distance finie ou A Finfini). La perspective de F, faite 
avec S comme point de vue, satisfait aux conditions de Fenonce. 

Remaeques. — I. Le raisonnement subsiste si 1q point A est h 
1 infini, c’est-ä-dire si les droites BA, CA sont remplacdes par des 
paralleles (dont aucune ne passe par D). II suffira de remplacer la 
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4roite. G'A pap une parallele^ ä BA (situee eh dehops du plan primiLif) f 

e[ le poiiit G' pap k projection de B sup cette parallele.. On pourra f 

alors constrmre le cerde r et continuep la construetlon eomme | 

dans le cas general. ’ 

il. - On peut d’ailleurs se dispenser de cette precaution si on , 

utilise les resultats des n» 63M36. Car alors on pent cüofsir arhi- - 

trairement le cerele r, les tangentes A'B', A'C' et le point D' (auire ■ 

qne B' ou C') de ce cerele : la flgure A'B'C'D’pourra toujours älre mise 
en perspective avec ÄBCB on avec une figiire semftlable ä ABGD. 


deduire du theoröme precedent la propositian suivante, 
Täc proque d une de celles que nous avons ddnonfrees plus haut (727): 

leii c es poinis tels que le produit de leurs distances ä deux cötes 
dun tnangle soit dans un rapport constant avec le carre de leur dislance 
■au tfoisieme cot6, est une conique. 

Gar si ABC est le triangle donnA et que D desfgne' un point du lieu, 
conique qui passe par D et q:ui, est tangente en ß. et ü ä AB et a AG 
coincide avec le lieu en question, RuisqueJes. distances de l’un quelconque 

e^ses points aux cötes AB, AG, BG presentent entre eiles (727) la relation 
qm caractörxse ce lieu., 


760. Parmi les proprietes projectives du cercle, considerons la f 

suivante (PL, .212) : le rapport anharmomq^e du faisceau obienu en F 

joignant quatre points fixes d'une ärconference ä un cinquUme point | 
variable est constant. . | 

On en dediiit immediatement : ^ 

Theoreme. — Le rapport anharmonique du faisceau obtenu en joi- \ 
gnantquatre points fixes dune conique ä un cinquieme point variable *' 
de la meme conique est constant. | 

Gar il est egal (623) au rapport, anharmonique analogue, forme | 
dans le cercle dont la conique consideree est la perspective. ' | 

Ge rapport anharmonique constant est dit le rapport anharmo- ' 

nique des quatre points sur la conique. ' 

761. Plaqons successivement Lorigme. du faisceau en deux points ! 
ifferents de la courhe. ; noua voyons que le theo-reme precedenl 

peilt s enoncer ainsi: s 

Theoreme de Chasles. — Les droites qui joignent respectivement 
■deuxpoints fixes A, B d’une canique d unp^int variable M de la meme 
€öurbe dicrwmt respectivement äeux faiseeanTUmogxapUqm^. 

Gar, Mg, M^ sont quatre Position quekonqiues deli,des feis- ^ 

"■ ' ■. ■ ■' " I 
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ceaux (A.M,M,M 3 MJ, ont m4me rapport anharmonique. 

Remaeque. — En faisant tendre le point M vers A, on voit (com- 
parer PL, 212, Remarque) que dans thomographie en qiiesHon, la 
droite komotogue de AB, consideree comme appartenant au faisceau 
de sommet A, est la tangente en ^ d la courbe. 

De meme, AB, consideree cömme issue de B, a pour homologue 
dans le faisceau de sommet A, la tangente en A. 

761 bis. Reciproqiiement, le Heu du point commun d deucc rayons 
homologues de deux faisceaux homographigues qui n'ont pas le 
mime centre est, en general, uneconique. passant pav les deux centres. 

Soient deux faisceaux homographiques de centres k, ß. Prenons 
les rayons AG, BC, liomologues de AB lorsqu’on considere cette 
droite successivement comme appartenant ä chacun des faisceaux 

Si ces deux droites AG, BC comcident entre eiles (et, par conse- 
quent, avec AB), le lieu est (642) ime droite. Ums il convient de con- 
siderer en oiitre, comme faisant partie du lieu, te rayoii homologue 
commun tout entfer, puisqu’un point quelconque de ee rayon 
satisfait ä la definition du lieu. Ainsi corapldtd, le Heu est un Systeme 
de deux droites, c’e'st-ä-dire un cas limite- de conique (50i7 bk, Rem.). 

Stipposons qu’il n’en soit pas ainsi (^). Soit D un point determinö 
quelconque du lieu. Nous venons de voir qu’il existe une conique 
passant par D et'tangente eu A ä AG,, en B ä, BG;.. Cette conique sera, 
d’apresle theoreme precedent.le lieu du point commun aiix rayons 
liomologues de deux faisceaux homograpMquea de centres A, B. 

Or cette homographie colfncide a^ec la proposöe ; car„ dans l’une 
comme dans Tautre, les trois rayons AB, AG, AD ont respectivement 
pour homologues BC, BA, BD. Le lieu est donc la conique dontnous 
venons de parier. 

Remaeque. — Le resultat subsiste lorsque Pun des faisceaux, ou 
tous les deux, ont leiirs sommets ä rhiflni. Pour le voir, on peut, soit 
etendre ä ee cas la demonstration precedente(voir 758, Rem. II), soit 
la recommencer en partant du theoreme suivant. 


762. Theoreme. — Par cinq points d'un plan, dont trois quel- 
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conques ne sont pas en ligne droife, on peut faire passer une conique, 
et on n'en peut faire passer qu'une. 

Soient, en effet, A, B, C, D, E, les points donnes. Co’nsiderons 

les faisceaux homographiques de 
centres D, E et tels que DA, DB, DG 
aient pour homologues respectifs EA, 
EB, EC. Le lieu des points d’inter- 
\ section des rayons homologues de 
ces faisceaux homographiques est 
une conique qui repond ä la quesLion et qui y repond seule (). 
La demonstration subsiste evidemment si un ou deux des points 



donnes (par ex., A et B) sont ä l’infini (la conique devant avoir pour 
directions asymptotiques les directions correspondantes). II suffira de prendre 
D et E parmi les points ä distance fmie. 

Remarque. — Tout comme au n“ 759, on peut deduire de cette pro- 
position la rdciproque du. thöoreme de Pappus (728, Rem,), c’est-ä-dire 
le lieu des points tels que le produit de leurs distances ä deux droites 
donnöes soit dans un rapport constant avec le produit de leurs distances 
A deux autres droites donnöes (le tout dans un plan). 


762 bis. Lq theoröme precedent permet de construire par pomLs 
une conique donn6e par cinq points : on voit, en effet, qu’il fournit 
le second point d’intersection de la courbe avec une droite quel- 
conque DM passant par un des points donnes. Ce point sera sur 
le rayon EM, homologue de DM dans l’homographie precedente. 

Le meme theorbme donne aussi la tangente en un point quel- 
conque, puisque la tangente au point D, par exemple, est 1 homo¬ 
logue de ED dans la meme homographie. 

Moyennant cette derniöre remarque,le raisonnement du n° prece- 
dent s’etend evidemment au cas oü Ton donne, non plus cinq 


points, mais quatre points et la tangente en l’un d’eux (ce que Ion 

peut considerer comme cinq points dont deux sont confondus^. 

Une conique ainsi donnee est donc unique et Ton peut la con¬ 


struire par points comme tout arheure. 

Tel est egalem ent le cas dhine conique determinee par trois 


(1) Gelte conique so rßduira ä deux droites : 1» si Tun des points A, B, G est sur DE, car 
alors DE sera un rayon homologue commun; 2« si deux d’entre eux sont en hgne droite ave« 
D ou avec E, oar alors on aura une des hoinographies ddgdndrdes mentionndes au u“ 
dent (no«e);3»si ces trois points sont sur une möme droite, eoupant DE 6nl,car alors 11’. 
sera encore un rayon homologue commun, le rapport anharraoniqne (D.ABGI) dtant egal 
—wan mot des que trois des points donnes seront en ligne droite. 
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points et les tangentcs en deux d'entre eux, c'est-ä-dire celui de la 
conique etudiee au n“ 758. 

Kmarqtje. - Les constructions que nous venons d'indiquer 
peuxent s’effectuer (645) a l'aide de la regle seule. 

763 Les mömes propositioas permettent, d’autre pari, de tvoumr 
le, points de renmntre time droile quelcongue avec une eomque donnee 

encore im point variable de la conique ABCDE 
sotent ,» les points ob les rayons AM, BM coupent la dro.te 
dnnnL A (ÄC 628) ; ces points forment sur A deux divisions homo- 
J^fen vitu de L propridte des rayons qui les determ.nent 

(761). Mais si M est un point commun 
4 la conique etä la droite A, les points 
w, m' sont tous deux .confondus en M. 

Donc les points communs cherclies (s’ds 
existent) ne sont autres que-les points 
doubles des divisions homographiques 
dont nous venons de parier. 

On doit (621) consid6rer comme un 



FiO.. 628. 


On dOlt IDZ'I) CUUSlUCiOA vuiaaiAAv. ..xx* . . , , 

casparticulier du probldme precedent la determinat.on “ 

rin/!«! (C’est-i-dlreaes (JIrections asjniptotiques) de la conique ABC . 

Ion mdne, par un point arbitraire du plan, des paralleles a . 

BM on obtient deux faisceaux homographiques dont les rayons 
doubles {s-ils existent) sont paralleles aux direolions asymptotiques 

'“ntendu. de ce que nous venons de dire resulte A nouveau 
que la conique qui passe par cing points donnes est mique. 

764. Enfin nous pouvons ajouter la consöquence suivante •. 
Theoreme — Btant donnes, dans unplan, quatre points, dontirois 
quelconques ne sont pas en ligne droite, UMeu dn sokmet 
dont les rayons passent respeclwement par ces quatre points et dont 
Xp^ Jarntmique seitJgal ä nn nomire donne est une conique 

passant par les points donnes. . . , « • m Anm et 

Car, si M, M' sont deux points du heu, les faisceau ^ 

M'.ABCD ayant m^me rapport anharmomque, la ® 

par M;M', A, B, C passe parle point D. Les sixpoints A, , , > > 

* ' 33 

Geometrie. II. ■ 
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etant sur une mäme conique, si le point a 6te choisi une fois pour 

ou es. e lieu du pomt M' est laconique qui passe par ce point et les 
points donnes. r 

765. Tout pareillement, le corollaire du n»212(Pi„ Oorapi.dn li,..nn 
donne immediatement : 

Qua,re tangentee fia:es d'me eonique interceptent sur une tanqente. 

lemmZaT' '^ cmsiant, que nous appellerons eiicore 
J aii^oi t anharmomque des quatre tangentes. 

Pdr coDsequent aussi, en raisounaot comme au n° 761, 

Theoreme. - One tangente mobile d’me eonique intercmtesur ieux 

tangentes flstes des divüiohs komographiques. ^ 

däterminee pap''cira”dln"'"r'' delaeonique 

obtenir le pLt de contaefd',^^ donnees. On pourra dgalement. 
contact de la droite oti,' i *5* queleonque ; le point de 

est l'homo ogue d nX f ''»“»S-PWqnes. 

d^r^es commfL : ;X-rLTeX 

eneffe, an cas oh la ' '' eorrespond, 

coesid.., carlesehoseX*^^^^^^^^ CXr 

Si iXixir'Xf 

l'iaflni). des tangentes ä la X™ ^“"'““7“« d« plan (a dlstance flnie ou a 
(comparer n" 763) ä deux pXs P““'' 

diTisions homographiques qui TienXt°dXe‘*“"*“"X“'’® 

passent pas par mZZplZ '^ZeZföZ “'’»e 
pomt, une drotte mobüe sur laquelle ces quatre 

(1) Toutefois. dans le cas on w r- - 

*“• “• “ «.»»■», I. a„i.. 
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droites interceptent un rapport anhannonique conslant est tangente d 
une conique fixe [com^axer ^84). 

Remarque. — On voit que le rapport anharmonique de qiialre 
points sur une conique depend du choix de cette conique, möme 
lorsque les quatre points sont donnes; et que le rapport anharmo¬ 
nique de quatre tangentes ä une conique depend ehcore du choix de 
cette conique, lorsqu’on donne les quatre droites., 

766. Le theoreme de Pascal (PL, 196) et le theoremede Brianchon 
(PL, 208) n’introduisent evidemment que des proprietes projectives. 
On a donc, pour les coniques comme pour le cercle : 

Theoreme de Pascal. — Dans un hexagone inscrit ä tme conique, les 
points de rencontre des cdtes opposes sont en ligne droite. 

Theoreme de Brianchon. — Dans un hexagone circonscrit ä une 
conique, les diagonales gui joignent les sommets opposes concourent 
en un meme point, 

ainsi que leurs cas limites, tels que eeux-ci : 

Dans un iriangle inscrit ä une conique, les points de rencontre de 
chaque c&td avec la tangenie üu sommet oppose sont en ligne droite. 

Dans un triangk circonscrit ä une conique, les droites qui joignent 
chaque sommet au point de contact du cötd opposd concourent en un 
meme point. 

767. Nous pouvons de möme enoncer immediatement les proposi- 
tions suivantes, demontrees pour le cercle en Geometrie plane. 

Pdles «t polaires dans les coniques- 

Theoreme. — Si, par un mime point, on meneä une conique diver'- 
ses secantes^ le Heu des conjngties harmoniques de ce pomi par rapport 
aux Cordes intercepties est une droite. 

Cette droite est dite la polaire du point par rapport ä la conique. 

Si le point. donne est extirieur ä la conique, sa polaire nest autre 
que la corde de contact des tangentes menees par ce point. 

Si par un point on mene ä une conique deux secantes variables, Le 
Heu des points d'intersection des diagonales ou des cötes opposes du 
quadrilatere qui a pour sommets leurs points d'intersection, -esi la 
polav'e du point con.sidei'ß [FL, 2ii). 

768; Theoreme. — Si un point a est sur la polajre d'un point 
rdciproquement celui-ci appartient ä La polaire du point a (PL, 2§6). 
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Les points a et ö seront encore dits conjugues par rapport ä la 
conique et on appellera de möme droites conjuguees deux droites 
telles que chacune d’elles passe par le pöle de Fautre, Un triangle sera 
dit cojijugue par rapport a une conique si chaque sommet est pole au 
cöle oppose. 

On pourra, par suite du theoreme precedent, definir des figures 
polab'es reciproques par rapport ä une conique, comme nous avons 
defini les figures polaires reciproques par rapport a un cercle, 

, A des points en ligned)'oile de l'une des figures correspondront des 
droites concourantes de V autre; et le rapport anharmonique de qua- ij 
trepoints en Kgne droite sera{V\.^ 2iQ)egal ä celui de leurs polaires. 

Deux figures po laires reciproques d'unememe troisieme,par rapport | 
ä deux coniques dijferenies, sont homographiques Vicne de l'autre. | 

Gar le raisonnement du n° 637 ne repose que sur la double propricte | 
qui vient d’etre enoncee : il est donc applicable ici. . I 

t 

769. La theorie des diametres (ch. vn) peut etre considerde § 

comme un cas particulier de celle des polaires. En effet, les secantes vl 

paralleles entre elles peuvent dtre considerees comme passant par, ,| 

un mdme point rejetö ä Tinfmi, et le milieu de la corde interceplee | 

par la conique sur une de ces secantes n’est autre que le.conjnguö | 

liarmonique du point ä rinfini par rapport ä cette corde. Le diambtre | 

conjugue d’une direction est donc ia polaire, par rapport ä la ceni- | 

que, du point situe ä rinfmi sur cette direction.. Deux directions 
conjuguees correspondant ä deux points conjugues de la droite de J 
rinfini, le theoreme du n° 737 est aussi une consequence des prece- !| 
d«nts. 

II. est egalement clair que tous les diametres passent par un meine 
point — le pöle de la droite de Finfini —• et que ce point est un | 

centre de la courbe, puisque, sur'toute droite issue de ce point, la | 

conique et la droite de l’infini interceptent une division.liarmonique. j 

Dans la parabole, le centre est rejete ä l’infmi puisque tous les, | 
diametres sont paralleles entre eux : ceci resulte, d'ailleurs, de ce r 
que la parabole est tangenleä la droite de rinfini (756, Rem.). 5 

Corollaire. — La polaire d’un point quelconque par rapport a une | 
conique^ est parallele du diametre conjugue de celui qui qoasse par ce i 

pomt: cela revient ä dire que le pöle (rejetö ä rinfmi) du diametre qui j 

passe au point considere appartient ä la polaire de ce point. 
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Dans le cas de l’ellipse, onpourra acheverde determiner la polaire 
en prenanL pour secante le diametre qui passe au point donne : il 
est clair qu’on estainsi conduit ä lasolution de i’ex. 1081: on auraun 
resultat tout analogue dans le cas de Thyperbole si le diametre en 
question est transverse. 

Dans le cas de la parabole, la möme consideration montre que le 
diametre c/ui passe en un point quelconque est divise en deux parties 
egales par la polaire de ce point et la courhe : c’est evidemment le 
Premier theoreme du n“ 536. Enfin, dans riiyperbole, on a un 
theoreme analogue en remplagant le diametre par une parallMe ä 
une asymptote. 

770. L’homographie et rinvolution etant definies sur une conique 
comme sur un cercle, les secantes issues d'vn meme point determinent 
sur une conique une involution (664). 

Inversement, siune involution est donnee sur une conique^ leseordes 
joignant entre eux les points homologues passent par uninhne point. 
Par exemple, s?, autour d'iin point dhim conique, on faü pivoter uh 
angle droit et qu'on joigne entre eux les points oic les cötä de l'angle 
rencontrent ä nouveau la conique, la droite ainsi obtenue passe par un 
point fixe (Th. de Fregier). 

Deux Cordes conjugu6es par rappori ä une conique la divisent harmo- 
niquement {PI,, 2i3). ■ 

771. Conlques polaires i'eciproqwes. 

Nous avons precedemment defini lanotiori de figures polaires rdci- 
proques pour les figures composöes exclusivement de points et de 
droites. On peut ötendre cette notion ä des figures contenanc des 
lignes courbes Nous admettrons toutefois que les courbes introduites 
possedent toutes la propriete suivante : 

Le point de rencontre d’une tangente fixe avec une tangente mobile 
qui tend ä se confondre avec l’a premiere a pour limite le point de 
contact'de la tangente fixe. 

On demontre en calcul infinitesimal que cette propriete appartient 
ä des catögories tr^s ötendues de courbes : nous pouvons, en tout 
cas, affirmer qu’elle a lieu pour les courbes planes*que nous etudions 
ici, ä savoir pour les coniques. 

C’est ce qui resulte evidemment des theor^mes de Poncelet; et 
nous avons vu, d’aüleurs, que les points d’oü l’on peut mener ä une 
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conique deux tangentes coafondues soat les points de la comrbe 
(503,528). 

Nous admettrons donc, daas ce qiii suivi’e, la propriete pre- 
eedente. 

Cela pose, soient une courbe C (^p’. 629); fl uapoiiaL qaelcenque 
de cette courbe : prenous la polaire du point a par rapport ä tine 



EiÄ. 628 . 

conique donnee : soit A la droite ainsi obteniie. La taBgenteD a la 
courbe C au point a aura, poui'-pöle un point d situe sur A. Gonsid®- 
rons la courbe C', lieiidecrit par le point Dlorsque lepointa:decritC. 
Je dis que la tangente ä G' au point d n’est autre que; A. 

Si, en effet,.5 est iin. point de G^ voisin de a, la tangente E ä G en 
ce point ayant pour pöle un nouveau point e de G', la dro)ite£^e estlia 
.polaire du point i oti se coupent les- tangentes D. et. E,. Or„ d’apres la 
propriete enoncee tout ä Flieure, le point i a popr lianite a lQ.rsqiiiiß'l;a 
tangente E se rapproche indefiniment de D. Donc, dans les mömes 
conditions, la droite de tend vers la positibn limite A r ce que nous 
voulions demotttrer. 

Ainsi, la courbe G' etant le Heu d'es pöTes' des tangentes ä C, La 
courbe G est aussi le lieu des points fl-, pöles des tangentes de G% de 
Sorte que si 1 on avait opere sur la courbeC'' comme on a opere sut- G, 
on serait retombe sur la courbe G elle-mdme. 

Les deux eourbes 6 et G' sont dtites polaires ri'dpraques Y\ivi&- de 
Fautre; 

On voit qu une courbe est le lieu des pdles'dbs'tangentes de In 
.polaire reciproque et en m;6na-e temps des polaires des 

points. de ceire-ci, c’est-ä-dire- qu’ell'e- est tangente k toutes ces 
polaires. 

RjäHtiiiQIB. — Deux cowies tangmtes mtre ellu oni poia polaires 
Tecprogms <kvx cimrhss tangmtu entre'ellex; ces demiSres ont. 
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en effet, iin point com-mUirL (le pöle de la tangente commune aux deux pre- 
mieres) avGC tangentG Gn cg point (la polaire du point de contact 

priraitif). 

772. La propositfon, prccGdemmGiit dcmontreG : deux figures, 
polaires reciproques dune meme troisieme par rapport ä des coniques 
diffeventes, sont homographiques l'une de l'autre\, s’applique, biGn 
Gntcndu, ä dGS fignpGs contenant des coupbes- puisqu’elle Gst appli- 
cablG ä. des points quelconques des courbes situees dans les deux 
premieres figures,. cos points etant eonsideres coiiinae pöles des 
tangentes ä la coiirbe Goprespond-ante de la tpoisieme figure. 

Nöus po-uvons, dös lors, enoncer immediatement le theopeme 
sukant: 

Theoreme. La ßgure polaire reciproque d'une conique est une 
conique. 

En effet, la polaire peeippoque d’une conique C par rapport ä elle- 
mdme coincide avec C, cliaque tangente ayant pour pöle son point de 
contact (PL, 204). Donc la polaire reciproque de C par rapport ä une 
äutre conique quelconque sera une figure homographique de C, c’est- 
a-dire une conique. 

Moyennant le thdoröme qui vient d’ötre etabli, nous aurions pu 
supprimer certaines des ddmonstrations qui ont etd precedemment 
donnees relativement aux coniques. C’est ainsi que si l’on donne cinq 
tangentes d’une conique, eela revient ä se donner cinq points de la 
conique polaire reciproque. Aussi, toutes les propositions que nous 
ayons donndes au n“ 765 sur une conique determinee par cinq 
tangentes ne sont-elles autres que celles que l’on deduirait par 
polaires reciproques des propositions analogues enoncees aux 
n“^ 750-764. 

Mais ee ne sont pas seulement Ws ehoncds qui se transforment 
ainsi les uns dans les autres : il en est de möme des demons trations. 
Si, dans les raisonnements des n“® 759-764, on remplace le mot point 
par le mot dvoite, les mots jööinte en ligne droite 'pB.r droites concou- 
rantes, divisions homographiques par faiscemx homographiques^ etc., 
et, inversement, on obtient les raisonnements mönses diui li“ 765. 

En un motv ü y a dualiti entre les considerations presentees 
en ces deux endroits. Cette dualite existe dans toutes les proprietes 
projectives des coniques. / 
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773. Polaire r^ciproque d’un cercle. 

Le theoreme du numero precederil est applicable ä la polaire reci- 
proque d'une conique quelconque. Dans le cas oü celle-ci est un 
cercle, ainsi que la conique directrice, on peut demontrer directe- 
ment une conclusion un peu plus precise, ä savoir : 


Theoreme. — La courbe 'polaire riciproque d'un cercle^ parrappori 
ä un cercle, est une conique ayant pour foyer le cenire du cercle direc- 
ieur (*). 

Ce theoreme peut, d’ailleurs, s’etablir en partant de Tune ou des 
deux defmitions de la polaire reciproque, c’est-ä-dire en considerant 

celle-ci, soit comme enyeloppe des 


polaires des poinls du cercle consi- 
/ \ dere, soit comme lieu des pöles des 

/ \ ■ tangentes du meme cercle. 

\ ' / / Premiere demonstration. — La 

\ polaire d’un point quelconque m 

-(^p. 630) du cercle considere C est 

perpendiculaire ä la droite qui joirit 
le point m au centre 0 du cercle 
^ directeur, en un point m' tel que 
Fiß. 630 . Om. Om' soit egal au carre du 

rayon de ce cercle. Le point m' est, 
d’aprfes cette construction, l’inTerse du point m par rapportau cercle 
directeur : il decrit donc, lorsque m yarie sur C, un nouyeau cercle QI 
ou une droite. Par consequent la polaire de m, qui est perpenäicu- 
laire ä Om' enm', enyeloppe (771) une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole. 


Remarque, -t- Si le point 0 est inUrieur au cercle Q, il sera dgale- 
ment Interieur ä C', et la polaire reciproque de Q sera une ellipse, 

Si 0 est inUrieur ä G, il sera aussi exterieur ä G' et la polaire 
reciproque sera une hyperbole, 

Si 0 est sur G, le cercle se reduira ä une droite et la polaire 
reciproque serauneparabole, 

Gest dailleurs ce que l’on peut constater a posteriori: cqjc les 
points ä l’infini de la polaire reciproque correspondent (PL, 204) 


(1) Le mot cercle directeur a ici, bien entendu, !e sens crue 
öeoradtrie plane (206) et non eelui qu'il avait au livre IX (495). 


nous lui avons attribuö en 
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aux tangentes menees par le point 0 k la courbe primitive C, de 
Sorte que les directions asymptotiques seront perpendiculaires ä ces 
tangentes : leur existence dependra donc de la Situation du point 0 
parrapport k C. Dans le cas de l’hyperbole, les asymptotes (qui sont 
(5i5) les tangentes k rinfmi) seront les polaires des points^ de contact des 
tangentes ainsi menöes. 


Deuxiemß demonstration, —- Considerons, en second lieu, une 


tangente quelconque du cercle 631): son pöle sera un point p, 
inverse, par rapport au cercle directeur, de la projeetion P du point 0 
sur la tangente, et le cercle decrit sur Op comme diamötre sera 
l’inverse de cette tangente (PI., 220), Or,puisque celle-ci enveloppe 
le cercle C, son inverse enveloppera le cercle C', inverse de C ; le 
milieu de Op sera donc le centre d’un cercle nassant par 0 et 
tangent ä G. II decrira, par consequent (497, 509, 522), une conique 


et le point p decrira une 
conique homothetique. 

Le meme theoröme s’ob- 
tient encore par la möthode 
suivante : 

TroisUme dämonstration. 
— Deux tangentes m, in 
du cercle C forment des 
angles ögaux avec la droite 
qui joint leur point com- 
mun t au centre du möme 
cercle. Ces deux tangentes 
ayant pour pöles deux 
points p, q de la courbe 
cherchee, le point i aura 
pour polaire la droite p^, 
et la droite qui joint i au 
centre du cercle G corres- 



Fifi. 631. 


pondra au point r, inter- 

section de pq avec la droite D, polaire de ce centre. Donc 
(PL, 209) la droite Or fait des angles egaux avec Op et Oq. Des 
lors, enreprenant en sens inverse le raisonnement du n“ 725, on 
voit que les distances des points p, q au point 0 sont entre elles 
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comme les distances des memes points ä D. p, q etant quelconques siir 
la coTirbe chercliee, celle-ci est (723) une- conique de foyer 0. 

Corollaires. — Gelte dernifere demonstration nous montre en mfime 
temps que la droite D, polaire du centre du cercle considere Q, est, la 
directrice de la conique F obtenue. 

G’est, d’ailleurs, ce que Fon peut voir directement, une fois le 
tbeoreme precedent demontre d’une fagon quelco'uque. En ©ffet, le 
centre du cercle G est, par rapport a ce cercle, le pöle de la droite 
de I’infini : donc il lui eorrespondra une droite qui sera la polaire du 
point 0 par rapport ä r(^). Or, la directrice correspondante ä un fover, 
etant perpendiculaire a Faxe focal et passant, en vertu de sa definition 
naöme, par le conjugue Iiarmonique du foyer par rapport ä cet axe 
(puisqne le rapport des distances des extrömites de faxe aii" foyer et k k directrice 
doit etre le meme), est (769') la polaire de ce foyer. 

Quant aux deux premiöres demonstrations, elles nous apprennent 
que le centre de la conique obtenue n’est autre que eelui du cercle G', 
inverse de C, et meme que G' en est (494, 515 bis) le cercle principal. 


774. La metbode des polaires rdciproques permet evidemment de 
dedüire de proprietes coimues du cercle des propridtes correspon- 
dantes des coniques.Par exeniple,un raisonnement tout analogiie ä 
la troisieme demonstration du numero precedent permet de deduire 
la construction de la tangente ä une conique donnee par son foyer 
et sa directrice (725, Coroll.) du theoreme qui donne la tangente au 
cercle comme perpendiculaire au rayon du point de contact. De 
meme, 1 un des theoremes de Poncelet (504) resulte immediatement 
de ce que deux tangentes quelconques au cercle sont egalement 
inclinees sur la corde de contact; etc. 


775. Le theoreme du n° 773 admet la reciproque suivante : 

Reciproque. La polaire i-'eciproque d'une conique par rappart 
a un cercle ayani son centre en un des foyers, est un cercle^ 


(1) Un point p et une,droite P, pöle et polaire Tun de l’autre par rannort 4 une ennimiP r 

Change pas la relation de polarite que nous avons en vue.' ► ce qui ne 

conjuguis par rapport ä une eonique- C corresvondent deux 
droites cangugu&es pav rapport ä la polaire reciproque de £. ^ correspondent deux 
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poiir la demonstration de laquelle il suffit de reprendre en sens inverse 
Tun quelconque des raisonnements precedents, 

On voit qu’on a lä une propriete caracteristique des foyers, tont 
foyer etant le centre d’un cercle par rapport auquel la conique 
consideree a pour polaire reeiproque un cercle, et inversement. 
Gelle propriete peut d'aillenrs ^tre renaplacee par la suivante ; 

Les droües conjuguees issues d'tm foyer sontrectangulaires. 

En eilet, deüx points ä Tinfmi eonjugues par rapport ä un cercle 
sont sur des directions rectangulaires. Lorsqu'on prendra la ligure 
polaire reeiproque par rapport ä un autre cercle 0, ces deux points ä 
l’infini donneront deux droites passant par le point 0 et conjuguees par 
rapport a la conique obtenue. 

Inversement, un point pris dans le plan d’une conique et tel que dettx 
droites conjuguees passant par ce point soient toujöurs rectangulaires, 
esi un foyer car, par rapport ä, un cercle ayant ce point pour centre, 
la conique consideree aura pour polaire reeiproque une conique 
•dont tous les diametres conjuguds seront rectangulaires et qui sera 
par consdquent un cercle (d’aprös 737, Rem. 11). 

776. Nous appliquerons ceci a ia rSsplution du problöme suivant: 

Probleme. — Etant donnds une conique, un point inUrieut ä ceite conique 
et une droite quelconque dans son plan, prajeter la figure sur un second plan 
de maniere que la perspective de la droite donnäe soit ä Vinfini et celle du point 
donn.^ au foyer de la conique projetäC' 

Soient C la conique donnde,. D la üroite, p le point. Putsquej? est intS- 
rieur ä. la conique, les droites conjuguees qui passent par ce point forment 
une involutioii dont les rayoas doubles sont imaginaires et interceplent 
par suite sur D une involutioni dont les points doubles sont imaginaires. 
Or les points homologues de cette myolution doivent avoir pour perspec¬ 
tives sur le plan clierchd des points ä rinfini situes dans des directions rec¬ 
tangulaires; et inversement, s’ilen est ainsi, les conditions du probleme se 
trouveront bien remplies. 

On prenara donc, dans im plan passant par D et diffdrent du plan donnd, 
•un point duquel chaque eouple de points homologues de Finvolution soit 
vu SOUS un angle droit (656). Ce point sera le point de vue et le plan mene 
,par ce point et la droite D sera parallele au plan du tableau. 

■ Si la droite D est la polaire du point p, la conique projetee sera un 

■cercle (puisque le centre eomcidera avee im foyer.) 
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777. Thöorfeme de Desargues. — Une conique quelconque et le$ 
couples de cötes opposes d’un quadrangle inscrit ä cette conique deter-r- 

minent sur une transversale quelconqus 
des couples de points eninvohition. 

j Meme demonstration qu’au ii° 661. • 

/ i Soit une transversale A coupant en m, nd 

Jg conique [fig, 632), en p, p'; q, q' los 

"" cötes opposes AB, CD; AD, BD du qua- 

drängle inscrit ABCD. Des rayons qui joir 
gi^ent un point variable de la courJae aux 
points A etB determinent respectivement 
suria transversale deux divisions homographiques, lesquelles ontpour 
points lomologues p, q'; p' et pour points doubles m, mb Donc 

es points m, m'; p, p'; q' forment bien une Involution (660). 

Thöoröme corrölatif. — Les tangentes menees d'un point ä une 
conique et les droites joignant ce meme point aux couples de sommets 
opposes dun quadrilatere complet circonscrit ä cette conique don^ 
nent^ des couples de rayons en Involution. 

Demonstration correlative de celle qui precöde. 

RSoiproquement, si dem points m, m' d’une ck-oite A sont en imo- 

A B r ^ conique passant par 

A, B, C D : car la conique ABGDm doit couper A en un secoiul 
po«. (d.,.nc. 0 . non de Ie,uel ne peu. mre au.ee gue 

leml b*“ “ inwlution awo celles qui joignent 

eiles sont tangentes a une meme eonique inserite ä 0 

du pae de sene (ou 

pas la conicrue^ Nou^ ^ transversale ne coupaii 

.rafor.uldde.anljr;::dl^^^^^^^^^ 

conique donnde par cinq construire la 

II) II . t, - ' ’’ ^ %alement(ce a quoi he suffl- 
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sentpas les consideralions precedemment empio^ees) de construire une conique 
par cinq donnees dont les unes sont des poiuts et les autres des tangeiites. 

Supposons d’abord qu’on donne quatre points et une tangente: il suf- 
fira de determiner le point de contact de la tangente pour ^tre ramene ä 
un cas dejä traite. Or, ce point de contact, representant deux points 
d’intersection confondus, est necessairement un des points doubles 
de l’involution determinee sur la tangente par les cötes opposes 
du quadrilatfere qui a pour sommets les 
quatre points donnes. 

Le Probleme pourra avoir par consequent 
deux Solutions. 

II en est de mßme dans le cas oü Fon 
donne un point et quatre tangentes, lequel 
est correlatif du pr4cMent. 

Si maintenant on donne tröis points et 
deux tangentes, on cherchera ä determiner 
la corde de contact. Ghacun des points de 
contact peut 6tre considerö comme represen¬ 
tant deux points confondus et on a, par Fig, ess. 

consequent, un quadrilatere inscrit dont 

deux cötes opposes sont formes par les deux tangentes et deux autres 
cötes, confondus, suivent la corde de contact. Gelle-ci passera des lors 
par un des points doubles de Finvolution determinee, sur la droite qui 
joint deux des points donnes,par ceux-ci etles deux tangentes {fig. 633). 

En joignant le troisiöme point donne' ä Fun des deux premiers, on 
aura de meme, sur la droite de jonction, un nouveau point de la corde 
de contact. Ge point pouvant ögalement ötre clioisi de deux fagons 
differentes, le problöme (s’il est possible) aura quatre Solutions, 

Solution correlative de la precedente pour le cas oü les donnees seront 
deux points et trois tangentes. 

778. Nous avons (766) deduit le tbeoreme de Pascal pour une conique 
du tbeoröme correspondant pour le cercle. Mais ce tbeoreme (de meme 
que le tbeoreme correlatif de Briancbon) peut se demontrer d’emblee. 
pour une conique quelconque : il suffit que la demonstration soit 
elle-meme projective : c’est ce que nous obtiendrons en partant du 
tbeoreme de Desargues. Designant par les chiffres de 1 k 6 les 
sommets de Fbexagone dans Fordre oü on convient de les faire se 
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succeder (‘), soient L, M les points de rencontre des cötes i 2 , 4 5 • 2 3 ^ 
5 6 : joignoos ces deux points par une droite A et menons, d autre part^ 
la diagonale 2 5. Le poiiit de rencontre deAaTec le cöte 3 4 sera Tliomo- 
logue du point P od eile est coupee par 2 5, dans l’inYolution deter- 
minee sur eile par le couple LM et la conigue, d’apres le theoreme de 



ou la conique se conaposerait de c 
6 tant surD; 2, 4, 6 ötantsurD'. 


De^rgues appiique au quadrangle 
inscrit 2 345..Mais le point oü A 
sera coupee par- 6 1 sera egalement 
rhomologue de P dans la meine ia- 
volution,enTfirtudu meme theoreme 
applique au quadrangle 2 5 6 1 . Ges 
deux points coincident donc. 

c. Q. F. 

Gette demonstration(^) s'applique 
Sans modificatioa au cas (non atteint 
par notre i-aisonnement du n“ 778) 
IX droites D, D", ies somniets 1 , 3 , 5 


Elle senable ne plus subsister quand A necoupe pas la conique. Nous I 
venons (779 6 is) qu on peut remedier ä cet inconvenienit. 


778 bis. üne fois etendus aux coniques quelconques, les theoremes 
de Pascal et de Briancbon admettent des reciproques. 

Theorömes. — simpoinfs, que nous designerons par des chiffres 
de 1 a 6 , soni tels qim les tStes opposes 1 2 , 4 5 ; 2 3 , 5 6 ; 3 4 , 6 1 d«? 
Vhexagone ainsi forme tüncourmt en trois points L, M, N situes en 
ligne droite, ces six points sont sur une meme conique, 

Si six droites sont telles que les trois diagonales de Vhexagone 
formees par leurs miersections consecutives concourent en un meme 
point, elies sont tangentes ä une meme conique. 

^Le second de ces tlieorfemes se deduisant du premier par polaires 
reciproques ~ ou, mieux encore, aimettant une demonstration corre- 
lative de celle du premier et que nous laisseroas au lecteur le soin 
d etablir — il suffit de demontrer la reciproque du probleme de Pascal. 
Notre demoastration comprendra, comme tout ä l’heure, les cas-limites 
ou deux sommets consecutifs, - par exemple 1 et 2 — seraient confon- 


(1) 11 n’est nu’lementsuppose que eeturdre seit l’ordre 
formes telles que celle qui est reprösentee fig. 634. 
ß) Voir ex. 919 et, pour le cas de deux droites (ex.SSS), 


naturel, riiexagone pouvant avoir des 
uue autre denaonstration projective. 
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dus : il faudrait al'Ors sepposei* •qu’on s’est donnd, an somiaet 1, une 
direction devant etre ceile du cMe 1 2" et passant par le point L, et le 
theoreme ä etaMir consiste en ce que la conique passant par les 
points 1, 3..., 6 (dont certains, par exemple, 3 et 4, 5 et 6 pourraient 
etre consideres comme confondus dans les memes conditions que 1 et 
2) est tangente en 1 ä la direction donnee en ce point. 

Poiir faire la demonstration demandee, tragons la conique qui passe 
par les points 1..., 5, et soit 6' le second point (confonduou non ayec 5) 
qu’elle a en commnn avec la droite 5 6. L’hexagone 1 2 3 4 5 6' satisfai- 
sant au theoreme de Pascal, le point N', oü se coupentles droites 3 4, 6' 1 
doit ^tre enligne droite avec L et M. Puisquhl est sur 3 4, il doit donc- 
coincider avec N. Le cöte 1 6' doit donc passer parN, c’est-a-dire coin- 
cider avec 1 6 et, par consequent, le sommet 6' avec 6. c. q. f. d. 

II est toutefois des circonstances exceptionnelles qui seraient susceptibles 
de mettre en defaut le raisonnement precedent. Noas allons nous assurer 
que ces circonstances ne peuvent pas se presenter dans les hypotheses oü 
nous sommes places, c’est ä-dire si Ton exclut : 

a) Le cas oü des sommets non conseculifs de l’hexagone coincideraient; 

' b) Celui oü trois sommets autres que 1, 3, 5 ou 2, 4, 6 seraient en 
ligne droite (^), 

Moyennant cette double exclusion; 

1° Ghacun de's points L, M est bien determme : les droites 12, 4 5, par 
exemple, ne peuvent ^tre confondues, en vertu de b). 

2» Les points L ei U sont äistincts: car les droites 1 2 et 2 3 le sont, 
toujours d’apres 5), de sorte que si L co'incidait avec M, il devrait aussi 
coincider avec 2 et, de meine, avec 5, ce qui est impossible; 

3° La droite L M est disäncie de ,3 4sans quoi., les droites 3 4 et 4 5 
l’eLant (comme ci-dessus), le point L, qui seraitsitue sur chacune d’elies, ne 
pourrait etre que 4 et, des lors, ne pourrait etre situe sur 1 2. 

Le point N' est donc bien determine par rintersection de ces deux droites 
et coincide, en consequence, aY-ec N. 

4° Le point N est distinct de 1, pmisque le point 1 n’est pas sur 3 4; 

5° La droite qui joint oes deuac points est distincte de 5 6, puisque cette 
derniere ne passe pas par 1. 

La demonstration s’applique au cas oü les points I, 3, 5 seraient en ligno 
droite, la conique dtant forme© de cette droite et de la droite 2 4. 

779. Notions sur l’iutersection des coniques* 

Le thdoreme deDesargues est important pour l’etude des coniques qui ont 
quatre points communs. 

(1) Ceci doit s’interprdter, dans le cas oü il y aurait des sommets confondus, en tenant 
compte des conventions prdcedentes: par exemple, si l.et 2 cpincident, la direction (donnee). 
de la droite 1 2 ne devra passer par aucun autrc sommet. 
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Deux coniques ne peuvent avoir plus de qualre points communs, piüs- 
qu’on ne peut faire passer qu’une'conique par cinq point donnes(i). Par 

conire^ deux coniquespeu- ^ 

vent avoir quatre poini^ 
communs^ car deux coni- j 

ques determinees par qua- || 

tre points communs et nn | 

cinquierae point differeiil 
de part et d’autre sont,en || 
general, distinctes. 

Deux coniques se cou- 
pant en quatre points A, 

B, C, D, joignons AB, CD Ij; 
{ßg. 635), nous avons ainsi 
un couple de Cordes com- 
munes: soit I le point d’intersection (ä distance flnie ou ä rinflni) de ces deux 'i 
droites. Soient de meme K le point de rencontre de AC, BD; L celui do ij 
AD, BC. Chacun des points I, E, L a mime polaire dans les deux coniques : ’ '>■ 

la droite qui joint les deux autres points (PL, 211). On nomme ces points 
les poles doubles; leurs polaires sont les polaires doubles; le Iriangle j| 
IKL est le triangle conjugue (768) commun. - ’ i 

Inversement, tout point L qui a mäme polaire par rapport aux deux courbes 11 
est Tun des points dont nous venons de parier; car la droite qüi joint I ä ira 
point A commun aux deux coniques coupera les deux courbes en un second 
point commun, le conjugud harmonique de A par rapport au segment inter- 
cepte sur lA entre le point I et la polaire (commune par hypothfese) de I par rap- L 
port a ces deux courbes (Cf. Pl., 137); les points A, B, C,D sont donc deux par 
deux sur deux secantes issues de I. ;j: 

Application du theoräme de Desargues. — Soient maintenant des 'i 
coniques, en nombre quelconque, ayant toutes les meines quatre points j 
communs. Ges coniques intercepteront sur une transversale quelconque des i| 
Segments faisant parlie d'une mime Involution, celle qui est determinee '| 
par les cötes opposös du quadrangle inscrit commun. 

Les polaires d'un mime point, par rapport ä toutes ces coniques soni 
concouranles. Soient en effetMun point quelconque; M' le point de concours 
des polaires de M par rapport ä deux .des coniques considerees. Les poinl' 

M, M' etant conjugues par rapport ä ces deux coniques, sont (652) les points 'j 
doubles de Pinvolution determinee par elles sur la droite MM'; ils sont dorie, 
d’apres le theoreme precedent, conjugues par rapport ä toute autre conique 
passant par les points communs aux deuxpremieres,cequ’ilfallaitdemontrer. 

D’apres ce qui precede, les polaires de M par rapport aux angles formes i 
par les couples de secantes communes passent egalement par M'. 

(1)Gas d’exception ünique: cEaqueconique est rdduite ä deux droites, l’unedes droites elanl ,)!'■ 
commune. s 
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raisonnement suppose, il est \rai, que la droiteMM' coupe les coniques 
■orisicierees. On arrive ä le rendre general par la consideration des points 
■f^^Qinaires; mais nous pouvons dömontrer le theoreme pour toute position 
la Point M, de la maniere suivante : 

Gonsiderons en particulier trois des coniques donnees, dont deux prises 
iii© fois pour toutes et une quelconque. 0 existe des positions du point M 
.elles que la droite MM' correspondante coupe les trois coniques et auxquelles, 
consöquent, le raisonnement pröcedent est applicable (*). Soienu M,, 
Vfai Mg, M 4 , quatre points en ligne droite ainsi choisis [fig. 636), auxquels 
joi-'respondront les points M'j, M'a, M'g, M' 4 . Les 
jolaires de Mj, Mg, Mg, M 4 par rapport ä chacune 
les coniques, vont passer par un meme point, le 
p 6 le de la droite Mj Mj Mg par rapport ä cetle co- 
aique ; jo, g, r etant les poles pour les trois coniques 
jonsiderees, comme les faisceaux {p. MqM'oMqMq), 
ß. (r. M'iM'gM'jM'j ont le meme rapport^ 

inliarmonique, les points M'j, M'g, M'g, M' 4 , 
ippartiendront äune meme conique (761). 

Si inaintenant M est un autre point de la meine 
iroite M^MgMgMi, lespolaires du point M passeront 
bien, parun mßme point,äsavoirlepointdelaconiqueM'iM'sM'gM'iiOfiiJ'quiforme 
avec M'i,M'ä, M'g, surcette conique,un rapport anharmonique dgal ä (MjMsMgM). 
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"779 bis. Inversement, ce rösultat nous pennet de donner du thöoreme 
le Desargues le complöment dont nous avons constate (777) lanOcessite. 

Tftieoräine. — Les points doubles (supposes reels) de Hnvolution deter- 
n'i'nee sun une transversale par les cötes opposes d'un quadrangle inscrit 
i 'vcrze conique sont conjuguis par rapport ä cetle conique. 

Get enonce ßquivaut ä celui du n“ 777 lorsque la transversale rencontre la 
lonique. Des deux enonces en question, il y en a, d’ailleurs, toujours un (au 
noins) d’applicable. Gar les points doubles peuvent ßtre defmis comme 
;ou.ple commun ä Tinvolution determince sur A .par.les points conjugues 
1 la conique et ä celle des points conjugues par rapport ä deux cötes opposes 
iu quadrangle; ils sont donc reels (664) si A ne coupe pas la conique. 
En. particulier^ la demonstration donnee plus haut (778) du thöoreme de 
Pascal embrasse maintenant les differents cas possibles ; si la droite LM 
notations du n“ citö) ne coupe pas la conique, Tinvolution qui determinera 
es points de rencontre de A avec 34 ou ayec 61 sera definie par la condition 
lue ses points doubles soient conjugues par rapport ä la conique en divi- 
;ant harmoniquement le segment LM. 

780. On voit que le Heu du point M’., lorsque M decrit une droite D, est 
in& conique, laquelle passe par les pöles doubles (positions occupees par M', 

(1) II suffit, par exemple, de prendre, pour les deux premieres coniques, deux couples de 
ecantes communes et, laissant la troisieme conique quelconque parmi celles qui passent par 
es quatre points donaes, de choisir le point M Interieur ä cette conique. 

Geometrik. II. .34 
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lorsque M est ä rinlersection de la droite D avee I’une ou I’autre des polaires doables). Dg p'lus, 

corome ce lieu est independaiit du choix de la conique du faisceau qui a 
servd ä construire le point r (puisqu’on peut le considerer comme detemine par les cinq 
poinisM'i.M'j,M'j, p,q)^ U esl aussi le lieu des pöles de La droiteh par rapport 
aux coniques circonscrües au quadrilatere. 

En particulier, le lieu des cenlres des coniques qui passent par quatre 
points fixes est une conique. 

La conique, lieu du point M' oü se coupent les polaires d'un point quel- 
conqiie M de la droiteB, se reduit ä une droite (ou, plus exactemeut, ä deiix 
droites, dont une polaire double) lorsque D passe par un pöle double ; car 
aloi s les faisceaux homographiques engendres par pM' et par gM' ortt un 
rayon homologue commun, la polaire double correspondante. D’ailleurs, 
lecas oü D passe par un pöle double est le seul oü le lieu ne soit pas une 
veritable conique (761), puisque c’est le seul oü les faisceaux engendres par 
les deux polaires ont un rayon homologue commun. 

780 bis. Supposons que Fune des coniques soit un cercle et considerons 
les points k Finfmi sur les bissectrices des angles que formen! deux sccantes 
communes AB, CD. Ces points ä Finflni sont conjugues par rapport au 
cercle (puisque les bissectrices en question sont reetangiilaires), et COnjugueS par rap- 
port aux points k Finfini sur AB, CD (PL, 201, Coroll. 11). Donc ils sont con¬ 
jugues par rapport ä la conique. Or, deux directions rectangulaires et en 
m^me temps conjuguees par rapport ä une conique sont necessairement les 
directions des axes de celle-ci. Ainsi, les secantes communes d un ccrclc 
et ä une conique sont egalement inclinees sur les axes de ceiie derniere. 


781. Les propositions correlatites des precedentes concernent les 
coniques qui sont inscrites ä un meme quadrilatbre. Les tangentes menees 
d un point quelconque du plan ä ces coniques sont en Involution. Par conse- 


quent aussi, les pöles d’une meme droite quelconque, par rapport d ces 
rnemes comques sont en hgne droite : par exemple, les centres des coniques 
tangentes ä quatre droites donnees sont en ligne droite. 

Parmi ces coniques, il y en a trois qui correspondent aux couples de se¬ 
cantes communes des coniques qui passent par quatre points fixes. XJncouple 
de secantes communes etant une conique reduite ä deux droites, il lui cor- 
respondra une conique reduite ä deux points f-) -, ces deux points seront deux 
sommets opposes du quadrilatere forme par les tangentes. Le pöle d’une 
droite par rapport ä la conique ainsi deflnie est le conjugue harmonique, 
par rapport au segment forme par les deux points, du point derencontre de 
la droite qui joint ces points avec la droite consideree(2). Par exemple, lo 
centre d’une teile conique sera le milieu de la droite joignantles deux points 
qiu la constituent. On voit donc que parmi les centres des coniques tan- 

condition qu’on considSre'comme tangente a ia 
OnT.m' • qui passe par 1 un ou parTaiitre des deux uoints en question. 

(VNotiorTOr™™ath’™de^c^^^ une^onique indefiniment aplaiie (m, note 2; 506). 
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^entes k quatre droites, se troiivent les milieux des diagonales du qua- 
•clrilatere forme par ces quatre droites, de sorte que le lieu trouve tout ä 
1 heure n est autre que la droite qui passe (PL, 194) par ces milieux. 

Les folaires dun point fixe, par rapport aux coniques tangentes ä 
■Quatre droites fixes, enveloppent une conique tangente aux cöles du iriangle 
■conjugue commiin. 

Les demonstrations de ces theoremes sont correlatives des prece- 
<ientes. 

781. Les raisonnements qui precödent subsistent lorsque quelques-uns 
des points communs viennentse confondre deux ä d.eux. G’est, par exemple, 
le cas de coniques qui onL deux points communs et sont (angentes entre 
-elles en un troisifeme. Le thdorfeme de Desargues continuant ä s’appli- 
<quer dans ces conditions, les raisonnements precedents sonL tous va- 
lables pour de telles coniques;toutefois, les couples de secante.s communes 
se reduisent ä deux dislincts, a savoir un couple {comptant pour doux) (i) 
form4 des droites qui joignent le point de contact aux deux autres, est un 
oouple forme de la droite qui joint ceux-ci entre eux et de la tangente com¬ 
mune. II est clair que, dans ce cas, les coniques doivent encore etre consi- 
derdes comme ayant quatre points communs, 

Mals les clioses peuvent se passer autrement : par exemple, deux cercles 
out au plus deux points communs etpeuyentn’enavoiraucun. On estconduit 
ä. dire que les points communs sont encore au nombre de quatre, tout ou 
Partie (rem qui manquent en realitß) dtant imaginaives. 

Dans tous les cas, on peut trouver au moiris un pöle double reel. 

Pour le demontrer, nous nous appuierons sur la remarque suivante : 

Si deux coniques ont un point commun, elles en ont au moins un second, 
o. moins qu^elles ne soient tangentes entre elles au premier point. 

Supposons, en effet, que Tune de.s coniques seit un cercle, Si l’autre ne 
lui est pas tangente au point commun donnd I, les points du cercle voisins 
<a.e I seront les uns d’un c6te, les autres de Lautre par rapport ä cette 
seconde conique, autrement dit, les uns interieurs, les autres exterleurs ä 
cetle courbe(®). Si L est un des premiers, F' un des seconds, en joignantF ä 
J." par l’arc de cercle qui ne conlient pas le point 1, on a un cliemin continu 
■cj-ui doit ndcessairement coüper quelque part la seconde conique. 

La proposition est donc ddmontröe, car on peut toujours admetlre, 
aoaoyennant une perspective convenable, que l’une des coniques considdrdes 
est un,cercle. 

O) On reconnäifc immödiatement cetle derniere Circonstanco en oonsiddrant le cas oti it j 
a. deux points communs confondus comme limito de celui oü deux points communs sont tr6a 
-v^oisins Tun de l’autre (voir aussi plus loin 784 bis, 2“). 

(2) Un point P du cercle, sufflsamment voisin de I, est placö, par rapport k la seconde 
conique, comme sa projection p sur la tangonto au cercle en I (sans quoi il .y anrait un point' 
3?^ de la conique entre P et p et la droite IP' serait comprise dans l’augle PIp, ce qui est 
innpossibls, puisquB la droite IP tend vers la tangente Ip etla droite IP' vers la tangente k la 
seconde conique, laquelle est distincte de la premifere). Or, la tangente au cercle en I passe 
(4 98 bis, 524; ex. 772) de rexterieur ä l'intdrieur de la conique. 


öys 


GEOMETRIE. 


Cela pos4, soient deux coniques S, S' dont nous voulons trouver lespöies 
doubles: prenons un point 0 du plan, par lequeJ nous ferons passer deux 
droites quelconques D, Dj. Si un poinl M ddcrit la droite D, le point ol\ se 
coupent les polaires de M par rapport ä S et ä S' ddcrit uneconique G(le rai« 
sonnement du n° 779 continuant ä s appliquer ä cet egard). De niftme si le 
point M decrit ia droite Dj, le lieu du point d’intersection de ses polaires 
seraune conique G^. Ges deux courbes ontun point commun, le point 0' oiT 

se coupent les deux polaires du point 0. Elles en ont donc au moins un 

autre I (ä moins qu elles nesoient tangentes en 0'). Si les polaires du point I 
dtaient distinctes, leur point commun devrait dtre sur D (puisque I appar- 
tient a C) et sur Dj (puisque I appartient ä Gj) : il devrait donc coincider 
avec 0, ce qui est absurde, puisque I est distinct de 0'. Donc I est un pöle 
double, 

Reste le cas oü les deux coniques G et sont tangentes en 0. Mais, dans 
ce derniercas, siE est la tangente commune ä ces deux coniques, le lieu du 
point oü se coupent les polaires d’un point quelconque de E par rapport a S 
et a S' seraune conique tangente en 0 a D (car le probleme de trouver uii 
point M de D dont les polaires se coupent en M' sur E revient ä celui de 
trouver un point M'de E dont les polaires se coupent sur D : Fun de ces 
problömes^ne peütavoir ses deux Solutionsconfondues sansqu’il en soit de 
radme de 1 autre), et cette mdme conique devra egaleinent ätre tangetite 
a Dl, ce qui ne se peut que si eile n’est pas une vdritable conique, o’est ä 

dire (779) si E passe par un pöle double. 


782 6is. Un pöle double I etant ainsi obtenü, considerons la polaire de 
ce point, laquellene le conlient pass’iln’est passitud sur lesdeuxconiques. 
Si, sur cette polaire, nous determinons deux points K, L qui soient conjii- 
gues un de Fautre tant par rapport äS que par rapport ä S' (ce qui est 
une recherche de segment commun ä deux involutions), les points K et L 
seront deux autres pöles doubles, le point K ayant IL pour polaire dans 
cuacune des coniques donndes. 


Les pöles K et L seront reels sila polaire de I est extdrieure ä S ou a S', 
ousi celles-ci ddterminent sur eile deux segments MN, M'N' entiörement 
exterieuisou intdrieurs lunä Fautre. Ils ne seront imaginaires que si ces- 
segments Mfv, MW empietent Fun sur Fautre., 

Les pöles doubles I, K, L ainsi obtenus seront d’ailleurs en gdneral (G, 
les seuls qui existent (voir ex. Ub8). Car si M dtait un autre pöle double, 
a roite IM serait polaire double (eile aurait ponr pöle le point commun 

aux polaires deIetdeM).Son point d’intersection avec KL serait dds lors 

un pöle double etcoinciderait, par consequent, avecK ou L. Or un raisonne- 
ment toutsemblable au prdcedent raontre que sur IKil n’ya, en gdne'ral(i). 
que deux pöles doubles I et K. ^ 


REM.4RQUE. - Les considdrations precddentes ddmontrent Fexistence- 
uun pöle double, mais jie pemeWen« pas de/e construire avec la regle et le 

. (D Voir aux n« 784-784 ÖM 4 d),/) les cas dWption. 
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compas. Cette conslruction est, de fait, irapossible en gönöral (voirnote Ej. 

783i Si les deux coniques donnees n’onL aucun point comraun, il ne 
serable pas, au premier abord, qu’il y ail lieu de parier de cordes com- 
munes. Mais il est une propriele de celles-ci qui peut conserver un sens, 
meine pour des coniques quiue se coupent pas. Il est clair, en effet, qiie, 
sur une corde commune ädeux coniques qui se coupent, deux points conju- 
gues par rapport ä l’une des coniques seront aussi conjugues parrapport ä 
l’autre: car il fauf et il sufflt, pour cela, qu’ils soient conjugues harmo- 
niques parrapport aux extröinites de la corde commune {^). 

Appelons söcante commune ä deux coniques quelconques tonte droite 
teile que deux points quelconques pris sur eile et conjugues par rapport k 
Tune des coniques soient aussi conjugues par rapport äTautre, que cette 
droite coupe d’ailleurs les coniques ou ne les coupe pas. Remarquons 
toLit de suite que rintersection de deux secantes communes esl, ou un point 
commun aux deux courbes, ou un pöle double (car s’il n’est pas- un point 
commun, il aura, sur chacune des deux secantes communes, un conjugud et 
ces deux conjugues, distincts entre eux, determineront la polaire de ce 
point, laquelle sera unique). 

Proposons-nous donc de ddtermiuer les söcantes communes qui passent 
par un p6Ie double I. A cet.effet, remarquons que si un point M ddcrit une 
droite passant par I, le point M' oCi se coupent les deux polairesdeM decrit 
(779) une droite, laquelle passe ögaleraent par I (car le point M' vient en I 
lorsque Mestsurla polaire double correspondante). Les deux droites quise 
correspondent ainsisonten relationhomographique,carnous avons vu que 
si M döcrit une droite quelconque, M' decrira une conique passant par I et 
que le rapport aiiharmonique de quatre positions du point M' sur cette 
conique (par consdquent, le rapport anharmonique de quatre rayons IM') 
sera dgal au rapport anharmonique des quatre positions correspondantes 
de M. Enfin cette relation serainvolutive, car la relation entre les deux 
points M et M' est dvidemment rSciproque. Tont rayon double de l’invo- 
lution ainsi determinee sera tel qu’ä chacun de ces points M. coriespondra, 
sur ce mömerayon, un point M' conjugud de M par rapport a l’une et ä 
l’autre conique, et inversement ces rayons doubles sont les seules droites 
issues du point I et jouissant de cette proprietö.On pourra donc ainsi avoir 
deux secantes communes issues de I. 

783 hU. Reste ä savoir si ces rayons doubles sont rdels. 

Supposons d’abord que le point I soit le seul pöle double rdel; alors 
nous avons vu que, sur. la polaire de ce point, les deux coniques intercep- 
tent deux segments MN, M'N' qui empiötent l’un sur l’autre. Les points M, N 
sont, des lors, Tun intdrieur, l’autre extdrieur ä laseconde conique. Si nous 

(I) Röciproquomont, si une droite est teile que rinvolution formäe par les points conjuguds 
situ^s sur cette droite soit la mötne, relativement ä. l’une ou h. l’autre des deux conique# 
d.onni5es, et qu’ello coupe ou touche l’une de ces coniques, eile coupara l’autre aux mömas 
points (les points doutles de l’involution en question) dans le promier cas, et touchera 
i'autre au mdme point, dans le seoond. 
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supposons encore que la. preiniere coaique soit uae ellipse, chacüu des 
deux arcsqui vont du point M au point N devra confcenir un point d’inter» 
section des deux courbes. Dans ces conditions (comparer 782), la droite 
qui joint le point I ä. Tun de ces points d’intersecüon est une corde com¬ 
mune. Les secantes communes chercbees sont donc reelles. 

II ny ad ailleurs que deux poinls d’infersection reels, car s’il y en avait un 
troisieme, il y en aurait un quatriöme (confondu ou non avec lui) sur la 
möme droite issue de I, et il existerait plus d’un pdle double reel. 

Prenons maintenant le cas oü les trois pöles doubles I, K, L sont rdels: 
remarquons que IK et IL sont deux rayons homologues de rinvolution 
dont les rayons doubles sont lessöcantes communes chercbees (car, lorsque 
M est en un point quelconque de IK, M' vient en L). Gelte involution sera 
donc ddlerminee par les rayons IK, IL et les droites qui joignent le point 
I ä un point quelconque M et au point d’intersection M' des polaires de M. 

Les rayons doubles seront reels'si les deux angles KIL^ MIM' n’empiäient 
pas 1 un sur 1 autre, c est-a-dire si le segment MM' ne traverse aucune des 
droites IK, IL ou les traverse toutes deux. 

Or si, en nidrae temps que I, nous considerons les deux autres pdles 
doubles K et L, il resulte. de iä que les involutions qui ont pour sommets 
ces trois points ne peuvent avoh’ toutes leurs rayons doubles iinaginairss^Si 




le Segment de droite MM' ne traverse aucun cöte du triangle IKL {fig. 637), 
OB les. traverse tous trois, les tro,is involutions auront leurs rayons doubles 
reels. Si ce segment traverse un [fig, 637 bis) ou deux des cötes, une des 
involutions (celle qui correspond au sommet commun aux deux cötes tra- 
versds, ou aux deux cötes non traversds) aura des rayons doubles, les deux 
autres n’en auront pas. 

Dans ce dernier cas, les deux coniques ne se couperont ptas, car s’il y avait 
un point commun, les droites qui le joindraient ä chaque pöle double 
seraient des secantes communes. 

Aucontraire, si les trois couples de secantes communes sont reels, les 
eux coniques se coupenten quatre points : les secantes communes issues de 
. coupent les secantes communes issues de K en quatre points qui, n’etant 

pas pöles doubles, sont points d’intersection. 
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784. Nousavons laisse decöte certains cas parLiculiers que nous devons 
maintenant ötudier. C’est d’abord celui que nous avons exclu au n“ 782 bis, 
oü 1 g Premier pole double trouve I est sur Tune des noniques. II est alors 
^galement sur I’autre, et, la polaire double dtant la tangeute en ce point, 
les deux coniqiies sont Umgentes en I. 

Les raisonnements pröcddents continiient, en geiidral, a eU-e valables. 
foutefois, leur applicatioa offre quelques difflcultds daiis certains cas 
axceptionnels (cas e). Nous opdrerons donc autrement, en utilisant le theo- 
reme suivant (cas parüculier de l’exercice 1137, etaussi de Texercice 1140). 

Theoreme. — Si par le point de contact I de deux coniques, cm möne deux 
transversales queloonques, et qu'on trace dans chacune des coniques, la corde 
de Varc interceplö entre oes deux trcmsversales, le point d’mtersection de ces 
deux Cordes dbcrit, lorsque les deux transversales tournent, aulour du qnrint I 
{indbpendamment l'une de I’autre), une droite, laquelie est sdcante commune 
des deux coniques. 

En particulier, cette droite est aussi le Heu du point d'intcrsection des 
tangentes en Ml et enW. 

Supposons d’abord que les deux coniques considdrees S, S', aient, outre 
le point I, deux points communs reels a et,6 distincts de I (mais non forcd- 
ment distincts entre eux) (fi.g. 638). 

Si IMM', INN' sollt les deux transver¬ 
sales, les deux cordes MN et M'N' dont 
parle l’euoncd couperont (en vertu 
du thdorbrae de Desargues) la sdcante 
commune ab au mßme point h, ä 
savoir, Fhoraologue du point d’inter- 
section de ab et de la tangeute en I 
dans Finvolution ddterminde sur ab 
par les points a, b d’une part, et les 
deux transversales de l’autre. 

Supposons maintenant qu’on ne 
Sache rien sur l’intersection de S et de 
S' (ä ce fait prbs que ces deux courbes 
sont tangentes en I). Nous pouvons 
tracer une conique S” tangente en I aux doux premiöres et coupant S en 
deux points röels a, b et S' en deux points reels a', b' [fig. 638 bis), (il suffit 
de determiner S" par le point I avec la tangeute en ce point, doux points a, i de S ot un 
point a' de s'). Alors, si IMM', INN', IN^N'^ sont trois transversales issues de 
I et coupant S" en M", N", N^", les deux Jriangles fgh, APi/q {fig. 638 bis) 
qui ont potir cöles, le preniier les trois cordes MN, M'N', M"N", et le 
second, les trois cordes MNj, M'N'i, M"N"i, sont liomologiques (puisque lec 
points de rencontre des cötds corresponilants sont les points en ligne 
droite M, M', M"). Donc les trois droites ffi, /t/q sont con;ourantes. 
Or les deux premibres ne sont autres (d’apres ce que nousvenons de voir) 
que les cordes coiumunes ab, a'b', La droite hh^ passe donc par le point o 



Fiet. 038. 



par une autre Comme le m^me raisonnement s’appliqueraifc dans 



le cas oü Fon changerait la premiere transversale IMM' sans modifier 
1 autre, la droite est bien fixe. 







5S3 


PllOPRlfiT^:S PROJECTIVES DES CONIQÜES. 

Pour montrer que c’esfc une secante commune, nv,us avons a faire voir 
que si deux points h, Aj de cette droite sont conjiigues par rapport ä S, ils 
sollt conjugues par rapport a S'. II suffira, pour cela, de remarqnei' que 
Ton peilt rnener{i) ä S, par le point h, dcux söcantes AMN, hPQ (/iq. 039) 
lelles que MP et NQ se coupent en /q : alors si M', N', P', Q' sont Ics inler- 
sections de IM, IN, IP, IQ avec S', les droites M'N', P'Q' se coupent en A et 
les droites M'P', N'Q' en Donc A et Iq sont conjuguds par rapiiort ii S'. 

C. Q. F. I). 

La secante commune D dont l’e-xistence ddcoule du thdorfeme precedent 
passe par tout point commun aicx deux courhes, aiUre gve I ; car en mettant 
Je point M de Ja flgure 638 en un tel point, le point A co'incide avec M. 

II y a Jieu (voir plus loiii) de cotisiderer D conime la sdcante commune 
oppostfe ä Ja tangente en I : les principaJes cii’constances mentibnndes au 
n° 779 ont encore Jieu ici, ä condition de convenir (comme ndus allons le 
faire ci-dessous) que J’oii regarde les coniqiies donnöes comme ayant en 
commun quatre points, dont deux situds sur la tangente en J (c’est-a-dire 
deux points confondus avec I) et los deux autres sur D (que ceux-ci soient 
d’ailleurs ou non reels, distincts entre eux et distincts del). 

Dds iors, les cas possibles sont les suivants : 

a) La droite D coupe les coniques en deux points distincts entre eux et 
distincts de I; c’est dvidemrnent le cas considerd au n" 781. 

h) D est extdrieure" aux coniques : les points communs ä celles-ci sonll, 



Fiß. 040. 

compte deux fois, et les points imaginaires oü eiles sont rencontrdes par 
D. G’est (voir plus loin, 785) le cas de deux cercles tangents. 

c) D est tangente aux coniques en un point K autre que I (fig. 640). 

Les deux coniques sont bitangentes (c’est lo cas de coniques dtSflnics comme il a 
dte expliqud au n° 758 et diffdrant par lo choix du point D, les points A, B, G rostant les 
mOmes). Un couple de sdcantes communes est constitud par les tangentes 
communes; les deux autres sont identiques entre eux et composes cliacun 
de la corde de contact comptde deux fois. 

(1) ÄMN dtant mend au hasard et las droites AjM, AiN coupant S on P, Q, la droite P Q 
coupe MN on un point situ6 sur la polairo de /ij, lequol ne peut 4tro autre que h (si Ton a eu 
sein de ne pas prendre pour M N la polaire de hi). 
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Dans ce cas, il y ci une infinite de pöles doubles : tout point de Ja droite 
IK a>en effet, pour polaire, par rapport ä l’unc ou ä l’autre conique, sa 
polaire par rapport ä l’angle des tangenles communes. 

d) La droite D n’est autre que la tangente en I: c’est evidemment un cas 
limite de c), celui oü K vient se confondre avec I. Corame pour c), il y aune 
droite donttous les points sont pöles doubles : c’est la droite D. La maniere 
dont a ete obtenue celle-ci montre en elfet que si Ton mene par l une 




transversale quelconque IMM' {fig. 642), les tangentes men6es aux deux 
courbes en M et en. M' se coupent en un point de ö, lequel,. dans le cas 
präsent, a pour polaire, tant;par:rapport a S que par rapport ä S', la droite 
IMM'. , 

Les deux coniques ont quatre points commims confondus en I (puisque 
deux secantes communes opposees se confondent avec la tangente en ce 
point) (exeniple : le cercle de l’exercice 769, loraque a a sa valeur minima considerile h 
l'exercice 768). 

e) La droite D passe par I sans etre tangente en ce point (fig. 641). Les deux 
coniques sont dites osculatrices. Elles ont un point commim (et un seul) 
distincl de l. En outre, elles doivent 6tre considör^es corame ayant trois 
points communs confondus en I (deux pour la tangente en I et un pour d). On 
constate, en effet, qne lorsque deux coniques tendent chacune vers une 
Position limite, de maniere que trois de leurs points communs tendent a 
se confondre entre eux, les deux positions limites pröseatent entre elles 
la relation dont nous parlons en ce moment (exemple, exercice 1136). 

784 bis. Nous allons faire voir que le tableau qm pr^cöde embrasse tons 
les cas qui peuveut se presenter, ä un seul pres. 

En effet, les cas oü les choses pourraient ne pas se passer exactement 
cornme il aete dit aux n°" 782 öts et 783 bis, sont les suivants : 

1° Le pöie double trouve I est sur les deux coniques : c’esl celui que 
nous venons de discuter ; . 

2“ Le point I n’est pas sur des coniques : mais en cbercbant par la 
mölhode du n“ 782 bis, les deux aulres pöles doubles E et L, on les trouve 




PROPUIETES PROJEGTIVES DES CONIQUES, 


535 


confondiis enlre eux, les deus involations qui les ddterrainent ayant ma 
point double coramun; ce cas revient au precedent, car le poinf. double 
commun, dtanl conjugue de lui-möme, est surles deux coiiiques, lesquelles 
sonfc taugentes en ce point; 

3° Les deux involulions qui ddterminent K et L sont identiques eutre 
eiles. Alors chaque point Kd’uue droite ddterminee 1) (la polaire de l) sera 
pöle double. La polaire double correspondante coupera, D en uu [aoint K'', 
et il est clair que les points K et K' serout en involution. Si les poiats 
doubles P, Q de cette involution sont reels, ils seront sur les deux coniques, 
lesquelles seront bitangentes on ces poinls (puisque la polaire de P sera 
unique et passera par P). De ni6me, s’ils sont confondus, on sera dans le 
cas d). 

Si, au contraire, 

f) les points doubles en question sont imaginaires, alors on dit que les 
coniques ont un double contact imaginaire, avec D pour corde de contact et 
son pöle pour pdA’ de contact (oxemplo : la coniquo et lo cerclo c du n" 724, dans Ic 
cas on. lo plan do cos courbes iio coupo pa.s lo parallölo C" D'^; la cordo de contact est 
alors h" ?/"). II ne saurait y avoir de point rdel commun, sans quoi les deux 
coniques coincideraient (ex. 1156); 

4” Si Ton u’est pas dans une des bypotliöses prdeddentes, il n'y a rien ä 
changer aux ra,isoimements du n" 782 bis; quant A ceux des ir“ 783,783 bis, 
ils ne peuvent prösenter d’exception que si l’involution que forment los 
rayons IM et IM/ a ses rayon.s doubles confondus, c’est-Adirc si le rayon 
IM' est toujours le rnöine, quel que seit M. 

Or ce cas rentro dans les precddenls : car, alors, tous les points de cette 
droite IM' sont pöles doubles (puisque si la polaire d’uu toi point M' par 
rap[)ort u S passait par M, mais non sa poluiro par rapport ä S', les deux 
polaires de M couperaient IM' en des points UitKreuts) (‘) : on est donc 
dans l’un des cas c)., d) ou /). 

785. Beuoo cercles ont la droite de L’inßni comnie sdcante cornmuno, la 
condition du u“ 785 elant remplie. Plus göneraloment,, il en est de rnerne 
de deux coniques liomothetiques, les directions conjuguöes öLant les mßnies 
pour Tune et pour l’autre, 

Deux coniques dont deux points d'intersection aurnoms sontmiaqinaires 
peuvent lilre Iransformdes, par une nieme perspacline, en deux cercles. 

En effet, ces deux coniques auront une sdoante commune D qui leur sera 
extdrieure et sur iaquelle, par cousdquent, rinvolution des points conju- 
gues aura ses points doubles imaginaires. On pourra donc (voir n" 776) 
projeler de raaniere que D passe d rintini et j;iiG rinvolution en question 
soit celle que forment les points situds A l’inüni dans des direclious rectan- 
gulaires entre elles; les perspectives des deux coniques donndes seront 

(i) Go raisonnomont sorait en d^faut si l’nno dos polaires do M etait IM'; mais iious- 
nouTons dvidommenb oxolufo ua tel cbois. du poiat M. 
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Deux cereles ont un pole double ä rinfmi, dans la direction perpendicu- 
laire a la ligne des centres. Les deux autres (s'ils existent) sont les points- 
limites(PL, e.K.241). Laseconde secante commune estVaxe radical, cornine 
on le voit en remarquant qu’il est une corde commune, ou qu’il est une tan- 
gente commune, ou qu’il contient le conjugue harmonique du point ä rinfmi 
par rapport au segment qui joint les points-limites. 

Deux cercles ont un double contact imaginaire (cas f) lorsqu’ils sont 
concentriques. 

786. Toutes les considerations presentees aux n°' 783 784 bis peuvent 
Mre transformees par dualitd. Correlativement ä la notion de secante com¬ 
mune, on appelle ombilic de deux coniques S et S', un point iel que les 
droitesissues de ce point et conjuguees par rapport ä S soiont aussi conju- 
guees par rapport a S'. Par exemple, un foyer F d’une conique est (775) 
un ombilic pour cette conique et un cercle de centre F. 

Si un ombilic est exterieur ä Tune des coniques, il est aussi exlerieur ä 
l’aulre et est le point de concours de deux tangenles communes. 

On prouvera, par des raisonnements calquds sur ceux des n“ 783, 783 bis^ 
que deux coniques ont, en general, deu-x ou six ombiUcs räels. De plus, 
ces ombilics sont sur un cöte — ou, s’ils sont tous reels, deux par deux 
sur les cötes — du iriangle conjugue commun. Ceci etablit, on leremar- 
quera, une relation entre les ombilics et les secantes communes : la droite 
qui joint deux ombilics (convenablement choisis) passe par deux des points 
d’intersection de secantes communes opposees. 

787. Dans chacun des cas que nous avons etudies, nous avons trouve, pour 
les deux coniques donnees, au moins un couple de secantes communes reel. 
Ce coupleestd’ailleurstel que lesegment qu'il determine sur une transversale 
quelconque appartient ä Vinvolution que determinent sur cette transversale 
(es coniques donnees. Le meme fait alieu en tonte hypothese. II se döduit, 
en effet, directement du theoreme de Desargues, tant que les quatre points 
communs sont reels et que deux au plus sont confondus ; il alieu pour deux 
cercles (en vertu des n”‘ 785 et 659) et, par consequent aussi, toutes les 
fois que deux points communs sont imaginaires; dans les cas c), c?), b), il 
resulte, pour la secante MN et la conique S' du n* 784, de Papplication du 
theoreme de Desargues au quadrilatere qui a pour cötes IM', IN', M'N' et 
Im; enfin, dans le cas f), le point oü la secante rencontre la corde de con¬ 
tact est bien point double de l’involution determinee par les deux coni- 
ques, puisqu’il a meme polaire par rapport ä ces deux courbes. 

Si nous appelons secantes communes opposees deux secantes communes 
(distinctes ou confondues), telles que ces secantes et les deux coniques 
determinent sur une droite quelconque (qui coupe les deux courbes) une 
involution, nous avons demontre, dans tous les cas, l’existence d’un couple 
(au moins) de secantes communes opposöes. On deduira, d’ailleurs, aise— 
ment des raisonnements presentes, que les couples de secantes que nous 
avons trouvös dans chaque cas sont les seuls qui existent. Nous avons ega- 
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lement forme, dans chaque cas, toutes les secantes communes au sens du 
ii“ ./83. Toute secante commune de cette espece a une opposee (distincte ou 
non d’elle-meme). 

11 est süffisant (mais non toujours necessaire), pour que deux secantes 
communes soient opposees, qu’elles ne se coupent pas sur les courbes 
donnees (car le:ir pöintcoinmun sera iin pole double et elles-memes seront rayons doubles 
de l’involulion qui a pour centre ce poiat et qui est considüree au n® 783). 

787 bis. Nous pouvons dire que plusieurs coniques ont memes points 
communs {reels ou imaginaires) lorsqu’elles auront un meine couple de 
secantes communes opposees. Un Systeme de coniques, ayant les memes 
points communs interceptera, sur une transversale quelconque, une involu- 
’tion (rinvolution determinee par l’üne d’elles et les secantes communes). 

li n’est pas evident a priori, lorsque deux coniques ne se coupent pas eii 
quatre points reels et distincts, qu’il en existe une infinite d’autres ayant 
avec eiles les memes points communs; mais c’est ce qui rdsulte de conside- 
rations tout analogues ä celles que nous venons de presenter (reduction ä 
des cercles ayant möme axe radical, s’il y a deux poirtls communs iinagi- 
naires; exercice 1142, dans les cas c), d), e); exercice 41B6, dans le cas/), 
lesquelles niontrent qn'il passe une conique du Systeme par un point donmi 
quelconque du plan. Gelte conique est dvidemraent le lieu de rhomologue 
du point donne, par rapport aux involutions determinees, par une conique 
du systörne et le couple de secantes communes, sur les transversales issues 
de ce point. Cette condition dtant manifestement süffisante pour la deter- 
miner, ou voit que si plusieurs coniques diterminent sur toute transversale 
une Involution, elles ont les mifnes points communs {röels ou imaginaires). 

Les tlieoremes du n“779s’etendent dvidemmentaux systemes ou faisceaux 
ainsi d4finis (*). Si Ton considöre, par exemple, un sytbme de cercles ayant 
mßme axe radical les polaires d’un point quelconque, par rapport ä ces 
cercles, sont concourantes; les pdles d’une droite donnee quelconque 
decrivent une liyperbole ayant une asymptote perpendiculaire ä la ligne 
des centres, et passant par les points'limiles de Poncelet, lorsque ceux-ci 
existent. 

Cörrelativement, un couple d'ombilics opposes sera ddfini par cette condi¬ 
tion que ce couple et les deux coniques seront vus d’un point quelconque 
SOUS des angles en Involution. Deux coniques admetlent au moins un couple 
d’ombilics opposes reels. Deux ombilics sont necessairement opposes s’ils 
ne sont pas sur une möme tangente commune. 

On ddfinii’a un Systeme de coniques ayant les m&mes tangentes communes 
{reelles ou imaginaires), tont Systeme de coniques ayant un couple' d’ombilics 
opposes communs, ou (ce qui revient au möme) tout systbme de coniques 

(1) La ddmonstrafcion du thdorSme sur les polaires d'un point M par rapport auz coniques 
du faisceau ne ndcessite plus aucune Hypothese sur la rdalitd des poiuts de rencontre de la 
droite MM'(du n« 779) ayec les coniques.Gar il rdsulte du h» 783 que cette droite est divisöe 
harmoniquemeut par deux sdoantes communes opposdes. Le point M', ddflni par cette 
condition et par celle d’dtre sur la polaire de M par rapport ä l’une des coniques du faisceau, 
appartiendra dös lors ä toutes les autres polaires. 
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Yues d’un point quelconque du plan sons des angles en Involution. j 

Par exemple, deux coniques homofocales^ c’est-ä-dire ayant mfemes foyers, [ 
ont (775) ces foyers pour ombilics opposes. Des lors, les angles sous les- j 
quels on voit, d’un point qiielconque du plan, des coniques hoinofocales, | 
sont en involution (ce qui resulte d’ailleurs du n“ 504). Le Heu des pöles 1 
d'une droite fixe, par rapport ä un Systeme de coniques homofocales, est | 
une droite. Les polaires d'un point fixe, par rapport ä ces coniques, en- | 
veloppent une parabole tangente ä leurs axes communs, car ces axos et la | 
droite de Tinfini forment lin triangle conjugue par rapport ä toutes les 
coniques en question. . | 


EXERGICES 

1108. Quelle est Tequation d'une hyperbole rapportöe ä deux diametres conjugues? 
(Imiter 739 bis). 

1108 bis. L’involution deterniinöe par une droite D du plan, par les couples de 
points M, M' conjugues par rapport h une conique C, a pour point central rinlersec- 
tion I deD avec le diamefre conjugue de sadirection- et le produit IM. IM' est, avec 
celui des deux segments interceptes par la conique sur cc diam^tre ii partir du*' 
point I, dans un rapport qui ne depend que de la directioii de D, la conique ölan 
donnee, et cela que D soit ou non secante ä la conique. , 

1109. Etendre ä une conique quelconque l’exercice 239 de ,1a Gdomdtrie plane. 


1110.. Par un point A du plan d’une conique, on lui mtoe une secante variable. | 

Lieu du point P pris sur cette droite et qui forme avec les deux points oü eile coupe I 

la courbe et le point donne, un rapport anliarmonique constant {on montre que le i 

lieu est ^homologique (ex. 889) de la conique donnee; ou encore on ramene au cas j 

oü le point A est le centre). Etendre l’ex. 1045 ä, une conique quelconque. i 

1111. Projeter une conique demaniere que deux points donnes de sonplan devien- j 
nent, aprös projection, les; foyers de la nouvelle courbe. Conditions de possibilitA. j 

1111 6zs. Projeter une conique suivant une hyperbole equilatere, de maniere qu'un j 

point donne de son plan se projette au foyer de cette hyperbole. | 

1112. Etant donnes une conique et uu point intdrieur, on mene par celui-ci deux i 

droites conjuguees queleonques. Enveloppe des cötfe du quadrilalere inscrit ü la I 

courbe et ayant ces droites pour diagonales. (Employer une projection.) i 

J113. Construire par points une conique donn4e par cinq points, ä l’aide du | 

oreme e Pascal. Construire la polaire d’un point par rapport A cette conique. | 


1114. Une courbe teile que tout hexagone inscrit satisfasse au theorfeme de Pascal 
est une conique' (qui peut Atre rdduite ä deux droites). 

reciproque d’un cercle C'par rapport ä un cercle C a 
pour second foyer le pole de Faxe radical du. cercle C' et du centre de C. 


«ln ^ chaque tangente de la circonference fixe G (773) en un cercle, 

la deuxieme demonstration de ce numAro. Que devient, 
la trokif^'-nA cerc es, la propri^te des tangentesä la circonference, ufiliseedans 

la troisiüme demonstration du m5me numero? 
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1117. Transformer par polaires reciproques le Ih^orÄme siir le iieu des somracts 
des angles droits circonscrits ä une conique. 

1117 bis. Lieu des points d’intet'section des tangentes menties ü une conique par 
les points oü eile coupe les cötös d’un angle de grandeur coustante, pivotani autour 
d’un foyer F. 

1118. Quand deux coniques ont un foyer commun et deux tangentes comnnines 
rdelles, ces deux tangentes sont vues du Inyer commun sous le möme angle. Si cet 
angle est droit, les tangentes mendes aux deux courbes par un point quelconque de 
Rune des deux directrices forment un faisceau harmonique, 

1119. Trouver l’intersection. de deux coniques ayant un foyer commun (et, par 
cons6quent, la solution du probleme des cercles tangeats) eu transforinaut le 
Probleme par polaires rdciproques. 

1119 bis. Une corde d’ime conique pivote autour d’un point fixe du plan. Lieu de 
l’intersection de cette corde avec la bissectrice de l’angle sous lequel eile est vue 
d’im foyer? 

1120. La corde d’une conique G qui joint les extremitds de deux cordes rnenees 
par un point a de C.parallelement aux diametres conjugmis d’une autre conitiue G', 
passe par im point fixe b. 

Construire les directions asymptotiques de C', connaissant G, a et b. 

Quel est le lieu de 6, lorsqu’on donne G et a et qu’on sait que G' est une liyper- 
bolß equilat(h’e? 

1120 öis, La conique G' de Texercice prdcddent dlant un cercle (cas du thdoreme 
deFriigier, 770), le point b et les a.xes de la ooniquo G divisent harrnoniquement la 
normale il G eri a. Quel est le lieu du point b lorsque a decrit la conique G? Gas de 
laparabole. 

Daus quel cas h est-il rejetd ä l’inflni ? 

APPLICATION DU TUfiomhllä DE GlIASLES 

1121. Une droito pivote autour d’un point fixe A. On joint respectivcmcnt A deux, 
autres points fixes B. G les points M, N oi'i cette droüe roiicoutro les cölds il’un 
■angle fixe. 

Quel est le lieu ddcrit par le point d’intcrsection de BM et de GN? 

Casou ß et C sont en ligne droite avec le sornmet de l’angte, ou avec A. 

1122. Deux angles de grandeur constante pivotent respectivornent autour dc! leurs 
sommets, de maniero qu’un cöt(5 du premier et un c6td du second se coupent sur 
une droite fixe. Lieu de l’intersection des seconds cötds. 

1123. La base d'un triangle touche une conique fixe : ses deux extrdmitds decrivent 
deux tangentes fixes fi cette conique, pendant que les deux autres cötds tournont 
autour de points fixes. Lieu du troisieme sornmet. 

1124. Par chaque point d’une droite, on mdne une parallele k la direction 
conjugude, par rapport A une conique donnde, du diamdlro de cette conique qui 
passe par ce point. Enveloppe de la droite ainsi inende. 

1125. Si deux Iriangles sont conjuguds par rapport A une mcme conique, leurs 
six sommets sont sur une mßme conique et leurs .six cötds touchent une autre 
conique. 

Le problfeme qui consiste A trouver un triangle inscrit ou circonscrit A une 
conique et conjugud A une autre n’a, en gdndral, pas de solution. S’il en n une, 
il en a une infmitd. 
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11-26. Si (ieux triangles sont circoascrits ä une meme conique, leurs six sornmets 
sont sur une möme conique. 

Le Probleme qui coasiste ä Lrouver un triangle inscrit 4 une conique et circonscrit 
ä une autre n’a pas de solution, ou il en a une infinite. 

APPLICATION DU TUfiORfeME DE DESARGUE'j (I) 

1127. Deux secantes communes opposdes de deux coniques divisent harrnoni- 
(luement une tangente commune. 

1128. Une tangente quelconque d’une conique est divisde harraoniquement par 
deiix autres tangentes, leur corde de contact et la courbe; ou encore, par son poiat 
de contact, une corde quelconque et une conique bitangente ä la premiere aux 
extrdmites de cette corde. 

1128 bis. Deux coniques G, G' et un point A dtant donnes, quel est !s lieu du point 
homologue de A dans l’involution delerminee, sur une droite quelconque issue de ce 
point, par les segments qu’interceplent, sur cette droite, les coniques donnees? 

Ceci contient l’ex. 1060 comme cas particulier, la conique C' etant composee do 
deux droiles confondues l’une et l’autre avec la droite de l’inllni. 

Le lieu des ceiUres des hyperboles eqnilatöres circonscrites 4 un trangle est la 
cercle des neuf points (PI., ex. 101) de ce triar.gle. 

1130. Faire passer une liyperbole equilatere par quatre points donnds. 

1131. Si deux coniques A, B qui se coupent en quatre points, sont bitangentes 4 
une möme troisidme G, deux des sdcantes communes 4 A et 4 B passent par lo 
point I oii se coupent les cordes de contact de ces coniques avec C et forment avee 
ces cordes de contact un faisceau harmonique. 

Dans le cas oii les coniques A, B n’ont que deux points communs rdels, le pciat I 
est sur la corde commune. Daus tous les cas. le point I est un pöle double (exemple, 
exercice 844-, 3“). 

Dans le cas oü les trois p61es doubles sont rdels, il y a inois sdries de coniques 
qui leurs sont bitangentes. 

1132. Les conjugues harmoniques, par rapport aux six cötes d’un quadrangle (634), 
des points oü ces six droites sont rencontrees par une transversale quelconque D, 
appartienneiit 4 une meme conique S. Gelte conique n’est autre que le lieu cousi- 
dere au n“ 780 et passe, par consequent, par les points d’intersection des cötes 
opposes du quadrangle. Deduire de la l’exercice 101, PL, Liv. 11. ^ 

Les trois droites joignant deux 4 deux les conjugues par rapport aux cötes opposes 
se coupent en un möme point, pöle de D par rapport 4 S. 

1133. Faire passer une parabole par quatre points donnes. (On cherchera la 
direclion de Taxe.) 

1134. Il existe deux series de coniques passant par deux points et tangentes ä 
deux droites. Lieu du point de rencontre des tangentes menöes par les deux points 
donnes aux coniques de chaque serie. 

1135. Quand deux paraboles dont les axes sont perpendiculaires enlre eux se 
coupent en quatre points, le centre des moyennes distances de ces quatre points 
co’incide av jc le point de rencontre des deux axes (780 6is). 

\1) Tenir compte, au besoin, du rdsultat complementaire dun" 779 bis. 
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ll3ß. Par trois points d’une conique donnee quelconque, on fait passer un cercle. 
Montrer (comparer exercice 1091) que ce cercle tend vers une position limite deter- 
minee lorsque les trois points se rapprochent tous inddfmiment d’un möme point M 
de ia courbe, le cercle ainsi obtenu est osculateur (784, e) ä la eonique. 11 la coupe 
en general en uii point autre que M : on deterniinera la position de la corde qui 
Joint ces deux points. Dans quel casle point M est-il le seul point commun? 

1137. Si trois coniques ont une mörae secante commune, les trois Sficantes 
communes opposdes ä celle-lä (relativement aux trois courbes prises deux ä deux) 
sont concourantes. 

1138. Le cercle de rayon nul qui a pour cenlre un foyer d’une conique, a un 
double contact imaginaire (784 bis) aved cette courbe. Rdciproque. 

1139. Gonstruire une conique, connaissant : 1° un point ou une tangente ; 2“ la 
polaire d’un point donne. du plan; 3“ une conique ayant, avec la premiöre, cette 
polaire pour sdcante commune. 

Quel est le probleme correlatif? 

1140. Si deux coniques sont taiigentes en I, et qu’un point M du plan d^crive une 
di'oite passant par I, le lieu du point M' ob se coupent les deux polaires de M est (0 
la conjugude barmonique de IM par rapport ä l’angle forme par la tangente en I 
et la droite qui Joint ce dernier point au point de rencontre des tangentes meiides 
aux deux coniques en leur intersection avec IM. 

1141. Si par deux points A, B communs ä deux coniques, on m^ne deux trans¬ 
versales quelconques AMM', BNNL les cordes MN, M'N' interceptöes entre ces deux 
transversales sur les deux coniques se coupent sur la sdcanle commune D opposee 
ä AB. (M6me raisonnement qu’au n“ 784.) 

Gelte proposition comprend l’exercice 65 de la Göomdtrie plane. 

En ddduire aussi l’exercice 1137. (Gomparer 784.) 

Quel est le lieu du point pris sur MM' de maniere ä former, avec les points M, M' 
et le point ou MM' rencontre D, un rapport anharmonique constant ? 

Montrer que ce lieu coincide avec le lieu analogue relatifa NN'. 

1142. On doniie une conique, deux points I et M sur cette conique, un point M' 
sur la droite IM et une droite D. N dtant un point variable sur la conique, quel est 
le lieu du point N' pris sur IN de maniere que MN et M'N' se coupent sur D ? 

1143. Le rapport anharmonique des tangentes menöes, en un point d’inter- 
section, ä, quatre coniques qui ont leurs qualre points d’intersection communs, est le 
mfeme poLir les quatre points. 

1144. La droite, lieu des pöles d’une droite D, par rapport ä une serie 'de coniques 
homofocales (787 bis), est perpendicuiaire 4 D. Les droites conjugudes par rapport 
4 une conique et rectangulaires entre eiles que I’on peut mener par un point donnd 
sont les bissectrices des angles formds par les droites qui joignent ce point aux 
foyers de la conique. 

1145. Que donne, pour deux cercles exterieurs Tun 4 l’autre, le fait que les ombi- 
lics sont sur les cötes du Iriangle conjugce coinmun? 

1146. Sur une sdcante commune A 4 deux coniques, on prend un point quel- 

(1) Les raisonnements du texte (783) prouvent encore que le lieu de M' est une droite, mais 
non que cette droite passe par I. 
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1° Les dfoites se.coiip,giit,sm'A;;. 

N»' Nrf f* ™ sccond poinl de A, par lequel soiit meiides les tangentes Nn, Nn,, 
aoe’nUe'ä lei,?, .f '’“’ P»>”ts«, et Celles qul joi- 

deA inii ,-n ^ points „'i SC coupefit Quatreä quali'eBQ dSLix poidts 

les mH? ? f «"»■"■«” » tleuiiavoluUons qei setoiil 

irdTSH;ia?r,,si:si^ 

iLlHel J , ““ p«"''® IMoi-Sme des Iriaagles homo- 

a?! M r m„ 1™''"““ , •■“»“'osid'i® Pinn <ie l’autre, avec 4 comme 

P°‘"‘ ®V Modi«-- 3« ladrn, 
la secaate c’ooimH olloST '“P'™*“''““'?““ ““ aPP" point qui dtelt 

4v“LTpH,?;oi“tt to" " * «'^oataes s,„l 

une^dro^fp^pt^f^'^^ i‘'>iagi'naireS:Conjugu68;{esxeixic& 9^^ par 

cette clause qwel^üonque (sans point röel,cftnxniU:n,avee;D),, avec . 

aTec iTZnZX remplacer, cette conique par une autre ayant 

Hma,inLs) I la d"""euro1aZ:;",'’ 

(ex ^9‘?i°/dp* nnT^^^^ d’nne conique sont les points doubles 

porU la^onil^e " ‘'‘^P- 

points\omoln£ni*pi!\^''^°^T^ donnöes sm’ une droite D, si on joint les 

de Am et de ^ respectivement, le lieu de rintersection 

conique avec la droite b «n q^e les points de rencontre de celte 

ciceS) ^elte f l'homographie (au sens de l’exer- 

Vml «fernes points de rencontre (toaginaires) avec la droite de 

Ces points sont dits poinis civculaim ä rinfmion points cycUques. 

comme les tanaentes mT «n eo 2 <p/e de droiies imagmaires conjziqtiees 

c^quqi conique Spar un point (interidnr) 0. avec/cette 

Premiere 0 pour ombilic. ^ceiiS par une autre conique Sr ayant aveo la 

conjugul^s peuUtrrco^id^^^^^ tet-couple de.droites imaginaires 

points seront dits eonnmie? nar rinn \ comme une coniques:Deux 

joignent a 0 sont c'onjnguee^s par HleolHt 

lorsqe-onehangeS eonformdmept 41a clause prte?dlSe‘r'’“' 

par un? dlSe B StlTonT,“ s?“ fr'''.'’'"' ««''» 

admeltent D pour sdeante eommuii’e »Tn fqrment et la conique S' 

.Poyennau. laHse to Le™?d ”39) qu'on peutllors, 

U dcssus et la clause analogue de l'exercice prdcddent,. 
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remplacerS et S' par une meme conique Stpar rapport ä laquelle 0 est le pole de D : 
ia conique Sj peutmeme 6 tre tronvde d’une infinite de manieres, toutes les coniques 
ainsi oblenues ayant entve elles un double contact imaginaire. 

1149 . Un couple de points imaginaires etant (comparer 780) considerd comme une 
conique, enoncei', correlativement ä celle qui a ete donneea l’exercice prdcedent, la 
definition de deux droites conjuguees par rapport ä cette conique. Gas oit les deux’ 
points sont les^points cycliques (ex. 1147). 

Montrer que ies foyers d’une conique sont les ombilics rdels du Systeme de cette 
conique et du couple des points cycliques. 

Les rayoüs doübles (imaginaires) de deux faisceaux homograp.hiques etant definis 
par la condition.de passer par les points doubles des divisions ddterminees. par.ces 
faisceaux sur une droite D, montrer que la position de: ces. raypns doubles est 
indepondante de celle de la,idroite;D. On utilisera les propridtds de, rhomologie 
(ex. 889). 

1150. Les rayons doubles de rhomographie ddterminee par un angle constant 
tournant autour de son sommet, sont independants de lä grandeur de l’angle. Ils 
passent par les points cycliques (ex. 1147). 

Ges rayons doubles sont dits droites isotropes. 

1151. Le triangle conjugud commun tl deux coniques etant deterniine, les quatre 
points d’intersection des deux courbes peuvent etre considörös comme dtant, par 
rappprtd. ce triangle, les Solutions du probleme.du h" 157 (Pi., liv. IIl). 

1152. Le nombre des points d’intersection reels de deux hyperboles dquilateres 
concenlriques est toujours de deux. 

Un pointquelconqne M-du plan etant donnd, le point M' oü se coupent sespolaires 
par rapport aux deux courbes, se ddduit de M par une^ Inversion suivie d'une 
symdtrie. 

(Üti considdrera les sdcantes communes issues du cenlre commun 0 et on mon- 
trera que les droites OM, OM' sont dgalement inclinees sur ces sdcantes. Puis on 
montrera que, sl Mdecrit une droite quelconque, M' ddcrit un cercle place de teile 
fapon que le procluit OM. OM'ne varie pas). 

1153. Les polaires d’im point quelconque, par rapport d une hyperbole dquilatere 
et par rapport au cercle ddcrit sur Taxe transverse comme diametre, sont syme- 
triques par rapport ä Taxe transverse. 

1154. Si.les coniques S, S' sont deux hyperboles dquilateres passant par les som- 
rnets d’un triangle T et le point de concours des hauteurs (ex. 1129), le point M', 
intersection des polaires d’un point quelconque M par rapport ä. ces hyperboles, se 
deduit du point M comme le point 0' du point 0 dans dexercice 197 (PI., page 182), 
le triangle qui intervient dans cet exercice etant celui qulapour sommets lös pieds 
des hauteurs du triangle T. 

1155. Si deux triangles sont polaires rdciproques Tun de l’autre, par rapport ä 
une conique, ils sont honiologiques. 

115G. Construire une conique, c'onnaissant un point et les polaires de deux points 
donnds. 

1157. Construire imc conique connaissant les polaires de trois points donnesqoa 
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suppose que les deux triangles formds, Tun pav les poiuts, i’aiUre par les polaires, 
sollt homologiqiies) (*). 

1158. Montrer directement que si deux coniques C, G' sont telles que deux points A 
et B aient chacun meme polaire dans G et dans G', la polaire de A ne passant pas 
par B (ni la polaire de B par A), ces deux coniques ont un double contact reel ou 
imaginaive (784 bis). 

1159. Si deux coniques C, G' sont telles qu’il existe deux points diffdrents A et B 
jouissant de cette propriete que la polaire de chacun d’eux, par rapport k C, co’incide 
avec la polaire de I’autre par rapport 4 G', la droite AB est une polaire double. Si 
Ton peut trouver un autre couple de points AiB,, non en ligne droite avec les Pre¬ 
miers, jouissant de la m6me propriete, chacune des coniques considerdes colncide 
avec sa polaire rdciproque par rapport a l’autre. Les deux coniques ont un double 
contact reel et sont dann des angles diffdrents par rapport 4 leurs tangentes com- 
munes. On peut en faire une perspective teile qu’elles deviennent deux hyperboles 
conjuguees. 

Reciproqueinent, si une conique colncide avec sa polaire rdciproque par rapport 
4 une autre conique G', les deux courbes ont entre elles les relations que nous venons 
d’indiquer, et la seconde conique G' coincide avec sa polaire rdciproque par rapport 
4 C. 

1160. Lieu des milieux des cordes iiuerceptdes sur des paralleles a une direction 
fixe par un cöne 4 base circulaire donne. 

Lieu des conjuguds harmoniques d’un point fixe par rapport aux segments inter- 
ceptds par le cöne sur les sdcantes issues de ce point. 

1161. fitant donnds, dans un plan P, une conique G et, extdrieurement 4 ce plan, 

un point S, on fait correspondre 4 tout point M du plan P, le point M' oü la polaire 
de M, par rapport 4 C, rencontre le plan mene par S perpendiculäirement 4 SM. 
Montrer: ^ 

1° Que cette correspondance est reciproque ;* 

2“ Que, si le point M ddcrit une droite, le point M' ddcrit en gdndral une conique j 

3* Qu’il existe trois positions I, K, L du point M telles que le point correspon- 
dant soit inddtermind (la polaire de I, par rapport 4 G, etant dans le plan niend 
par S perpendiculäirement 4 SI). (On ddmontrera (comparer 782) qu’il existe au 
moins une teile position et on en ddduira l’existence des deux autres); 

4“ Que si le point M ddcrit une droite passant par Tun des points 1, K, L, le pointM' 
ddcrit une droite passant par le mdme point, et que lorsque ces deux droites tour- 
nent autour'du point en question, elles decrivent deux faisceaux en involution ; 

5“ Qu’une et une seule des trois involutions correspondant ainsi aux trois points 
I, K, L a ses rayons doubles rdels; 

6“ Que les dnonces precedents et leurs ddmonstrations ne sont autres que ceux 
qu’on obtient en appliquant les conditions des n“* 782-783 bis 4 la conique G et au 
cerele imaginaire (ex. 987-988) defini par le plan P et le point 8 ; 

7“ Que le cöne du second ordrequi a pour sommet le point S et pour base la co¬ 
nique G peut dlre coupe par un plan suivantun cercle(ainsi qu'il avait ete enonce au 
n* 756), les plans des sections circulaires dtant les plans paralleles 4 ceux qiii pas- 
sent par le point S et Tun ou l’autre des rayons doubles dont l’existence est indiqude 

On admetlra que les points doubles dei involutions qne l’on aura äintroduire pour la soIutiou 
de cette question sont reels, quoique le contraire pu’isse avoir lieu. Le probleme peut memo etre im- 
nofisible en raison de cetie derniere crrconstance. 
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en 5“; et que le c6ne en question a pour plans de symelrie les plans SKL, SLI, SIK, 
pour ax.es de symetrie les droites SI, SK, SL; 

8“ Que, si ce c6ne est de revolution, la conique C doit 6tre consideree comme 
bitangente (784 bis) au cercle iraaginaire; 

9° Que, dans le cas contraire, il existe deux points f, /‘'dont chacun jouit de cette 
propriete que les droites conjuguees par rapport ä G, menees par f (ou par /”), sont 
vues de s/ (ou de S/"'), sous un diödre droit. 

Ces points sont les ombilics de G et du cercle imaginaire (exercice precedent, 6“): 
on demontrera leur existence par des raisonnements correlatifs de ceux du texte et 
de 4“, 5“; ’ 

Les droites S/", S/" sont dites les foeales du c6ne qui a S pour sonamet et C pour 
base (voir plus loin, exercice 1252); «> 

IO“ Un plan perpendiculaire ä S/" coupe le cöne suivant une conique ayant son 
foyer sur Sf: 

Lorsque la conique G est un cercle, un des points I, K, L est ä l’inüni Les deui 
autres K, L sont les points-limites du cercle C et du cercle imaginaire. Qn trouvera 
plus loin (note L, 883) la construction des points f, f. 

1162. A etant la polaire d’un point p par rapport ä une conique C; m, un point 
qxieiconque de C, les droites qui joignentm ä deux points de A conjugues entre eux 
par rapport k C coupent ä nouveau C en deux points en ligne droite avec p (se 
ramene ä 767). Reciproques (il y en a deux). 

1163. Par deux points pris dans le plan d’une conique S, on möne deux droites 
qui tournent respectivenient autour de ces points en restant assujetties k la condi¬ 
tion d’ötre conjugu6es l’une et I’autre par rapport k la courbe._Lieu de leur point 
.d’intersection. ,Ce lieu est une conique S. 

Qu’arrive-t-il si les points donnös sont conjugues par rapport ä S? , 

La conique S etant un cercle, conslruire les directions asymptotiques de S. Si, en 
outre, l’on donne un des points, quel est le lieu de l’autre pour que S soit une para- 
bole; pu une hyperbole equilatpre; ou, plus generalement, une hyperbole semblable 
ä une hyperbole donnee; ou pour qu’elle se reduise ä deux droites? 

Meines problemes lorsque S est quelconque. 

Lorsque la conique S est une hyperbole equilatere, montrer que S est un cercle 
si l’un des points donnes est le symetrique du centre de S par rapport k la polaire 
de l’autre. 

1163 bis. fitant donnees deux figures planes homologiques F, F' et une conique S 
qui ne coupe pas Faxe d’honiologie, quel est le lieu d un point M de F tel que son 
homologue dans F' soit sur sa polaire par rapport ä S? 

(On examinera d’abord le cas oü S est ün cercle et oü l’homologie se reduit k une 
homothetie.) 
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PROBLEMES 

PROPOSES SUR LES GOMPLEHENTS 

1164. Joindre un point donne au point d’intersection de deux droites gui se 
öoupent horsdes limites du de-ssin, en n’employaat d’autre Instrument que la regle- 

coiirp supposant gu’on.ne dispose que d’une r&gle.plus 

courte que la distance de ces deux points. 

1165. Si les cötes d’im Polygone tournent autour de points fixes situes en ligne 
roi e, peniant que tous les sommets, moins un, glissent sur des droites ifixos, 

k deraier sommet ddcnra dgalemeat une droite. Qu’arrivera-t-il si les points fixes 
donnes ne sont pas en ligne droite ? ' 

complets, situds dans des plans diffdrents, sont en 
t sommet ä la perspective de-son: opposd, 

en lio'ne droite^^ coupks de droites ainsi obtenus se coupent en trois points 

cirXscriträ'n“cuS™öm/‘ ““ P='"<a?onaux (ex. lOlC) 

anlnrmonioup «tp ^ Padical, passent par une mdme droite. Le rapport 

£ mZ Ou "hoix du -polnl P, tor qm 

les quatre sphörescorrespondaates sont donndes. 

prises'inditdduenem^^^ ^nharmonique des plans radicaux,des sphöres en question 
anhm-monique des quatreTentres!”^"’^ quelconque ; ou encore, au rapport 

spheres ayanfmdmn.xrrtdkl?*^™ rapport x4une sdriade 

pour diam'etre PP' pnnnp n ti ’ Par rin. mdme point P'. La .sphere qui a 

Si on“ 2 rphn dl de la Serie 

rapportädifferenteslpheresdrifl'^”^-'^”'^^*”^ polaires du point P par 

■'pBres <l™n^K!“pZM Z' ufmäZZntf ^ 

cercles orthogonaux deux^rd"era^*^^ coupent trois spheres donndes suivant trois 
Etänt donnö Ib *>nmmAt g . 

ßncertain cercle et le sommet 0 d’nn ““''^P'^scrit ä une spMre donnee suivant 
on obtiendra le sommet S' du cöne firr> ^ par le mdme cercle, 

iiique du point S parrapnort au r > ca prenant le conjugiid harmo- 

Polaire de ö uoup;iaSm o“ ^ 0 et le point ou le plan 
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1173. Enveloppe de \a bissectrice d’an angle droit dont les cotds paäsent respec- 
tivement par deux potnts doimes, la^bissectrice de l’angle adjacent stipplementaire 
passant par un troisieme point donnd. 

Enveloppe de la normale menee <■! une conique variable G de foyers fixes, en son 
point de contact avec une tangente issiie d’un: point fixe. Montrer que cette enve¬ 
loppe coincide avec celle de la tangente A la conique variable G par le pied d’une 
normale issue du.point fixe, et avec r.enveloppe de la polaire de ce -point par 
rapport 40. 

4174. Trouver.une conique, connaissant le centre et trois points, ou le centre 
et troisdangentes. 

Les trois points ou les trois tangentes etant donnes, dans quelle region du plan 
doit.se trouver le centre pour que la conique soit une ellipse ? 

1175. Une conique etant donnde par cinq points, construire les directions des 
axes. (Se ramene 4 l’exercice 11)70.) 

Trouver les foyers (appliquer ex. 847). 

1176. Si, par les points oü une droite fixe rencontre une sdrie de coniques ayant 
un foyer et la directrice correspondante commune, on mene des tangentes 4 ces 
coniques, ces tangentes enveloppent une conique ayant dgalement le mdme foyer. 
(Transformer par polaires rdciproques.) 

1177. Sur une droite fixe, perpendiculaire 4 un axe d'uneiconique, on prond un 
point variable, duquel on abaisse une perpendiculaire sur la polaire de ce point. 
Montrer que cette perpendiculaire passe par un point fixe, situd sur Taxe. 

1178. Dans toute conique 4 centre, le diamdtre qui passe enun point et la perpen¬ 
diculaire abaissde d’un foyer sur- la tangente en ce point se coupent en un point I 
de la directrice- correspondante (ön considdrera la.polaire de I). 

1179. Par un point 0 pris dans le plan d’une conique, on mdne une sdeante 
quelconque, et on prencl, sur cette droite, les points doubies de rinvoluiion dont 
denx points homologues sont les points d’intersection avec la conique, deux autres 
points homologues dtant le point 0 et le point oü la sdeante coupe: une droite fixe. 
Lieu de ces points doubies. 

(Se ramdne par projection 4 Texercice 1088). 

'1180. Une sdeante issue d’un point'fixe coupe une,ellipse en deux points 
variables M, M'. Lieu de rintersection des tangentes menees 4 la conique, parallele¬ 
ment aux deux diamdtres qui aboutissent en M et en ML 

1181. Si nne conique divise liarmoniqnemont deux diagonales d!un quadrilatere 
complet, eile divise harmoniquement latroisidme .diagonale (uliliser ex. &n). 

(Ou encore, traiter d’abord le cas du cercle (PL, ex. 237, 371 bis), puls passer au 
cas gdndral.par.projection.) 

1182. Si un triangle est conjugud pan rapport 4ntte h'ypeVbole dquilatöre, le cercle 
circonscrit 4 ce triangle passe .par le centre.de la.conique. 

1183. On donneune hyperbole dquilatere et deux points diamdträlement opposds 
de cette courbe. Si, par ces points, on mene deux droites faisant entre eiles un 
angle constant, la corde qui joint les deux nouveaux points de rencontre de ces 
droites avec la courbe passe par uii point fixe. 

1184. Sur deux cötes opposes AB, A'B'.d’un Parallelogramme, on prend, ä.partir 
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des milieux G, G' de ces cötes, deux Segments CM, GW tels que la somme de leurs 
carres soit egale k deux fois le carrö de la moitie de AB. Prouver que la droite MM'’ 
enveloppe une hyperbole ayant pour asymptotes les diagonales du parallölo-; 
gram me. 

Plus g^ndralement, sur deux droites parallMes donndes, on prend ä partir de ■ 
deux points fixes G, C', deux segmenls CM^ + = const. (oü /fest un 

nombre donne). Montrer que MM' enveloppe une hyperbole. Gonstruire les asymp¬ 
totes de celle-ci. 

Une tangente mobile d’une hyperbole intercepte, sur deux tangentes paralleles 
entro elles men^es ä Thyperbole conjuguee, des Segments tels quela somme de leurs 
carrds est constante. 

1185. Lorsqu’une corde d’un cercle varie de maniere ä rester de grandeur cons-' 
lante, et qu’on projette respectivement ses deux extremites sur deux paralleles 
donniies, la projection etant orthogonale, la droite qui Joint les points ainsi obtenus 
enveloppe une hyperbole. 

Gendraliser au cas oü la projection est oblique. 

1186. On considere une conique S et, quatre points a, b, c, d exterieurs a cette 
conique. Montrer que s’il existe une conique S' passant par a, b et tangente aux 
quatre tangentes que Ton peut mener k S par les points c,d^ il e.xiste aussi 
une conique S" passant par c, d et tangente aux quatre tangentes que Ton peut 
mener k S par les points a, b. 

Les tangentes menees d S' en a et 6 et ä S" en c, d concourent en un mdme 
poiiit 0. 

Enfln il existe une coniqiie tangente aux quatre droites ao, ad, bc, bd et bitangente 
ä S avec 0 comme p61e de contact. 

(On moutrera d'abord qu’il existe une conique 2 tangente aux quatre droites en. 
qnestion et aux deux tangentes mendes de 0 ä S. Puis on cherchera, pour 2 et S, 
rombilic oppose ä. 0 etbn constatera que cet ombilic colncide avec 0). 

1187. On donne une conique S et les deux tangentes mendes k cette conique par; 
un point a du plan. On considere un cercle variable G tangent ä ces deux droites, 
Prouver que le lieu decrit par rombilic b de G et de S oppose ä a est l’une ou 
Pautre des deux coniques homofocales k S et passant par a (snivant que le cercle C 
est inscrit ä. Tun ou ä l’autre des angles formds par les tangentes donndes). 

(On montrera que les droites qui joignent le centre 0 du cercle aux points aet 6 
3ont vues sous des ängles dgaux d’un quelconque des foyers de S.) 

Le mdme ’ieu est aussi celul du second foyer d’une conique bitangente ä S et 
ayant un foyer en a. 

Si deux coniques sont bitangentes, les droites qui joignent les foyers de l’une 
aux foyers de l’autre sont tangentes dun mdme cercle ayant pour centre le pöle 
de contact. 

Montrer que ces propositions ddcoulent de celles qui flgurent d l’exercice prece- 
dent, lorsqu’on reraplace les points c et d par les points cycliques (exercice 1147). 

1188. Par mn point 0 d’une circonfdrence G, on mfene des couples de droites en 
Involution et on considdre le point S oii concourent les cordes qui joignent leurs 
seconds points d’interseclion avec G. Trouver le lieu du point S : 

1° Lorsque C et 0 restant fixes, le faisceau de droites en Involution tourne autour 

du point 0 d la fagon d’une figure invariable ; 

2“ Lorsque le faisceau en Involution se transporte paralldlement d lui-meme, 
son sommet ö ddcvivant la circonfdrence filse C ; 
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le faisceaa restant fixe, la'circonfiirence C tourne antour du point 0' 
unrayon constant (ellipse); 

^^Sque, le faisceau restant fixe, la circonference varie en passant par le 
^ et par un autre point fixe. 

• TJn triangle est conjuguö par rapport ä une conique donnee. Deux des 
decrivent deuxdroites clonnees. Lieu du troisieme sommeü. 

“ tnscrire dans un triangle donne, un triangle conjugu6 par rapport ä une 
tdonnöe. 

- XJn triangle dtant inscrit ä une conique, on peiU trouver une infinite de 
les inscrits au premier et conjugues par rapport ä la courbe. 

Le lieu du point de rencontrep des tangentes raenees dune conique pär 
Points homologues quelconques m, m' d’une homographie donnee sur cette 
est une autre conique qui a un double contact (rdel ou imaginaire) avec la 
Öre, la corde de contact etant la droite S consideree ä l’exercice 919. 
prendra deux couples fixes a, a'; b, b' de points homologues. Le pole de na' 
c et celui de 65', d, on reniarquera que la droite cp passe par le point i 
'• 919) oü se coupent am', a'm,ei Ton en ddduira que cette droite (de mdme 
^ droite analogue dp) decrit autour de c un faisceau homographique des 
Orts ddcrites sur la conique par m, m!). 

ir demontrer que les deux coniques sont bitangentes, mdme lorsque les. 
ä doubles de l’homographle sont imaginaires, on montrera que chaque point 
o i est un p61e double.) 

Corde mm' enveloppe une conique ögalement bi Langente d la premiöre. 

3 . Reciproquement, si deux coniques C, Ci ont un double contact (röel ou 
inaire), et qu’une tangente d G coupe Cj en deux points a, n', les droites qui 
erft « et a' d un point quelconque i de la corde de contact coupent d nouveau Gj 
ixtremitfe 6, V d’une corde dgalement tangente d C, et il en rdsulte qu’une 
inte mobile d C intercepte sur Gj deux divisions homographiques. 

>•4. II rdsulte de l’exercice 1192 que si un triangle est inscrit d une conique et 
letix de ses cotes passent par deux points fixes o, o'j le troisidme cötd enveloppe 
conique bitangente ä la premifere. Ddmonlrer la mdme proposition par projec- 
dans le cas oü la droite oo' ne renconlre pas la conique. 
tnt donnees, sur une conique G, deux divisions horaographipnes dont les points 
les sont imaginaires, montrer qu’on peut projeter G suivant un cercle de ma- 
qne les points homologues de l'homograpbie donnee se projettent suivant les 
rnites d’arcs de grandeur constante. 

95. Dans toute homographie consideree sur une conique, les tangentes aux points 
les forment,avec les droites qui joignent leur point d’intersection d deux points 
clogues quelconques, un rapport anbarmonique constant et egal au carre du 
ort anbarmonique ddterraine par ces points homologues et les points doubles sur 
>nique. Cas oü les points doubles sont d l’inflni : de quelle proposition connue 
leoroetrie plane a-t-on l’analogue, en vertu de 1 exercice 10b3, 6 ? 

96 - Deux flgures planes F, F' sont dites corrilatives si ä chaque point de l’une 
espond une droite de l’autre de maniöre que : 

^Si, dans la ügure F, un point a est sur une droite B, la droite A deF' corres- 
laut d a contient le point b correspondant ä 
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2“ Le rapport anharmonique .de.quatre points ea ligne droite de F est egal ä celui 
des quatre droites correspondantes (concourantes en vertu 4e 1 “) de F'. 

Montrer: 

1“ Qu’on obtientdeux figures correlatives en partant de deux triangles T, iT' ‘et 
en faisant correspondre, au point dant les coordonnees barycentriques, par rapport 

ä T, sontp, q, r, !a droite qui divise les cötds d:e'‘T'dans les rapports —, 

er ap bg 

(oü «, h, c SÖUL des nombres constants); . 

2“ Que deux figures correlatives quelconques peuvent 6 tre ainsi obtenues; 

3“ Que deux figures correlatives d’une mßme troisiemesonthontiqgraphiques Tune 
de l’autre. ■ ■ ’ 

1197. 1 " Deux figureshomographiques etant doMiees dans un rndme plan, trouvor 
deux droites homologues qui se croisent en un point donndp; 

2 '" Irouver le lieu du point p, sachnnt que la premiere des droites en question 
doit passer par lui point donne a. Ce lieu est une conique.G; 

3 Dedüire de Ui qu il existe au moins un point qui^ coincide avec son liomolog'ue 
et, par consequent (coinparer ex.iOOäj qu’il y a, en.gdn(5ral,-un ou trois points qui 
pos 3 i;dont cette {iropriete (on determinera la conique C ,pour deux positi-ons du 
point fl. Si 1 ondesigne par A la droite qui.joint ces deux positioris,des deux coniques 
point d’intersection de A avec son hoinologue et 
(782; au moins en mi autre point repondant ä lai question). 

1198. fitant donn(5es deux figures homographiques F, Fj d’un möme plan,, moutrer 
qu on peilt trouver, d’une infinitd de nmnier'es, ime troisieme .figure / qui soit 
poUure reciproque des deux premieres, respectivement par rapport k deux coniques 

fferentes .Sj (im cas d’e.xception). Trouver des coniques S, Sj, saeihant qu’elles 
passent toutes deux par un point donnd a. 

isbient rt, 1 homologue, dans Fj, du point a consklere comme faisant partie de F: 

Fl» «r considdre comme faisant partie de F; l’homo- 
ogiie, dansF, de« considerecomme point de F,; n-s, L’homologue, dans'F, de a_i 
considere comme point de Fj. On trouvera ä l’aide de l’ex. 1197, 1») les, polaires de a 

polaires, par rapport ä ces mdmes coniques, des 
n’arutart'ieninmf*'-'. etant.un autre couple de points-liomofogues qui 

fiffure Cher 'hip r ‘3es cotes au triangle aa, a-i, la droite ß qui, dans la 
comme contenaut'le ^i’Lpoint b de F et au point 6 , de F,, sera determinee 

Eafm on moritren ^ rapport ä S et celui de a, 6 , par rapportA Si- 

a,a~i a_.-. b d’une mr/ bien des coniques S,S, par rapport auxquelles 

en ngne droite. Trouver le lieu 
figures donneesstmthomolilZ^^ a, les deux 

dcmblK de s «“de“ d)Ü' 

öiiangentes. ’ ^ ® »odt homologiques, S et S, sont 



PROPRlßTßS PROJECTIVES DES CONIQUES. 551 


triangle et les clroites qui joignßnt leur sommet commun aux points »z et ??Zi ait 
une valeur donn^e; 

2“ Si au contralre, il n’y-a :qu:’un, pdle double röel, les fignres F et Fi peuxent etre 
transformees, par une möme projection, en deux figurcs semblablesi Qite devieanent, 
ime fois cette projection falte, les coniques S et S,? 


1199. Quelle relatioadoit-il y .avoir entre les impports anharnioniques considert5s 
4 rexei'oiee prec4dent ,( 1 ”) püur que les points a (exerciee 1198) soient en 

ligne droite, quelle queisoit la-; Position de a, sans que la droite ainsi determinee 
passepara? 

■Montrer. que. le nQtoe.fait pentse produire si Jes flgures F et.Fi sont semblables : 
ilfaut et il suffit pour cela, que rangle ,(Pl.., 150 bis) a .et le rapport de similitude /c 


de ces flgures vdriOent la relation /ccos a = — 


.1 

2 ‘ 


1200. Le lieu des droites issLies d’un point doHne 0: et desquelles on voit deux 
angles donnes d’un mönie plan (ayant pour sonamet comtnun .Je point 0)‘Sous des 
■diedres egaux, est un ebne 4 base circulaire. 

Quelle est la condition pour que le lieu existe? Quelles sont les gdneratrices 
situdes dans le plan des angles donnes ? 


1201. Couper un ebne 4 base circulaire donnd par un plan sulvant une hyperbole 
dont une asymptote passe par un point donne. 

Condition de possibilitd. Le problbme, s’il est possible, a une infinitd de Solutions. 
Trouver les Solutions pour lesquelles la section est une hyperbole equilatbre. 


1202. Lieu des centres des perspectives telles qu’une conique donnee se projelte 
sur un plan donne suivant une parabole. 


* 1202 bis, Lieu des centres des per.^pectives telles qu’une conique donnee G se pro¬ 

jette sur un plan donnb P suivant un cercle. D btant l'intersection du plan de la 
coniqueotdu plan du lableau, le lieu est dans un plan P' qui passe par la perpendi- 
culaire Dj menbe ä D dans le plan du tableau et par le diamelre conjugue A de D 
par rapport 4 la conique donnee (lequel est, par rapport au lieu cherche, le diainetre 
conjugub de la direction Di). On s’assurera que, dans ce p>an, le lieu est une conique 
en dötermiuant dans chaquo plan parallöle au plan du tableau l’ordonnbe du lieu 
parallele 4 et comptee 4 partir de A par la condition que les points conjugues 
i’un de l’autre par rapport 4 C situbs dans ce plan (leur appliquer l’ex. 1108 bis) 
soient vus d’un point du lieu sous un angle droit. Larelation entre la conique 
donnee G et la conique obtenue Gj est reciproque —eile peut etre dbfmie par la con¬ 
dition que les quatre points Ob ces coniques sont coupes par un meine plan parallble 
4 P, sont les sommels d’un quadrilatbre 4 ebtes isotropes (ex. 1150). Gi est une 
ellipse si C est une hyperbole, et inversement, 4 moins qu’elles ne soient toutes 
deux des paraboles (l’equation de Gj, rapportee aux axes Dj, A, se deduit de celle 
de G rapportbe aux axes D, A par le changement de ac* en — «i®). 

1203. On donne une conique et, en dehors de_son plan, une droite et im point. 
Trouver le lieu des centres des perspectives telles que la projection, sur le plan de 
la conique, de la droite donnee et celle du point donne soient pole et polaire par 
rapport 41a conique (le lieu est une conique dont le plan passe par le point donne). 

' ‘1204, a’btantun point d’une cohyque-C;;/‘,-le point deFregier correspondant c’est- 
4-dire '(770) le point commun,.4..toutes iles .cordes '.de G',qui.sant vues xle, a^sous. un 
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angle droit; A, la polaire de f; 6, un autre point donne quelconque de la conique, 
si de 6 on mene une secante Variante qui coupe la conique en m et la droite A en n, 
le Segment m n est vu de a sous un angle constant (ex. 916 avec application du 
theoröme de Pascal ou (*) ex. 915 bis, 1162). 

1205. fitant donne un pentagone P de sommets successifs a, h, c,d, e, soit Pj. le 
Pentagone forme par les cinq diagonales du premiei’j les sommets de Pj etant les 
intersections de diagonales consecutives (intcrsection de a c avec bd; de b d avec c e; 
etc.). Soit encore I’a le pentagone qui a pour sommets successifs les points de con- 
tact des cötes de Pj avec la conique qui lui est inscrite.Montrer qu’on obtient le meme 
pentagone final Pg en intervertissant l’ordre des deux operations precödentes, c’est- 
ä-dire que si P'j est le pentagone qui a pour sommets les points de contact des cötes 
de P avec la conique G inscrite, le pentagone forme par des diagonales de P'j n’est 
autre que Pg. 

(Le fait que deux diagonales consecutives de P'j se coupent sur un cöte de P^ 
resulte des proprieles des polaires par rapport ä C. Le fait que par les cinq points 
ainsi determines passe une conique qui touche un cöte quelconque de Pj resulte de 
la reciproque du tlieoreme de Pascal.) 


(i) L application de 1 ex. 915 bis laisse place a deux possibilitds differentes relativement aux 
MUS des angles dont tournent am, an lorsque la secante varie. On decidera entre les deux par 
la consi deraUon des rayons doubles de l’homogi-aphie qui lie ces directions. 




NOTE E 


SUR LA RES0LUBILIT6 DES PROBLfelVIES DE GEOIVieTRIE 


788. Ainsi que nous avons eu roccasion de le faire remarquer a plu- 
sieurs reprises, les divers problemes de construcLion que Ton peut rencon- 
trer en geometrie sont loin de pouvoir 6tre lous rösolus comme nous 
Favons indiqud au livre II de la Geometrie plane, c’esl-ä-dire uniquement 
par le tnoyen de la regle et du compas. . 

A quels caractöres peut-on reconnaitre si un problöme donne quelcon- 
qne adinet une solulion de cette nature? Nous ne pouvons donner ä cet 
dgard que quelques indications, car, ainsi que nous allons le voir, les 
möthodes qiii permeLtent de repondre ä cette question appartiehnent au 
. domaine de l’algöbre. 

Nous avons .vu, en effet, au livre X, comment une flgure plane quel- 
conque peut ötre considdrde comme dötermin^e par des donndes nuinö- 
riques conveaablement choisies : c’est ce que nous avons appel(5 faire le 
levö de la figure eh question. Nous avons möme vu qu’on peut, pour ces 
donn^es, clioisir exclusivement des mesures de longueur (lovd ä, la chaine 
soule, ou li la chaine et ä, rdquerre). Nous supposerons essentiellement) dans ce qui 
va suivre, que cette dernUre pr6eaution ait dtdprise: si, par exemple, la 
ligure considdree contient un angle, il est entendu que la ddlermination 
de cet angle sera ramenee ä ceile des trois cötds d’un triangle dont il fait 
Partie. 

789. Ilestvraique ces doiindes numeriques, nöcessaires pour ddter- 
miner la flgure, sont quelquefois en nombre infmi: c’est ce qui arrive si 
cette flgure contient des lignes de forme quelconque qu’il faut construire 
par points, ceux-ci etant en nombre infmi. Mais ce cas ne se presenterapas 
dans les problemes. dont nous nous occuperons. Nous supposerons, en 
effet, que les flgures considdrees sont de celles que l’on peut reprodnireä 
l’aide de la regle et du compas — et cela, par un nombre flni d’operations: 
autrement dit, ces flgures se composeront toujours de points, de droites et 
de cercles en nombre fmi. 

Par exemple, si, parmi les donndes de la question, flgure une ellipse, il 
ne faudra pas supposer cette ellipse tracee — puisqu’on ne peut le faire 
d’un mouvement conlinu, en n’employant que la regle et le compas — 
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mais donnee par ses foyers et sou grand axe, ou par cinq points (i), ou 
par toutes autres donnees äquivalentes ä celles-lä. De m§me, si iine ellipse 
(igure parmi les inconuues, il est clair qu’on ne pourra demander qu’elle 
seit tracee : eile devra 6tre regardee comme obtenue lorsqu’on en connai- 
tra cinq points. 

Toutefigure saüsfaisant ä la condition precddente sera determinee par 
un nombreflni de points, puisqii’unecdroite est deterniinde par deux points 
et un cerele par trois. 


790. Pour determiner la Situation d’un point, nous pourrons prendre, 
en particulier, les coordonat^ea de-ee point (533),. un . systömei d'axesi qoe 
nous supposerons rectangulaires, ayant ete choisi dans le plan de la 
flgure : la conuaissance de celle-ci sera alors fournie par la connaissance 
des coordonnees d’uu certain nombre de points. 

791. Soit inaintenant un problenie de construction, ayant pour objetda 
recherclie d’uneiigure.F' ayant avec. une figure donnöe p' des relations 
donnees. 


Si nous voulions determiner la figure F par des mesures.' de- longueu-r, 
autremenl dit en faire le leve (ä.-la chaine seule, ou a la cliaine et 4 Tequerre-, bien 
entendu), nous obtiendrions une certaine serieide nombres N. Demßme, |e 
Probleme etantisuppose resolu etda flgnre. Fi' coustruitevlelevd de la flgure 

formee par'Fensemble'de F et 
de F' condui'rait-ä'adjoindre aux 
nombres N d’autres nombres que 
nousr.d^signerons par-N'. 

Exemi>le. — Dans le Probleme 
du cercle tangent ä Ir'ais cercles 
donnes, les nombres' N' seront lös 
coordonnsöes-öip bi;:a^, b^;. Ö 3 , b^ 
des oentres. de-'trois cercles et leurs , 
rayons Ri, R^, Rg ces nombres 
aetermineront enlierement la flgure 
formte par ces trois cercles (/? 5 ^. 643)1 
Les nombres N' seront les - coor¬ 
donnees a, ß du centre du cercle 
cherche et le rayon.p de ce cercle. 

On pourra encore considdrer les 
distances mutuelles OgOg. O 3 O,, OiOj 
{fig. 643) des centres des cercles 

i distints^^^^ r Des nombres N'seront alors, pare.vemple, 

mvop 

Cela pose, imaginons pour un instant qu’au lieu, de.eows^ruirela figiire 

oecnpe, car'oa peut conique sont äquivalentes au point de vue qui nous 

dont onconnai-t Sq la rögle et le compas. les foyers d’une conique. 



643. 
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F', on se propose de ca/ewte’ les nonibres N' ea supposaut donnds lea 
nombres N. 

Danscebut, il faudra former les coadiLions auxquelles doivent satis- 
faire les nombres N el N'pour que ks figures F el, F' aient entre elles les 
relations indiquees dans. renonce du probleme : on aura ainsi uu certain 
nombre d’dquations qu’il faudra resoudre paa rapport auxnomhresN'. Celle 
rdsolution est un probleme d’algdbre. 

La condition necessaire et süffisante pour que la figure chercMe F' puisse 
se construire äl’aide de la regle et du compas est que le cakul ’des nombres N' 
puisse etre effectui en ne räsolvanl que des dquations du premier et du second 
degre, ä une inconnue chacune [c&s successives etant d’ailleurs en nombre 

queiconqiie), /ÖS coefficients de chacune d’elles dtant supposds formds ralionelle- 
mentavec: 1“ des 7iomhres'N; 2“ des nomh'es döjä calcuUs ä Takle des equations 
prdcedeiifes; 3“ des ^loinhres entiers connus (i). 

Par exemple, le cöte du peutagoae regulier inscrit ä„un cercle de rayoir 
domieR peut dlre consfcriüt ä-Paide de la regle et du compas. Or ce coleest 

inesure(Pl., 170) par -y^ 10 — 2\/S autrement dilsa' valeu'r a; est don- 

nee par la resolution successive des equations du ,second. degrd : 

(10, R .—z)2 = 20 R2 

d’ioii z =: R (dO— 2,\/ö)) 

4a?® = Ra, 

dont la premifere ne conlienl, dans ses coefficients, .que le rayon donnd 
R et les nombres entiers 10et 20 ; la seconde, que le nombre addjjä calculd, 
le rayon R etl'entier4. 

792'. Dans un grand nombre de cas; ontrouve plus ou moins aisdment (-) 
les conditions auxquelles doivent satisfaire les nombres N et et on 
constate que ces conditions sont algdbriques, c’est-ä-dire s’expriment par 
un certain nombre d’equalions” de la foi’me 

(23)., ^ ^ P - 0,. 

P ddsignant cbaque fois un polynöme enlier par rapport aux nombres N'et 
N', dönt les coefficients sont des nombres entiers. 

Exem:ple. — Dans lenasdu problfeme des cercles^tangents, les nombres cberches 
a, ß, p (voir au nuraCro precedent) serontdetermines par les equations, 

Y(a-ad‘> + (ß-b,)® = (R,±p)’* 

(a-as,)» + (ß'-bä)®=(Ra±'p)® 

((a — ag)* + (ß — baP =, {Ra.±: p)® 

Si, au contraire, on s’est dönne (comme nous Favons supposö en second lieu) les 

(!) Nous avons donnä, eu Geometria.plane (155), le moyen de construire une lougueur donnde 
pariuiie.dq.uation du second, degrd., 

(2) Gette parlie du problCme est, en gdndral, du ressort de la gdomdtrie analytique. 
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distances mutuelles des points Oi, Oa, O 3 , au lieii des coordonnöes de ces möraes | 
points, on ecrira les relaiions de contact 1 

(^4) Ä = ±: Ri. ±: p, ?/ = ±: R, db p, ä = dz R 3 d:: p, 1 

auxquelles on devra adjoindre l’equation obtenue en subtituant x, ?/, z, OjOa, | 
O 3 Ol, Ol Ojdans la relation (5') (n“ 612). | 

On obtient bien ainsi quatre equatioos de la forme (23). 1 

793. Si, apres avoir forme ces equations, on reussit ä les resoudre par | 
le moyen d’equations du premier et du second degre satisfaisaiit aux | 
conditions precedemmeiit indiquees, on aura ddcide dans le sensde Paffir- | 
malive la question posee : Fent-on constniire la figure F' ä l'aiäe de la regle | 
et du oompas? ■ 1 

Exemple. — Dans le problöme des cercles tangents, si Ton remplace x, y, z (riota- 
tions des deux numdros prdcedents) par leurs valeurs dz Ri dz p, dz Rg d= p, zp R 3 dr p 
tirees de Tequation (24) et que Ton reporte ces valeurs dans l’^quation (5') du n° 612, 
on aurapour p une equation du second degrd (‘). 

. Le Probleme est donc bien r^soluble. 

■ 

Si, au contraire, les divers essais auxquels on peut se livrer pour 
eCfectuer cette solution dchouent, cela peut provenir de ce que l’on a mal 
opere ou, au contraire, de ce que cette resoiution est impossible ä oblenir, j 
Rien, au premier abord, ne force ä considerer Tune des deux explications 1 
comme la vdritable plutöt que l’autre. | 

II estclair que lepfoblöme quiconsiste ä ddcider entre ces deux expli- 
calions est des plus difficiles. Ilexiste, en effet, une infinie vari^td de rad- | 
thodes que Ton peut essayer d’appliquer ä la rdsolution proposde, une ;| 
infinite de maniöres dont onpeutcombiner des dquations du premier et de 
second degre pour arriver ä cette rdsolution, etil s’agit de savoirsi aimtme 
de toutes ces methodes ou de ces combinaisons imaginahles ne permet ; 
d’atteindre le but. ' - , 

Aussi la i'eponse n'a-t-elle pu 6 tre fournie que dans ce siede, par le 
moyen de la thdorie des groupes (s): cette tbdorie permet de ddcider en 
loute certitude la quesliou precedente (toutes les fois que les conditions qui 
determinent les N' sont algiibriques) : autrement dit, eile permet, — ou bien 
d’operer la rdsolution demandee, — ou bien dedemontrer en toute rigueur 
que cette resoiution est impossible. 

Parmi les probleines dont l’impossibilitd (au point de vue de la construction 
paria rdgie et le coinpas) a pu 6 tre ainsi ddmontree, nous citerons: 

(1) C'est ce que Ton reconnait cu formant d'abord les binömes yr —zS*, x *—(qui 1 

flgurent dans la relation du n“ 612) et conslatant qu’ils sont du premier degrd en p. 

(2) La uotion de groupe a dtd introduite, prdcisdment en vue du probleme dont nous parlons 

«n ce moroent et de problömes analoguss, par divers mathdmaticiens du commencoment do 
ce siöcle; mais les ddcouverlas capitales Sur ce siijet sont dues ä Galois (savant frainjais, ; 
mort Ä vingt ans (ISil-1832)), qui a pu, gräce ä eiles, rdsoudre complbteraent les prohlfemes 
-en question. .En indrae temps, il reconnaissait rimportance göndrale de la notion de groupo, 
qui, dcpuis ses travaux, tend ä jouer un röle prdponddrant dans toutes les parties des niathd- i 
matiques. . , ‘ 
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Le problömede la. triseotion de Vangle, qui consiste ä diviser un angle, 
donne arhitrairement, ea trois parties egales (ou plus generaiemontjenunnombre 
quolconquc du parties egales, ce nombre n’etant pas une puissance de 2); 

Le Probleme de la dupHcation du cube, ou .probl^sme delique qm 
consiste ä Lrouver un cube dont le volume soit double de celui d’un cube 
donne, — ou, d’une inaniere gendrale, ä trouver deux lignes dont le rap- 

port soll egal ä Vn, n etant le rapport de deux lignes donnöes (-) ; 

Le Probleme de rinscription du polygone regulier de N cötes, lorsqueN 
n’appartientpas ä Tune des categories dnuraerees au miTS de laGeomelrie 
plane; 

La reclierche des points communs ä deux coniques donndes quelcon- 
ques (»), ou (ce qui revient au möme) celle de Jenrs sdcantes communes 
ou celle de leurs pöles doubles; 

La recherche des plans de symötrie et des sections circulaires d’uii cöne 
ayant pour base une-conique (757j (^). 

794. Pi'olilemes 

L’impossibilitd du problfeme est demontree ä plus forte raison, si Ton 
conslate que les relations donnees ne peuvent pas s’exprimer par des 
dqiiations algdbriques ä coefficients enliers (do la forme (23)) entre les don- 
ndes N et les inconnues NL Le problfeme estalors dit transaendant, 

Seulement, on. peut se trouver en presence d’une difficulte tout ana- 
logue a celle que nous avons rencontree tout ä Theiire. Pour affirmer 
qu’un problöme est Iranscendant, il faut prouver qu’il est impossible de 
ddterrniner les inconnues du problöme par des 4quations algebriques de la, 
forme indiqude. 

On ne possede pas de metbode entiörement gdndrale pour triompher de 
cette derniöre diflicultd. 

Mais eile a pu dtre surmontee pour les deux principauxprobldmes trans- 
cendaiits que nous avons rencontrds en gdomdtrie dldmentaire, ceux qui 
sont relatifs aux nombres e et it. Les decouvertes d’Hermite et de Lindemann 
ä, cet egard ont precisemeut consistd ä demontrer que l'un comme l'aulre 
de ces nombres n'est racine daucune equation algebrique ä coefficients 

(1) La lägeado raconto qu’Apollon, pour faire cesser la peste qui ravageait nie de Dölos, 
aurait demandö que l’on doublät le volume de l’autel dlevd eu son honnour, et qui ötait do 
forme cubique: d’ou Iß nom dound ä ce.problfeme. 

(2) Ainsi que nous l’avons dit (ox.llOS, note), on est conduit, en algebro, ä röunir en uno 
seule cette question et celle da la ti'isection do l’angle. 

(3) On supposo, bien ontendu, que les coniques sont donnees ainsi qu’il est expliquö au 
n" 789. Onvoitici qu'il n’est pas indifferent de savoir si l’on appliqueou non la rfeglo formul6e 
en cet endroit: car si les coniques dtaient entifei-ement traedes, le problöme qui consiste 4 
trouver leurs intersections serait tout rösolu. 

(4) Nous avons indique {particuliörement au livro n) uncertain nombre de problömes ayant 

pour objet la construction d’un trianglo ddtermine par trois öldments. Si l’on choisit ces trois 
eidments de toutes les faeons possibles parmi los c6t6s, los hauteurs, los mödianes, les bissec- 
trices intdrieures ou exterieures, les »ayons des cercles circonscrits, inscrits et exinscrits, on 
obtient 244 questions (en ne comptant que cell es qui sont vöritablement distinctes los unes 
des autres). Sur ces 244, on constate que 6Ö au moins na sont pas rdsolubles par la rögle et le 
oompas Archiv, der Math, und Phys., Leipzig, löOO.) 

Geometrie. IL 36 








558 


GEOMETUIE. 


entiers. Par consequent aussi il est inapossible de consLruire avec la rS^Ie 
et le compas deux lignes dont le rapportsoit egal ä e oq deux lignes doM 
le rappoft seit egal ä x: c’est de la que ressort rirapossibilite de la quadra- 
ture du cercle. 

Lareclierche de la loiigueur d’un arc de cercle dmane quelconque est 
egal^jinent un probleme tran-scendaDt : il n’existe paS' d’angle que Fon 
puisse construire avec la regle et le compas, en mörne temps que la loii- 
gueur de Farc qu’il intercepte sur mi cercle de rayou donne. 

795. Coiisti'iictioiis eCTeetuees jpar la. regrle sewle. 

Queis sont les problemes de eonstruction que Fon pourrait resoudre si, 
au Ifeu d'ime regle et d’na compas, on ne pouvait employer que la 
regle?. 

Avant derepondre ä cette question, il est necessaire de specifler com- 
menl Fon entend Femploi de la regle. Nous supposerons que celle-ci alt 
un bord rectiligne et un seid, Finstrunient etant, dans tousles autressens, 
termine par des bords de forme inconnue, dont on s’interdit, d’ailleurs, de 
faire iisage, de quelque facon que ce soit, au cours des constructions. 
Autrement dit, les seules operations que nous pourrons etfectuer avecnotre 
regle seront les suivantes: 

1° Tracer la droite qul passe par deux points donnes; 

2° Marquer le point commun ä deux droites donnees. 

Cela pose, nous considererons eiicore la flgure donnde F et la figure 
clierchde F'comme dötermiubes par des nombres. Mais le choix entre les 
differents modes de lev6 possibles, choix qui etait indifferent dans le cas 
oü Fon pouvait se servir de la rögle et du compas, ne Fest plus ici : 
nous supposerons essentiellement que les iongneurs mesurßes, pour deler- 
miner les deux figures ne soient autres que les coordonndesde leurs diffe¬ 
rents points (voir u“ 790) parrapport a deux axes determinds. 

Dans ces conditions, il fmdra que lesnombres inconnus N' soient deter- 
minäs exdusivementpar des äqiiations du premier degre formees rationnei- 
lement a Faide des nombres connus N et de noffibFes entiers. 

Gelte condition est nöcessaire; inais eile n’est pas süffisante. Par 
exemple, le Probleme de wiener par un point donn6 A, wie parallele ä wie 
droite donn€e D, satisfait a cette condition (^) il est aise, cependant, de 
voir que ce probleme ne peut pas 6tre resolu ä raid.e d.e la regle seuLe. 

Siipposons, eneffet, qu;e Fön ait pu obtenir la solutlon dans ces condi- 
tions, Faisonsla perspective de la figure consideree surun autre plan P' : 
le point Ä Ultra pour perspective unpoint k' et la droite P, une droite DG 

Or les deux operations precedemment indiqubes comme executables 
avec la regle,, sont toutes deux projectives. Par consequent,.la-. serie des 
constructions effectuees dans le plan P, ä par.tir du point A et dela droite 

(1) G*est-ä-d;&?e qu’61ianl! d'onnöeS las coordoniides du point A. at celles da detrx points de 
la dräiüel),, on peut dAtenniiier, par des Aquations du prämier degrd, les coordonndes d'uu 
seoond point de la parallele cherehde. .>■ 
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D aura pour Image, sur le^plan P', une Serie de constructions toutes sem¬ 
ilables efl'ectuees ä l’aidedu point A' et de la droite D'. Cette derniöre Serie 
de constructions devrait des lors founiir la parallele menee parle point 
A' ä la droite D': ce qui est absurde, puisque nous savoris que cette 
parallele n’esipas la perspective de la parallele menee par A a D, 

liest clair qu’on peutraisonner de möme dans tout autre cas analogue, 
et que la conclusion est la suivante: pour guhm problSme soü rösoluble ä 
l’üicle de la regle senk, il faut que son 6nonc6 ne contienne (ou. tout au moins 
$uisseitre amenä ä ne contenir) qüe des pvoprUUs projeelweSjdn moins tant qu'on 
ne connait, entre les öUments de la ftgure donnee, aiicune relalion non pro- 
jeetive. ■ 

796. Inversem-ent, l’ensemble des deux condilions que nous venons 
d’indiquer: ä savoir, que le prohUme soÜ du premierdegv6 et qu'U soü pro- 
jectif, est süffisant pour que la construction soitpossible par la regle seule. 
C’est ainsi que Fon peut construire, avec la regle, Fhomologue d’un point 
quelconque, dans une homographie determinee par trois couples de points 
iomologues (645); le conjiigue harmonique d’un point d’une droite par 
rapport ä un segment de cette droite (PL, 203); le second point d’in- 
tersection d’une coniqiie avec une droite menee par iin point connu de la 
courbe; etc. 

797. Ainsi que nous ravoiis speciflö dans renoncö , qui vient d’ßtre 
donne, la conclusion peut sc trouver modifn^e 'si Ton connait entre les 
elements de la flgure donnee une relation non projective. 

Supposons, par exemple, que Ton donne quelque part dans le plan de 
la flgure un Parallelogramme. Alors on pourra niener, par un point quel¬ 
conque, une parallele ä une droite quelconque (i) (voir ex. 895 ) ; par suite 
aussi, on peut (Pl.,_ 151) diviser une droite en segments proportion- 
nels ä des segments donnes d'une mime droüe, ou encore {m combi- 
iiant cette construction avec i’exercice 129) diviser une droite doiinee en un 
noinbre quelconque donne de parties egales. D’une maniei’e gendrale, on 
peut resöudre, dans ces condilions, tout probUme du prenmr degri dont 
l'inonce $e conserve par projection paralUle. 

798. Enfln si, dans le plan du dessin, on se donne un carre, il n’y aplus 
de condition de projectivite ; il sufflt que le problfeme soit du premier 
degre (exemple : mener d'un point uüB perpondiculairo sur ane droite) (®). 

(1) La poesibilitd de ce prablfeuia, feo« -Jee miclitions iudiqiides, wSsuJto de coque le pro- 
ilömo suivant: mener, par un point donni, une droite coupant une di’oite donnde L en un .point 
situä sur une droite S non directement donnSe, mais qui passe par l'intersection de deux droites 
donnees A, B et par l’intersection de deux droites. donniea G, D, est possible par la regle seule 
^ar il est du premier degrd et projecti'P. Lorsque Aet B sont parallMes: entre ejles ainsi que 
C,D,da droite A est la droite de l'inflni, et oa retombe sur le proW^ine proposÖ. T.a^seulo 
dimcultö nouvelle proTieut de ce qu'ici la droite A n@ peut Atro tra06e. On a vu, ä. I’exer¬ 
cice que oette diffieultd peutdfcre touraöe en conetruisant une flgure bomograpliique de 
la premiere 0 t oü l’homologue de A soit & distanoe flnie. 

_ (2j On peut eoncovoir que ce problfeme soit rdsoluMe dans ces oonditions par la rfegle seule, 
si 1 on remarquo que son enoncd peut fetre.mis sous la forme suivante. ätant donnes «»■ 
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799. On peut se demander ögalement quelles constructions sont possi- 
bles ä l’aide du compas seul. La reponse peut se donner en unmot: onpeu'f 
resoudre, par le compas seid, les mirnes probldmes qu’aveo la r§gle et le 
compas 


800. Admettons enfin qu’on n’ait ä sa disposilion qu une regle, naais qiie 
cette regle alt deux bords que Ton sache rectilignes et paralleles entre eux. 
On demontre egalement que Twsccge de cet Instrument remplace entürement 
celui delarägle et du compas. 11 en est de mönie si, outrela regle (ä, un seul 
bord), on a ä sadisposition une equerre, möme si l’angle de cette dquerre 
n’est pas droit, pourvu que ses bords soient bien rectilignes. 


801. Enfin, rappelons que, dans ce que nous avons dit prdcddemment 
sur l’usage de la regle, nous avons supposd (d’une maniöre aaalogue ä ce qui a dtd 
dit au n“ 789 poui* les problemes constructibles par la regle et le compas) que les don- 
ndes comprenaient exelnsivement des figures executables avec la regle seule, 
aulrement dit, des droites et des points : les conclusions precddemment 
dnonceesne sont necessairement vraies qite moyennant cette restriction. 
G’esl ainsi que nous avons appris (PL, 211) ä tracer par larbgle seule les- 
tangentes menees d’un point ä un cercle, probleme qui n’est pas du pre~ 
mier degrö : seulement le cercle etait tracd d’avance. 

Oll ddmontre qu’il suffit d’avoir trac(5, une fois pour toutes, un seul cercle 
dont le centre soit connu, pour que tout problbnie constructible par la 
regle etle compas puisse ötre ensuite construit ä l’aide de la rfegie seule. 


NOTE F 

SUR LA DEFINITION DES VOLUWIES 


802. Nous avons admis dans le texte (liv. VI) qu’ä, cbaque polyedre om 
peut faire correspondre une grandeur appelee volume, possddant les deux 
proprieles suivantes: 

I. Deux polyedres igaux ont le m4me volume, quelles que soient leurs 
situations dans Vespace. 


po?n< P et sept droues A, A', B, B' (les cötds du carrd), G, D (les diagonales), L (la droite 
donnde), j?jene)'^OT' Ze pmnt P ime droite M, teile que, sur la: droite 4 (ici, droite da l’infini) nni 
loint le point d'intersection de A, A.' au point ä’intersection de B, B', les droites A, B ; G, D: L, M 
mterceptent trois Segments en involution. La difficultö provenant de ce que 4 ne peut dtre tracde 

se tourna comme pröcödemment (voir note prdcddente). 

entendu. si la figuro oberchde comprend des droites, on do'it oonsiddreK- 

une de ees droites co3nme obtenue dfes qu'on en connait deux points. 


L 
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il. Le polyedre P", somme de deux polyMres adjacents 1? et P', a pour 
volume la somme des volumes de P et de V. 

Nous allons montrer qu’on peut effectivement röaliser une pareille cor- 
respondance. La naarche suivie ä cet effet sera toule semblable ä celle que 
nous avons adoptöe en Geometrie 
plane (note D), ce qui nous dis- 
pensera d’insister sur certains points 
■que nous avons developpds en cet 
endroit. 

Theoreme. — Dans tout tätraedre, 

‘Chaque face, multipliee par la hauteur 
correspondante, donne lemSme produit. 

Considerons, dans le tetrabdre 
ABCD {fig. 644), les deux faces BGD, 

ACD, auxquelles correspondent res- 
pectivementles hauteurs Aa, Bö. Les 
deuxtrianglesBGD, ACD,ayantla base commune CD, ont entre eux le mbme 
rapport que leurs hauteurs BB', AAL II suffit de montrer que ce rapport 
AdZ 

■est inverse du rapport c’est-ä-dire que Ton a * 

^ = 51 ' 

Aa ~ Bö■ 

Orc’est ce qui se voit dans les triangles AaA', BöB', rectangles, Tun en 
a, l’autre en ö, et qui ont tous deux un angle aigu bgal au dibdre A.CD.B, 
ou ä son Supplement (comparer 360). 



Donc on a aussi : 


surf. BGD _ Bö 

surf. AGD ~ Aß 


ou Aa X surf. BGD = Bö X surf. AGD. 


C. Q. F. D. 


La valeur commune des produits prdcbdents, multiplibe par une cons- 
tante numerique K dont nous choisirons la valeur un peu plus loin, sera^ 
dite le volume du tetraedre. Ge volume est nul si les quatre points A, B, C, 
D sont dans un mbme plan, et dans ce cas seulemeiit. 

803. Nous allons maintenant demontrer la proposition qui correspond 
ä celle que nous avons etablie au n“ 315 (PL, note D). Mais, afin de ne pas 
avoir ä distinguer un grand nombre ^e dispositions de figures, nous 
considbrerons les volumes comme affectbs de signes, d’apres la Convention 
suivante : 

Nous designerons par (ABGD) le volume du tbtrabdre ABGD, precbdb du 
:signe,-l- ou du signe ~, suivanl que ce tetraedre est direct ou rötrograde, 
o’est-ä-dire suivant que le tribdre A.BGD est direct ou, rbtrograde. Lp 
















,562 


GfiOMfiTRIE. 


signe de respression (ABCD) depend evidemment de l’ordre dans lequeL 
on iiomme les quatre points A,BjC,D; il est aise de voir qu’il change 
quand on permnte deux d’entre eux (i), 

804. Le signe de l’expression (ABCD) change lorsque A, B, C restant fixes-, 
le point D change de cöte par rapport au plan ABC, car alors le diedre 
G.AB.D change le sens. Ge signe change des lors aussi lorsque l’un quel- 
conque des quatre points, A, par exemple, change de cöte par rapport au 
plan des trois autres qui restent fixes, puisque (ABCD) est dgal et de signe 
Gontraire ä (DBGA). 

Le point A restant fixe ainsi que le plan BCD, le signe de Texpression 
(ABCD) depend (PL, 20) du sens de rotation du triangle BCD dans ceptan. 

805. Theoreme. — A, B, G, D, E 6tant cinq points quelconques de Z’espace, 
on a toujours 

(25) (EBGD) 4- (AEGD) + (ABED) + (ABCE) =t (ABCD), 

i“ Nous traiterons d’abord le cas particulier oii le point E est dans le 




plan ABC [fig. 645). Le volume du tetraedre EABC est alors nul et 
l’dquation pröcedente pourra s’6crire(2) 

(EBGD) + (ECAD) + (EABD) = (ABCD). 

Or les quatre tetraödres EBGD, ECAD, EABD, ABCD ont la lianteur 
abaissee du point D commune. Leurs volumes sei-ont donc proportionnels 
äleurs bases et les expressions (EBCD), (ECAD), (EABD), (EBGD) seront 
proportionnelles ä ces raemes bases affectees des signes4- ou — suivant 
leurs sens de rotation (puisque ceux-ci cöwespondeat (n° prec6dent) aux dispositions 
des iätragdres). Or, dans ces conditionSj nous savons que la base ABC est la 
Somme algebrique des bases EBG, EGA, EAB (PL, 315). 

(1) Cela est öyident (371) si, parmi les sommets permutes ne flgure pas A; d'autre part, si_ 
Aestperaute ayeo G, par exemple, le diedre B.AC.D changera de sens (puisque, les faoes 
dtant les mSmes et nommöes dans le merae ordre, on aura •c'bang6 le sens choisi sur l’arSte): 
or le sens de ce difedre. ddoide de la disposition. du triödre A.BCD. 

(2) L’expression (ECAD), par exemple, est 6gale ä (ABCD), car toutes deux sont (803) 
ögales et de signe cpntraire ä (EAGD). 
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2“ Fassons maiiifcenant au cas genöral. Soit I le point de rencontre de 
la droite DE et du plan ABC {ßg. 646); on aura (.1°) 

(2Ö) (IBCD) + (AICD) H- (ABID) = (ABCD). 

Mais, E etant dans les plans ADE, BDI, GDI, ABC, on a aussi 

(IBCD) = (EBGD) + (lECD) + (IBED) + (IBCE) 

(AICD) = (EICD) + (AEGD) + (AIED) -f (AICE) 

(ABID) = (EBID) -f (AEID) + (ABED) + (ABIE) 

0 = (ABCI) (EBGI) + (AECI) + (ABEI) + (ABGE) 

Portant ces valeurs dans Tequation ,(26)., il vient bien 

(ABCD) = (EBCD) -f- (AEGD) -)- (ABED) + (ABGE) 

[Tous les autres temes seAdtruiseat dBux .A deux„coiTiraß deiävaat Tun de l'auti’e par 
permutatiea des lettres J et E (par exempie (IBCD) et (EKD)]. 

806. Corollaire. — Si Ton co,uvient d’appeler additif ou soiistmclJf 
(comparer PL, 315) chacun des tdtraödres EBCD, AEGD, ABED, A.BCE, 
snivant qu’il est ou non du meme c6tö que le tötra^dre ABCD, par i'apport 
a la face commune, le volume du tetrabdre ABCD est egal ä la somrae des 
volumes des tötraödres additifs, diminuöe de celle des tdtraedres sous- 
tractifs. 

En effet, dans Pdquation (2b), supposons que l’ordre des points ABCD ait 
efce pris tel que le tetraMre ABCD soit direct. Les expressions (EBCD),... 
seront positives ou negatives suivant que la disposilion des l^ßtraedres 
correspondants sera ou non la mßme que celle du tötraödre ABCD, c’est- 
ä-dire suivant qu’ils seront additiis ou soustractifs. 

Inversement, le theor&me du n® 315 donne, entre quatre points d’un plan, 
la relation ' 

(OBC) 4-(OCA) + (OAB) = (ABC) 

oü (ABC) estl’aire du Iriangle ABC prdcddde du signe -pou du signe —, 
suivant le sens de rotation de ce triangle. 

80,7. On appellera wlume d’une pyramide qiielconcßie le pvoAnil äe la 
base par la liauteur et pab la constante K. 11 est övident que ce voknne 
estlasomme des tötraMres obtenus en ddcomposant la base en triangles 
d’une facon quelconque. 

808. Tbeorlme. — Soient m pvlyMre diornnpösi, d-une fmon qmlcongite, 
en wi nombre quelconque de Utraedres, ci un point quelconque 0 de Vespace, 
que Von joint ä tous les sommets. Une quelconque des pyramides qui ont pom 
sommet commun 0 et pour bases respeci?ives les faces du pQlyädre etant mnsi- 
derCe comme additive ou comme soustractive, suivant qu’elle est ou non du 
mime coU que le polyMre, par.rapport ä La face commune, la diffdreme S 
entre la somme des volumes des pyramides additives et M somme des mlumes 
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öfies pyramides soustraotives (s’ii en existe) est 6gale ä la somme 2 des täraMres 
en lesgiiels le polyidre a 6te däcompose. 

Corollaire. — La quantiU % est indopendante du choix du point 0 et la 
quanliU 2, du mode de däcomposUion du polyedre en Ulraedres. 
Demonstrations calquees sar celles du n“ 3i6. 

La quantite ainsi defmie sera dite le volume du polyedre : eile possede 
les deuxproprietes fondamentales enoncdes tout a Flieure (comparer 317), 
Les völumes ainsi ddfmis coincident avec ceux que nous avons mesurös 

i 

dans le texte, lorsqti’on prend K = ■ c’est la valeur que doit avoir cette 

constante pour que le cube d’ardle 1 alt son volume egal ä l’unite. Les 
raisonnements donnes dans le texte prouvent qu’il n’y a qu’uue seule 
imniere de döterminer les volumes de maniöre ä satisfaire ä cette condi¬ 
tion et ä celles que nous avions imposees en commengant. 

11 est impossible de dicomposer un polyed7'e en polyidres partiels qui, autre- 
ment assemhUs^ forment un polyed^'e inteiüeur au p^^emier. Cette proposition 
resulte des raisonnements que nous venons de presenter et non de ceux 
du livre VI (comparer 318). 


NOTE G 

SUR LES NOTIONS DE LONGUEUR, D’AIRE ET DE VOLUIVIE 
RELATIVES A DES LIGNES 
ET A DES SURFACES QUELCONQUES 


809. d’uo a.i*c die coiit>l>e g;a,uclie. 

Un arc AB d’une courbe gaucbe (C) etant donne, projetons-le orthogo- 
nalement sur un plan quelconque, suivant un arc ab {fig. 643) d’une courbe 
(c). Supposons que la deflnition de la longueur d’une courbe plane donn6e 
dans la note de la page 173 (PL, liv. IIT) s’applique 4 la courbe (c) ; on 
pourra, en d’aütres termes, mesurer lalongueur d’un arc quelconque de (c). 
Si les bypotbäses dnumdrdes dans la note en question sont verifiees, le 
rapport d’un arc de (c) ä sa corde tendra vers l’unitd quand l’arc tendra 
Vers zdro ; et möme, 1 -f- a etant un nombre aussi -ped supdrieur qu’on 
le veut a 1,, on pourra toujours (i) trouver un nombre e tel que, pour tous 

(1) En effetla longueur d’ua arc pq faisant partie de ab est (la courEe ab dtant supposöe 
couTexe le long de cet arc) plus petite que la somme des tangentes en jp et en g, prolöngdes 
jasqu’4 leur poinl d’interseotion et les hypothöses faites ä i'endroit oit6 de la G6omötrie plane 
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les arcs faisant partie de l’arc ab‘ el dont la corde est moindre que e, ce 
rapporfc soit plus petit que 1 + a. Nous pourrons developper sur un plan 
(538) le cylindre qui projette-la courbe AB, celle-ci venant suivant une nou- 
velle courbe AjBi et sa projection ab suivant un segment de droite 
{fig, 647) egal äla longueur de l’arc ab. Supposons que la definition de la 


B 



PiG. 647. 


longueur d’un arc de courbe plane s’appliquo egalement au developpe- 
ment de (c) etsoit/ la longueur de l’arc AiBj. 

Dans ces conditious, je dis que le pdrimHre d'une ligne polygonale ins- 
crite ä l'are AB et ayant ses extremUes en k et B tend vers l, lorsque le nombre 
des eötös de cette ligne brisöe augmente indifiniment de maniire que chaoun 
d'eux tende mrs z6ro, 

Soient, eil effet, M, N deux sommets .onsecutifs de la ligne polygonale ; 
m, n leurs projections sur le plan de (c) ; Wj, les points corres- 

pondaiits k M, N, m, n dans le developpement du cylindre. On a mjMi 
= wM; HiNj = nN ; mais mn, corde d’un arc de (c), est plus petit que nqn, 
(lequel est dgalala longueur de cet arc). 

Porlons le trapeze mMnN en WjMjn'N' sur le ti’apeze miMiniNj (/ig.643 bis) 
de maniere que vienne suivant et mn suivant la direction mpq, 


On aura evidemment MN — MjN' < MiNj; mais le rapport 

MiNj MjNi 7 X-* 7 X mpq , , , 

"" W ^ rapport (cest- 


, .. m.n.. ^ MjNi 

a-dire que Car 

^ mn ‘ MiN' 


; MA—MiN' , , 

1 0^' est plus 


N idjh! 

petit que :j^-,, lequel est ä son tour plus petit que- 

mpn' 

, .TT mm. ' 

c est-a-dire que -L-i — 1. 



Fig. 647 bis. 


Or nous avons vu que l’on pouvait rendre le rapport ~~ plus petit que 
J + a, quel que seit le nombre positif a, et qu'il suffisait, pour cela, de 


eonyiatent pröcisöment ä admettre que- le rapport de cette somme ä la corde pq dovient plus 
petit que l -p a, toutes les fois que l’arc pq., intörieur k ab, a uue corde införieure k une quantite 
convenablement choisie e. 
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prendre mn inferienr ä u.ne eertaine qüantite s. Si donc nous avons pris 
tous les cötes MN d.e la ligne polygonale (et par consequent, a fortioHj 

toutes les cordes mn) inferieures ä s, tous les rapports tels qüe 

sont plus petits que 1 -f- a : d’apres une proposition souvent rappelee 
d’arithmetique, il en est de meme du rapport forme avec la longueur de la 
ligne brisee Aj... MiNj... somme de toutes les cordes MjNi, et Ja lom 
gueur de la ligne polygonale A... MN... B, dont nous sorames partis et qii 
est la somme des cordes Lelles que MN, 

Autrement dit (puisque a peut 6tre pris aussi petit qu’on veut) le rapport. 

lorsque les cötes de la ligne polygonale A,.. M 
N... B tendent tous vers zero. 

Or le numerateur tend, par hypothese, vers / : il en est donc de möme 
du denominateur. c. q. f. i'. 

llresulte de lä,, en particulier, qu^en projetant la courbe (c) sur un plan 
different du Premier et repetant les memes opörations dans ces nouvelles ' 
conditions, la longueur l trouvee ne pourrait avoir une valeur autre que la. 
premiere. 

La longueur l, limite vers iaquelle tend le perimöti’e d’un poJygone ins- 
crit ä Parc AB et dont tous les cötös tendent yers zdro, est dite la (on- 
gueur de l’arc de courbe AB. li est clair, d'aprbs ee qui precede, que, si on 
däveloppe un cylindre sur un plan, toute ligne trade sur in sur face a m4me 
longueur que son ddeloppement. 

La ligne droite est, dans l’espace, le plus court ehemin d'un point A ä wi 
autre B. Car tout autre ehemin est, soit une ligne brisee, plus longue quela 
ligne droite, soit une ligne courbe dont la longueur est la limite d^une 
ligne brisee (i). 

Le rapport d’un arc de courbe gauche ü sa eorde tend vers l'uniU lorsque- 
rare tend vers zero, car i’are MN de la courbe AB (fig. 647) est egal ä Parc 

M^Nj de la courbe AjBi; le rapport —- , tend vers l’unite et aous- 

corde M^Nj 

avons vu qu’il en est de meme pour le rapport — 

corde MN 

810. Plus eourt ehemin d’un point ä. um a.uti*e sni* la 
sphere. 

Appliquons ce qui precede ä une ligne spberique AB. Inscrivons dans 
cette ligne le po|ygone A— MN... B, puis remplacons cbaque cote par Parc 
de grand cercle qui a möroes extremitös : nous obtenons ainsi une ligne- 
jomposee darc de grands cercIes successifs, ou ligne brisee sphörique. 
Lorsque les cötes du polygeue tendent vers zero, le rapport de ebaque 

d) La longueur de la ligne cenrle ne pent etre igah kKie^ de la iigno droite, oar, si G es-t 
m point exteriear i la droite, mais situd sur la-cwirbe, celle^:iest au moins dsale ä. AG + BG,. 
lequel est plus grand que la droite AB. ® 
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iirc de grand cercle ä la corde correspondante tend vers d, et il en est de 
möme, par consequent, du rapport de la ligtie brisee spherique ä la ligne 
bnsöe rectiligne, de sorte que ces deux quantitös ont meme limite. Ainsi 
la longueur d'une courbe spherique est la limite vers laquelle tend la longueur 
d’une ligne brisde spMrique inscrite, dont tous les cotes tendent vers zthv. 

L’arc de grand cercle qui Joint A et B est plus court que loute ligne brisee 
spherique joignant les raömes points. 11 est donc aussi plus court que loute 
courbe spherique allant de A en B : l'aro de grand cercle est le plus court 
chmin entre deux pcints delasphere. 


811. Considerons un cöne quelconque, ou la portion d’un cone comprise 
entre deux generatrices OA, OB (ßg. 648). üne spliere quelconque decrite 



du sotnraet 0 comme centre coupera ce cone suivant une ligne spherique 
AB. Ayant döcrit dans un plan, d’un poinl quelconque 0^ comme centre, un 
cercle de möme rayon que la sph6re, et pris sur la circonf^rence un point 
arhitraire Al, nous ferons correspondre, h un point quelconque M de la 
ligne spherique, le point Mj pris sur la circonfdrence de maniöre que I'arc 
de cercle A^Mj ait mäme longueur que l’arc AM de la ligne sphörique; puis 
4 chaque point P de la snrface conique, le point pris 4 une distance 
de Oj ögale ä OP, sur un rayon tel que son extr4mit§ corresponde (au sens 
que nous venons d’indiquer) au point M oü la generatrice OP coupe la 
sphere. 

La ögure formte par les points tels queP^ estdite le cUveloppement de Isl 
surface conique. Le lecteur ddmontrera aisöment, par des procedes ana- 
logues 4 ceux que nous avons employds pourle cylindre: l° que taute ligne 
tracöe sur le ebne a möme longueur que son dbveloppement; 2“ que deux lignes 
se coupent sous le mime angle que leurs diveloppements. 

812. On dit qu’une surface est diveloppable lorsqu’on peut faire corres¬ 
pondre ses points 4 ceux d’un plan de maniöre que les lignes qui se corres- 
pondent aient möme longueur de part et d’autre. C’est ce qui a lieu pour 
le cylindre et le cone. II existe une infinite d’autres surfaces ddveloppables. 
Mais il faut se garder de croire que cette prophiete appartienne 4 une sur¬ 
face quelconque : pour une surface prise au hasard, au contraire, eile n’a, 
en general, paslieu. La sphere, par exemple, ne la poss4de pas. 

Gest ce dont on peut se rendre eompte en considärant les angles que 
^font entre elles les lignes tracees sur une surface developpable. 
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Soient S une teile surface; Ax, Ay {fig. 649) deux lignes concourantes de S, 
auxquelles correspondent, lorsque celte surface est developpee sur un plan 
(ce que nous supposons possible), les deiix lignes Coupons Ax, Ay 

par une troisieme ligne BC, ayant pour deveioppement B^Ci et supposons que 
les points B etC se rapprochent indefluiment du poiut A, Dans ces condi- 
tions, les directions des lignes AB, AG ; AiB^, A^Cj tendent respcctiveinent 



Fig. 649. 


vers celles des tangenles aux lignes Ax, Ay, AiX^, Apyi en A et en A^ 
De plus, les rapporls des arcs AB, AC, AjBj, A^Ci aux corcles correspon- 
dantestendront versl’unite. 

Nous ne pouvonspas dtendre cette.conclusion aux arcs BC, B^Cj, puisque 
les courbes BC et BjCi sont variables. Mais on demontre que, moyennant 
certaiues restrictions simples imposees ä S, on peut choisir les courbes 
variables BC, BjCi, de maniere que les rapports des arcs BC, BiCi ä leurs 

AB 

Cordes respectives tendent vers 1 et que, de plus, le rapport ^ tende vers 
une limite. 

En tout cas, si S dtait une sphöre, un telmh.oix serait assuremenl pos¬ 
sible ; il suffirait de prendre pour BC un arc de grand cercle(^). 

Mais d’aprfes l’hypotbese, les arcs AB et AiB^ ont mßme longueur, de 
meme que AG, A^Cj et BC,BiGi. Donc le rapport de lacorde ABa la corde 
AjBi tendvers l’unite, etil en est de meme pour chacune des cordes AG, 
BC et sa correspondante. 

Par consequent, si, sur une droite fixe ab comme base, nous construisons 
un triangle abc semblable k ABC etun triangle abci semblable k AiBiCj, le _ 

AC BC 

point c tendra. vers une position limite (puisque les rapports ^ 


admettent chacun une valeur limite) et le point q tendra vers la 


OG 

tend vers l’unitd, et de mäme -r—)• Do.nc 


limite (puisque — = tend vers l’unitd, et de mäme ■^). Do.nc 

aci AiCj AjBi ’ bCi 

l’angle bac — BACtendvers lam6melim’teque"ö^= B^A^i; autrement 
dit,rangle des deux couxhes AiX^, A^y^ esi egal ä celui des deux courbes 
Ax, Ay. Ainsi, il devra toujours arriver (comme nous l’avons trouve dans 
(1) On va Toir, au uumöro suivant que, dans ces conoitions, BiG, est un segment de droite, 
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les cas du cöne et du cylindre) que Tangle de deux courbesqnelconques de 
la surface seit egal a celui de leurs developpements. 

813. Cela pose, admettons que la surface S seit une sphöre. Aloi's la 
ligne la plus courte entre denx points de la sphöre devra evidemment 
avoir pour Image la ligne la plus courte entre deux points du plan : 
autrement dit, les grands cercles de la sphere auront pour Images les 
droites du plan et un triangle spherique aura pour Image un triangle recti- 
ligne du plan. Or cela est absurde, puisque la somme des angles d’un triangle 
rectiligne est egale ä deux droits et celle des angles d’un triangle sphe. 
rique, toujours plus graiide que deux droits. 

Donc la sphere, ou m6me n’importe quelle aire spherique, si petite 
qu’elle soit(puisqu’on pourra toujours y tracer un triangle spherique), ne 
pourrajamais 6tre döveloppee surle plan(^). 

814. Voluiucs limftes pai* des surt'aces eo<irl>es. 

Soit une portion d’espace S limitee par des surfaces quelconques. 

Supposons que nous puissions trouver deux söries indefmies de polyedres 
Pj, P 2 , ..., P? 2 , ...; Ql, Qg, ..., Qn,... satisfaisant aux conditions suivantes: 

1" Quel que soit n, le polyödi'e (®) P„ n’a aucun point exterieur ä S 
(Lout ou Partie des sommets, ou des arötes ou möme des faces de P„ pou- 
vant faire partie des surfaces limites de S); 

2“ Quel que soit n, l’espace S n’a aucun point extdrieiirä, Q„ (une partie 
quelconque de la surface limile de S pouvant 6tre sur la surface de Qn); 

3° La difförence Q« — P« des volumes des deux polyedres de mßme 
indice tend vers z6ro lorsque cet indice n augmeute indePiniment; ou 

encore, le rapport ^ tend vers l’unitd dans les inömes condilioas. 

Alors je dis que les volumes Pn, Qn lendent vers une Limite commune V. 

Pour le dömontrer, je remarque tout d’abord que tout polyedre Qn de 
la seconde serie renfermo tout polyedre Pn de la preiniäre a son Interieur 
et que, par consequent, tout volume de la seconde s6rie est plus grand 
que n’importe quel volume de la premiere. ' 

Cela posh, supposons d’abord que, parmi les P«, il y eii ait un, P«, plus 
grand que tous les suivants (ou au raoins egal ä l’un quelconque d’entre eux] 

Alors, lorsque l’indice n est plus grand .que a, les quantites Qn, Pn com- 
prennent entre elles P« et commeleur diff^rence tend vers z^ro ou leur 
rapport vers 1, il estövident qu’elles tendent vers la limite commune Pa. 

Supposons, en second Heu, que jamais une des quantites Pn ne soit plus 
grande que toutes les suivantes : autrement dit, si nous prenons une quel¬ 
conque d’entre elles, soit Pa, il en existera une suivante. Pp, plus grande 

(1) De mSme, deux sphferes de rayons diffdrents ne sontpas applicables Vnne sur l'autra, 
c’est-ä-dire qu'il est impossible de faire correspondre point par point une portion de l’une 
ä une portion de l’autre, de manifere que les lignes qui se correspondent aient mdine longueur. 

(2) Nous ne supposerons pas que le polyfedre soit ndcessairement d’un seul tenant ; ou 
pourra prendre, pour P,j, fensemble de plusieurs polyedres non. contigus, pourvu qaie ,ces 
polyfedres et leur volume total vdrifient les conditions indiquees dans le texte. Nous aurons 
plus loin (815 Äis) d utiliser cette remarque. 
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que Pa; puis une aatre, Py, suivaat P^, et plus grande que P^; et ainsi de 
suite indefiniment. 

Puisque lesquantites P«, P^, Py,... vont en croissant et qu’elles restent 
inferieures ä une quantite delerminee (ä savoir Tune quelconque des Q„), 
elles tendent vers une limite V, et les quantites Q«, Qß, Qy, ... tendent 
ögalement vers V (puisque les ditierences Qa —P«, Q,^ — Pp, Qy — Py, ... : 

Q« 

ont pour limite zero ou que les rapports p~ , ■.• ont pour limite 1). 

V est an moins egal a chacim des P„ (puisqu’il est la limite de la suite 
Qa, Qp, Qy, ..., dont tous les termes sont supdrieurs ä P,i) et au plus egal 
ä chacun des Qn (comme limite de la suite P«, Pp, P-y, ...). Dono il est la 
limite commune de P„ et de Qm, puisqu’il est conslamment compris entre ; 
cesdeux quantitds, dont la difference tend vers zero ou le rapport vers 1. ; 

c. Q. F. D. 

De plus, si on forme, cViine maniere quelconque, cleux autrcs sMes de 
pohjedre^, P« et Qn, satisfaisani [comme Pn et Qn) aux conditions pr^cMem- ; 
ment indiqu6es par rapport ä la m6me poriion d’espace S, la limite commune 
de Pn ßt de Qn aura la mime valeur V que la limite commune de Pn et : 
de Qn. 

Gelte proposition n’e.stpas distincte dela precddente : caronpeut former 
une suite comprenant alternativement des polyedres Pn et des polyMres 
P'n, ainsi qu’une composde des polyMres Q« et Q'n correspondants: ces 
deux suites mixtes satisferont aux mSmes conditions que les premiöres et 
auront, par'consdquent, une limite commune, ee qui ne se peut que si 
Pn et P'n, Qn et Q'm out la meme limite. 

. La quantitd V, limite des volumes P« el des volumes Q,» et independante 
(d’apres ce que nous venons de constater) de la maniere dont on cboisit 
ceux-ci (pourvu que les uns comprennent S, que les aiitres soient compris 
dans S et que la difference des uns et des autres tende vers zero ou leur: 
rapport vers I) est dite le volume de l’espace S. II estclair que lanotion 
de volume, une fois ddfinie, possedera les proprietäs indiqudes au livre VI 
(397); c’est-ä-dire que deux espaces egaux ont le möme volume et que l’es- 
pace forme par la reunion de deux espaces contigus aura un volume egal 
a la somme de leurs volumes (Q. 

815. II reste a savoir si, une portion d’espace S etant donnee, on peut 
trouver les poli'edres P« et Q« satisfaisaiit aux conditions indiquöes, 
Supposons que, ä l’intdrieur de S, on puisse trouver un point 0 tel que 
la droite qui le joint ä un point quelconque de la surface limite de S (cette 
droite n’etant pas prolongee au deld de 0) ne perce cette surface limite en 
aucun point. Soit S' l’liomothetique de S par rapport au point 0, avec un 
rapport d’liomoLhetie 1 — s plus petit querunite; S", piiomothetique de 
S par rapport au centre 0, avec le x-appoxl de simüitude 1 + £: ii est clair 

(q Sur CO dernier point, voir plus loia, 815 Ms, ' 
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que chacun des solides S', S, S^' est entiörement interieui’ au suivant. Soit 
aiors R un polyedre interieur ä S", raais comprenant S' ä son interieiir. 

L’homothetique P de R par rapport a 0 avcc le rapport d’honiotbetie —- _ 

. , , , l "j“ £ 

sera Interieur a S (puisque R est interieur ä S) ; el riioniothetique Q de R 

par rapport ä 0, avec le rapport d’homoihetie comprendra S ä son 

intdrieur (puisque R eomprend S")- D’ailleursle rapport des volumes deP et 

de Q est (431) egal ä et tend vers 1 lorsque e lend vers zdro. 

Des lors, si on donne ä s une Serie de valeurs qui tendent vers zero, et 
si, pour cbacune de ces valeurs, on construit le polyedre. R et, parconse- 
quent, les polyedresP et Q, on a une double serie de polyedres remplis- 
sant toutes les conditions demandees. 

815 bis. Si la forme de Ja region S est teile que le raisonnement 
precedent ne s’y applique pas, on pourra, en general, la decomposer en 
deux ou plusieurs regions partielles auxquelies il soit applicable. On 
formera aiors chaque polyddre P avec l’ensemble des polyddres P relatifs 
ä ces regions partielles (^) et le polyddre Q avec Fensembie des polyfedres 
<3 relatifs ä ces mdmes rdgions. 

816. Soit d la distance minima de la surface limite de S ä celle de S' et 
ä, celle de c’est-ä-dire une quantitö teile que tout point de la premifere 
soit au moins ä la distance d de tout point de la seconde et au moins ä la 
distance d de tout point de la troisiOme. 

Inscrivons a la surface limite de S un polyOdre comprenant le point 0 ä 
son interieur et tel que la plus grande dimension de cbaque face soit 
inferieure 4 d. Aiors la surface de ce polyedre ne pourra evidemment avoir 
auGun point commun avec la surface de S'', ni avec la surface de S', ni 
radme avec Fintdrieur de S'. Donc ce polybdre est compris dans S" et 
eomprend S': on peut le prendre pour le polyedre R du numero prdcddent, 
et si Fon forme de pareils polyödres pour des’valeurs de plus en plus 
petites de Ejleurs volumes tendent vers V. 

^ Comme e tend vers zero avec d, on voit que, si Von mscrit ä la surface 
limite de S un polyedre {comprenant toujours d son interieur un point deter- 
minö interieur ä S) et tel que La plus grande dimension de ehacune de ses faces 
tencle vers zdro, le volume de ce polyedre tehdra vers le volume de S. On voit 
d ailleurs immediatement que cette conclusion s’etend au cas ou Fon ne 
peut appliquer directement le raisonnement du n“ 815 et ob on est obligd 
de decomposer S en deux ou plusieurs parties comme il est explique au 
n“ mbis. 

Lorsqu il s’agit de la sphere, on peut prendre pour le point 0 le centre 
et les solides seront des spheres concentriques a la premiere. La 

distance sera la difference des räyons de S et de et on pourra prendre, 

(1) Voir la note 2, page Sü9. •' , i 
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pour R, tont polyödre inscrit dont les dimensions sont toutes plus petites 
que cette difFerence (i). 

817. Dans le cas du cöne ou du cylindre, la definition precedenle 
Concorde avec celles que nous avons donnees au livre VlII. Prenant, par 
e.Kemple, le cas du cylindre, il est clair que les prismes inscrits et circons- 
crits sont preciseinent des polyedres P« et tels que nous les avons 
introduits au n“ 815. 

D’ailleurs, le prisme inscrit tel que les cötes de 
sa base tendent vers zdro, peut elre considere 
comme un polyddre inscrit dans lequel la plus 
grande dimension de chaque face tend vers zero. Il 
suffira, ä cet elfet, de diviser chaque arete laterale 
du prisme en un certain nombre de parlies egales, 
lequel nombre ira en augmentaiit indefmiment en 
meine temps que le nombre des cötes de la base 
{fig. 651). Les points de division feroutpartie, comme 
les sommets extremes eux-memes, de la surface cylin- 
drique, et, par consdquent, les petits rectangles 
qu’ils forment {fig. 651) poui’ront ötre consideres 
comme faces d’un polyödre inscrit, — plusieurs de ces faces dtant seule 
ment en prolongement les unes des untres, ce qui ne chauge rien ä la 
validitd des raisounements. 

Des considerations toutes semblables s’appliquent dvidemment au cöne. 

818. Considerons, de möme, le volume V engendrö par un polygone 
plan tournant autour d’un axe situö dans son plan et qui ne le traverse 
pas. 

Considerons p positions du polygone, ABCD, A'ß'G'D' {fig. 652) etant, 





(i) Par exemple, onpourra diviser la sphöre par des mdridiens et des parallöles ßäO) 
dnnt les longitudes ou les latitudes difförent entre elles d’une quantitd X teile que Taro de 
grand cercle d’augle au centre X ait une longueur infdrieure ä, d. Les points d’intersection de 
ces mdridiens et de ces paralleles seront les sommets d’uii polyödre inscrit dout toutes las 
faces, qui seront des trapfezes ou des triangles, auront leurs dimensions plus petites que d. 
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par exemple, deux consecutivesd’entre eiles. Les polygones ABCD, A'B'C'D' 
sont symetriques Fun de I’autre par rapport ä im plan, le plan bissecteur 
du diedre dans les faces diiquel ils sont respectivement contenus. 11 existe 
donc nn tronc de prisme qui a pour base ces deux polygones, les arötes 
elant perpendiculalres k ce plan de symetrie. Gonsiderons le polyMre 
forme par Fensemble des troncs de prismes qui ont ainsi pour bases les 
eouples de positions consecutives du polygone. Si nous augmentons indefi- 
niment le nombre de ces positions de maniere que les diedres successifs 
que forment entre elles leurs plans tendent vers zero, le volunie du 
polyödre dont nous venons de parier tendra vers V, ainsi qu’il resullera de 
considerations toutes pareilles ä celles que nous 
venons de presenter au n“ precedent. 

Cette remarque permet de dernontrer Ires simple- 
ment certaines propositions importantes. Suppo- 
sons, par exemple, que le polygone considere soit 
un triangle ABG ayant son sommet A sur Faxe, a 
alors les troncs de prismes se reduiront ä des pyra- 
mides telles que ABGB'C' {fig. 653). 

Ghacune de ces pyramides a pour mesure le tiers 
du produit de sa base BCB'C' par sa hauteur AH, 
de Sorte que leur somme est ögale au tiers de la 
iomrae des bases multipliöe par une quantite inter- 
mödiaire entre la plus petite et la plus grande des Fig. 603. 

liauteurs. Or, lorsqu’on augmente inddfiniment le 
nombre des positions successives du triangle, la somme des trapezes BCB'G' 
tend vers la surface engendröe parBG dans sa revolution autour de Faxe, 
et quant a la bauteur AH, eile tend vers la hauteur A/i du triangle ABC, car 
la distance Ml, qui est la distance du poinh H ä la droite BC, tend vers 
zdro. 

Nous avons donc inimediatement le thdorfeme du n° 485 : le volume 
mgendre par un triangle tournant autour d'un awe situe dans son plan, 
passant par son centre et ne le traversant pas, est dgal ä la surface engendrde 
par le c6t6 opposd au sommet situd sur Taxe, midtiplUe par le tiers de la 
hauteur correspondante, 

819. Revenons au cas oü le polygone tournant est quelconque : la 
remarque precedente nous donne encore (du moins pour le cas d’un 
polygone) le thdordme de Guldin. 

Theoreme.—• Xe volume engendrä par une aire plane qui tourne autour 
d'un axe situd dans son plan et ne le traversant pas, est dgal au produit de 
cette aire par la circonfdrence que däcrit son centre de gravitd, 

Soient, en effet, Gle centre de gravite du polygone ABGD, G' le centre de 
gravite de la position suivante A'B'G'D' {fig. 652). 

Le tronc de prisme ABCDA'B'C'D' a pour mesure (608) le produit de 
sa seclion droite par la distance GG'. ■' 
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Or la section droite, qui n^est autre que la section par le plan bissec- 
teur du diedre forme par les bases, tend vers le polygoue ABGD lui- 
meme et, d’autre part, la somme de toutes les longiieurs telles que 
tend vers la lougueur dela eirconference decrite par le point G. Donc le 
thdoreme est denaontrd. 

820. Nous avons defini le volume V d’un solide qnelconque par cette 
propriete que deux volumes polyedraux Pn «t Q,^, dont le premier est Inte¬ 
rieur au solide et dont le seoond coinprend ce solide, tendent yers V 
lorsque leur dilference tend vers zei'o. Mais il est clair, une fois V deflni, 
que deux volumes quelconques, polyedraux ou non, tendront vers V s’ils 
satisfont aux autres conditions imposees a Pn et ä Q^, puisque l’un sera 
toujoursplus petit que V et l’autre plus grand que V. 

Soit, par exemple, une aire plane curviligne 4 lournant antour d’unaxe 
qui est situe dans soii plan et ne la traverse pas. Inscrivons et circonscri- 
vons ä cette aire des polygones qui auront A. pour limite. commune. Ges. 
polygones, en lournant autour de Taxe, engendreront des volumes dont les 
uns seront inscrits au volume V engendre par 4, les autres circonsGrits 
au mäme volume, et la difference enlre les volumes inscrits et les 
volumes^circonscrits tendra vers zero (i). Donc ces volumes auront V pour 
limite. 

On voit par lä que la deflnition des volumes du secteur spberique et de 
la sphere, teile que nous l'avons donnee au livre VIII ;(ehap. y), eoncorde 
avec la definition actuelle. 

On voll aussi que le tbeoreme de Guldin, demontrd an nnmero precßdenfc 
pour les polygones, est egalement vrai pour les aires planes cumlignes, 
si Ton admet que le centre de gravite de Faire plane eonsidöree est la 
Position limite vers iaquelle tend le centre de gravite d’nn poiygone inscnit 
dont tous les cötds tendent vers zero. 41ors, eneffet, dansl’egaliteexprimde 
par ce tbeoreme, les deux membres sont les iimites de quantites ana- 
logues dans lesquelles Faire cürviligne est remplacee par un polygone 
inscrit. 

821. Soit encore un volume quelconque que nous couperons par des 
plans paralleles ä une mfime direction, la distance de deux plans successifs 
ne depassant pas une certaine iongueur h. Soient s la portiondu solide 
coraprise entre denx consecutifs deces plaus; C un cylmdre ayantses bases 
dans les plans en queslion et comprls dans s; G' un cylmdre ayant ses 
bases dans les m§mes plans et comprenant s ä son intdrieur (si les 
deux courbes de section du solide par les deux plans considdrds sont telles 
que la projection de Fune d’elles sur le plan de Fautre comprenne celie-ci,' 

(i) En offet, cette difförence a pour mesnre la produit de l’aire annulaipe compnise'entre nii. 
polygone inscrit et un polygone circonscrit, — Iaquelle tend dvidemment veivs zdro, — par 
2 * et par la distance de, Taxe au centre de gravitd de cette aire, Iaquelle n’augmente pas 
inddfiniment (ex. 870). 






SUR LES NOTIONS DE LONGÜEÜR, D'AIRE ET DE VOLUME. 575 

on pourra prenclre pour G et G' les cylindres droits qui ont respectivement 
ces courbes pour bases). 

Dans tons les solides que Ton a habituellement ä considerer, on peut 
prendre h assez petit ponr que, quels que soient les deux plans, pourvu 

que leur distance ne depasse pas h, le rapport ^ soitcomprisentre l’unitö 

et un nombre 1 — a aussi voisin qu’on le veut de l’unite (ou, s’il n’en est 
pas ainsi, le solide peut ötre ddcomposö en parties dont chacune satisfasse ä 
cette condition). 

Des lors, le solide etant decompose en plusieurs portions par une serie 
de plans paralleles entre eux dont les distances successives ne depassent 
pas /i, formons, pour chacune de ces portions les cylindres G et G' et appe- 
lons P le solide formd par Tensenible des cylindres G, Q le solide forme par 
l’ensemble des cylindres GG D’aprös ce que nous venons de dire, le rapport 
de chaque cylindre G au cylindre G' correspondant et, par consequent 

aussi, le rapport seront coinpris entre 1 et 1 — a. Le nombre a pouvant 

etre choisi aussi petit qu’on veut si h est sufüsainment petit, on voit que 
lorsque h tend vers zero, les volumes P et Q tendent simultaneinent vers le 

P 

volume du solide, puisque je rapport ^ tend vers 1 et que P est Inte¬ 
rieur ä ce solide, jequel est interieur a Q. 

822. Alre ü^iine surface «oiirhe. 

La definition de Faire d’une portion de surface courbe offre de beaucoup 
plus grandes difflcultds que les precödentes. Si, en effet, oii considbre une 
surface polyödrale inscrite ä la surface courbe et qu’on suppose seulement, 
comrae nous l’avons fall, que la plus grande dimension de clnaque face 
diminue indeäniment, sans ajöuter ä cette supposition d’autres liypothtises 
convenablement choisies sur la loi de Variation de la surface polyddrale, il 
n’arrive pas necessairement que l’etendue de celle-ci tende vers une limite 
deterininee : ii peut möme arriver que cette etendue augmente ind6fl- 
miment, 

Nous nous bornerous ä definir Faire d’une surface fermee convexe. 

Dans ce but, nous etablironsd’abord les deux lemmes suivants : 

Lenimes. — I. Une face d'un poly^dre quelconque est plus petite que la 
somme des untres. 

Projetons, en elfet, toutes ces autres faces sur le plan de la preinibre. 
L’ensemble de ces projections recouvi'iradvidemment tonte cette premiere 
face (il poux’ra indme arriver qu’il la depasse, ou en recouvre tout ou 
partie plusieurs fois). Or, chaque face est (368) plus grande que sa pro- 
Jection. 

.iL .La surface d’wi polyidre convexe est plus petite que celle d'un polyedre 
enveloppant quelconque. 
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Soient S la surface du polyedre coi.vexe, S' la surface du polyödre eu« 
veloppant. Celle-ci pourra avoir une ou plusieurs faces communes (*) avec 
Ja premiere (pourvu qu’elJe n’ait aucune partie interieure ä la premiöre); 
soit n le nombre des faces non communes sur S. Si n = 1, le thdoreme est 
demontre, cap Punique Jace non commune de S est plus petite qiie la 
somme des faces non. communes de S', lesquelles forment avec eile im 
polyedre. 

Si 71 est different de I, prolongeons le plan P d’une des faces non com- 
raunes de S ; nous partageons ainsi S' en deux parties, Tune S'i,situeepai' 
rapport ä P du meme cöte que S, l’autre S '2 situöe du cöte oppose. Nous 
diminuerons cette derniöre (lemme prec4deat) enla remplacant par la portion 
du plan P terminde au möme contour. Or, nous obtenons ainsi im nouveau 
polybdre enveloppant S, mais avec lequel ce dernier aura une face com¬ 
mune de plus. 

II est clair qu’en continuant cette rMuction, nous serons finalemeut 
ramenes au cas de n — i. La proposition est donc demontree. 

Remarque. — Une proposition toute semblable s’appliquerait (avec 
le mdme mode de demonstration) ä une surface polyedrale convexe 
ouverte et a une surface polyedrale enveloppante terminee au mdme 
contour. 

823. CeJa pose, soit une surface fermee convexe S. Nous considdrerons 
encore des polyddres Pn et Qn dont les uns seront interieurs ä Setles 
aulres la comprendront ä leur Interieur. Mais nous-imposerons cette foisi 
ces polyddres la co7idition d'^tve convexes. Des lors, en vertu du lemme II, la 
surface de cbaque polyddre Pn sera inferieure a la surface de n’importe 
quel polyödre Qn . Si donc on suppose que la dilfdrence entre la surface de 
Pn et celle de Qn tend vers zero (ou que leur rapport tend vers 1), ces 
surfaces auront une limite commune, inddpendante de la maniere dont 
on aura cboisi les P« et les Qn pourvu que ceux-ci remplissent les diverses 
conditions que nous venons d’enumdrer. 11 n’y a, a cet dgard, rien a 
changer aux raisonnements du n° 814. 

On obiient d’ailleurs des polyddres P,, et Qn par le mdme procede qui a 
dtd explique au n° 815, en ayaut sein, toutefois, de prendre pour R im 
polyddre convexe. En particulier, on verra, exactement comme au n° 816, 
qiiune siü^face ferm&e convexe est la Imite cVu 7 i polyedi'e convexe inserü^ 
dans lequel la plus gi'ande dimension de chaque face tend vers zero. 

824. Lorsqu’il s’agit de la longueur d’un arc de courbe plane, on 
peilt, en general, si l’arc n’est pas convexe, le ddcomposer en arcs con¬ 
vexes. II importe de remarquer que ce mode de raisonnement n’est pas 
applicable ici. On rencontre, et cela parmi les surfaces usuelles, des sur¬ 
faces dont aucune portion, si petite qu’elle soit, n’est convexe et dont, en 

(1) TJne face de S sera considdrde comme commune avec S' si eile est situde dans le plan 
d’une face de SU 
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un quelconque de leurs poirits, on ne peut pas dire qu’elles tournent leur 
convexite dans un sens ou dans l’autre. C’est, pai’ exemple, le cas de la 
surface gauche de revolution (ex. I 03 i) dontla forme generale est representee 
fig. 654 (1). 

825. Dans le cas du cylindre, du cöne ou du Ironc de cöne, la definition 
precedente coincide avec celles que nous avons donnöes au livre VIII : on 
peut, en effet, dvaluer Ja surface totale de Tun de ces corps comme limite 
de la surface totale des prismes, pyramides ou ti’oncs de pyramides ins- 
crits (coraparer 817) et comme les surfaces de bases de ces polyödres 
tendent vers les surfaces de bases des corps ronds correspondants, il en est 
de rneme des surfaces laterales. 

Ou peut egalement raisonner sur la surface engendree par une ligne 
brisee tournant autour d’un axe exldrieur ä eile et situe dans son plan, 
comme nous avons raisonne au n” 818 sur le volume engendre par un 
polygone : il est clair qu’en appliquant, non plus Je tbeorfeme du n“ 608, 
mais Texercice 871, nous obtiendrons (du moins pour une ligne brisee 
iouviiSiiüe) leseconä tMoreme de Guldin : 

Theoreme, — La surface engendräe par une ligne qui tourne autour d'un 
axe sUu6 dans son plan et ne le traversant pas, est 6gale au produü de la 
longueur de cette ligne par la circonßt'ence que döcrUson cenlre de grariti. 

Ge tlidoreme s’ötendra d’ailleurs ä, une ligne CQurbe tournante, par voie 
de passage ä la limite :Jes considörations qui pröcedent permettent de 
faire cette extension par une voie analogue k celle que nous avons em- 
ployöe au n" 820, toutes les fois qu’il s’agit d’une ligne convexe tournant 
sa concavite vers Faxe. 


825 his. Nous pouvons encore deflnir Faire 
de la Zone, puisque nous pouvons döünir 
Faire totale du segment spherique et cette 
döfinition Concorde (comparer 820) avec celle 
•du n“ 482. 

On remarquera que', ces definitions per¬ 
mettent d’obtenir immödiatement les theo- 
remes relalifs aux volumes spberiques. 

Si, en effet, nous consid^rons un poJySdre 
convexe inscrit ä la sphfere, ce polyedre sera 
decomposable en pyramides ayant pour 


(1) M etant un point quelconque de la surface, le 
plan tangent en M coupo la surface suivant deux 
droites (ex. 127S) MD, MDj, lesquelles partagent celui-ci 
en quatre parties clont deux opposdes Tune ä l’autre 

(celles qui contiennent le mdridien HH'(/^gr. 6S4)) sont, r 

liar rapport au plan tangent, du cötd extörieur. et les deux autros (celles aui contiennent Io 
parallele GCq du cötd intdrieur. • 
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bases les differentes faces et pour somraet commun: ie centre, Son 
voIume sera dgal au tiers de la somme des bases, — c’est-ä-dire de la 
surface, — multipliee par une quantile intermddiaire entre la plus grande 
et la plus petite des hauteurs. Or ces derni^res tendent toutes vers le 
rayon, puisque le polyedre et, par consequent (puisqu’il est convexe), le 
plan de cliacune de ses faces sont exterieurs (816). ä une sphere quel- 
couque concentrique a la premiere et de rayon plus petit. Quanta Ja 
surface du polyedre, eile tend vers eelle de la sphere. On a donc bien ee 
theoreme que le voliime de la sphere est egal au prodidt de sa surfaee par le 
tiers du rayon. Le möme raisoiinement s’applique d’ailleure evidemment 
au secteur spherique. 

826, Lorsqu’une surface S peut ötre developpee sur un plan, on de- 
inontre que l’aire de toute figure tracee sur S est dgale ä celle de son 
developpement (voir exerc. 822). 

Bien entendu,. la reciproque n’est pas vraie : nous voiilons dire que, si 
Ton a fait correspondre les points d’une surface S aux points d’un plan 
de maniere que les flgures: qui se correspondeiit aient möme aire, il neu 
resulte en aucune facon que S seit developpable. Par exenaple, dans l’exer- 
ciee 1301, iious indiquons une correspondaiice de cette espece entre une 
sphere (c’esU-dire une surface nou developpable) et un Cylindre (lequeL peut ^tre 
etale sur uu plan). 


NOTE H 

SUR LES POLYEDRES REGULIERS ET LES GROUPES 
DE ROTATIONS 


827. INoiis avons demontre, au n° 708, que tout polyedre rägulier adniei 
un cei lain nombre de däplacements, c’est-ä-dire que ces ddplacements font 
coincider le polyfedre avec lui-tn§me, les sommets venant prendre la place 
les uns des autres. 

Soient R et S deux deplacements qui laissent ainsi inaltdre le polyedre 
consi 6re, ou, plus generalement; qui laissent inalteree une flgure donnee 
ffue la, flgure.F. ne. changera pas davanlagß,„sE 
.,, ®“ectue söccessivement les.deux deplacements R.et S, autrement dit^ 
Ionefleclue le deplacement RS, produit (PL, 291) de R et de S. 

consequent, en introduisant une deflnition donnee au,u° 2t91, si nous 
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considerons Tensemble des deplacements qui n’alterent pas Ja Ogure F, 
ces ddplacements formentum groupe, puisque R et S etanfc deiix quelconqnes 
d entre eux, les produits (^) RS et SR appartiennent au naßnie ensenible. 

II esfe bien entendu que S peut n’6tre autre que B : Je pi*odnit RB est, 
designe par Ja notation R'^ et de mäme les produits de trois, quatre.... l’ac- 
teurs tous egaiix ä R sont respectivement' d^signes par les notations 
R^ R'^.., et sont dits ies pmssawces suecessives de R. 

Si R est un deplaceraent hdlicoidal composd d’uue rotation d’angle a et 
d’une translation t parallele k Faxe de la rotation, on voit immddiatement 
que R™ (en designant parm an entier quelconque) sera un deplacement de 
meme axe, compose d’une rotation d’angle ma et d’une translation de 
grandeur mt. 

II faut observer, d’autre part, que nous comptons parmi les operations 
appartenant au groupe celle dans laquelle on ne change rien aux positions 
des dilferents points : eile est dite l'opöration identique et il nous arriveru 
de la representer parle chiffre 1. II est aise de voir que la conclusion 
obtenue tout ä Fheure (ä savoir que si R et S appartiennent au groupe, 
il en est de meme de leur produit) suppose essentiellement la Convention 
qui vient d’dtre faite, relativement ä Fopdration identique. 

En effet, R dtant un ddplacement quelconque, qui apour eilet d’amener 
uu point quelconque M de l’espace en une nouvelle position M', soll R'le 
döplacement mverse de R, c’est-a-dire celui qui, applique au point M', 
donne pourrdsultat M (R dtant un cldplacemont hdlicoMat compostl cl’uno transilution 
de grandeur f et d’una rotation d’anglo a, lo ddplacoment inverse a lo mömo axe que R, 
sa translation et sa rotation ayant los raömos grandeurs t ot a, mais dtant de scns opposds 
aux Premiers), Si R laisse inaltöree la flgure F, il en est de rnßme de R'et, 
par cousdquent, si nous voulons pouvoir dire, comme nous Fayous Init 
tout ä l’lieure, que les deplacements qu'adinet F forment un groupe, il laut 
compler au nombre de ces deplacements les produits RR'etR'R.Or chacim 
de ces deux produits donne,, en vertu de la ddfmition de R', J’operation 
identique (cbacune des deux operations R et R'ayant pour elfet de ramener 
ä leurs positions primitives les figures transforinees par l’autre). 

L’operation inverse de R est representee par le symboJe R-' ; ses puis- 
sances successives, par R"^, R“'*.... On voit immediatemeiit que R-^“^ est 
inverse, de R'' et que l’inverse de RS (en designant par S une seconde 
Operation quelconque), esi S“* R~R 

828. Nous venons de remarquer que, si le groupe des deplacements qu’ad- 
met me fyure quelconque F comprend un deplacement R, ü comprenä aussi 
le deplacement inverse. R~^ 

La rngme proprietö appartient ä la plupart des groupes que J’on a a 
CQusiderer dans les applications de cette notion aux diverses parlies des 
mathematiques. On demontre, en particulier, qu’elle a lieu pour tout 

(t)' Rappelons’qu-e les-deux produits RS etSR na so.uäfc paS:, en. gänöral, idontiques- ©ntre 
eux (voir PL, page 276, note 2 et exerdca 624). 
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gronpe composö d’un nombre fmi de transformaUoiis ; nous la demontre- 
rons d’ailleurs, chemin faisant (830 bis), pour les groupes dont nous allons 
avoir ä nous occuper, 

Elle entrame, pour les groupes G qui la possedent, cefcte consequence 
que si une figure F' est homologue (') d’um figure F (relalivement ä iin 
groLipe G), r^dproquement P est homologue de F'; car si R est l’operation 
du groupe qui transforme F en F^, l’inverse R~^ transformera F' en F, 

829. Voici une nouvelle consequence de la propriete precedenLe : 

Soient R un deplacement (2), corapose d’une translation de grandeur t, 
parallele ä un axe A et d’une rotation d’angle a autour du mßme axe 
{t ou a poLivant, bien entendu, etre nul), et qui change une figure quel- 



Fig. 65 S. 


conque f Qaf'{fig. 685); S, un autre deplacement quelconqiie d’axe B. 
Appliquons a la figure formee par l’axe A, la figure f et la figure f, le 
deplacement S : f viendra en f^, f en f^, Faxe A en Ai- Nous voyons des 
lors que le deplacement Rj qui a pour axe A^, la translation t et la rota- 
lion a elant .les memes que celles de R, change la figure (transformee 
de f par S) en (c’esL-ä-dire en la transformde de f par S). 

. Oll donne ä ce nouveau deplacement le nom de transforme de R par S, 
Deux ddplacements R, R;^, dont Fun est le transforme de Fautre par un 
, troisieme deplacement quelconque, sont dits semblables. On voll que deux 
deplacenients semblables ont (en grandeur) möme translation et mönie 
rotation, et qu’ils sont tous deux dextrorsum ou tous deux sinistrorsum 
(414, Rem.); ces conditions sont, d’ailleurs,.süffisantes, car si eiles sont 
reniplies par deux ddplacements R, R^, on les transformera Fun dans 
Fautre par tout deplacement qui transformera les axes Fun dans Fautre 

yi) Pour le sens de ce mot, nous renvoyons ä la göomötrie plane (293). 

(2) No^iis raisoanons ioi aur des ddplacements, mais la uotion d’opörations semblables el sop 
application aus groupes subsistent pour des opdrations quelcodques. 
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(le sens de translation donnd sur le premier axe venant suivant le sens de 
translation donne sur le spcond). 

Cela pose, admeltons que les deplacements R et S, consideres il y a 
un instant, fassen! partie d’un meine groupe G, qui coinprenne ega- 
:ement (d’apres Ja propriötö enoncee au n“ pröcedent) R-* et S-^. Alors 
f et fy sont homologues entre eux par rapport ä G, de meine que /“j et f\ ; 
et, coinme f et f sont aussi homologues l’une de l’autre, il en est de meme 
PI., 293) pour fi et fl; donc le deplacement R,, qui change f en f., appar- 
tient ä G, 

Ainsi, si deux ddplacements R ef S appartiennent ä un groupe G, il en est 
de m6me du transformä R, de R par S. 

Les deux deplacements R et Rj sont dits homologues l’un de lautre par 
rapport au groupe. Bien entendu, pour que deux deplacements soient 
homologues, ii ne sulflt pas quils soient semblables, il faut encore que, 
parini les operations qui les transforment l’un dans l’autre, il y en ait au 
moins une qui fasse partie du groupe. 


830. Dans le cas oü la figure F est un polyedre regulier, le nombre des 
deplacements qu eile admet. est fini. Nous allons nous proposer de recher- 
cher, d une maniere generale, tous les groupes composes de deplacements 
en nombre fmi.^ Le nombre N de ces deplacements (le deplacement iden- 
tique compriSjbien entendu), sera dit Vordre du groupe. 

Apres avoir forme les groupes en question^ nous chercherons s’il leur 
correspond des polyedres r6guliers. Nous nous appuierons, ä cet effet, sur 
le theoreme du m 709 bis. Par contre, nous nhitiliserons pas les rösullats 
des 7il-717. Nous retrouverons donc ces resultats en ce qui concerne 
le tetrafedre, le cube et Foctaedre et nous les demontrerons pour le dode- 
}caedre et licosaedre, puisque (p. 445, note) cette demonstration est restdo 
incomplete au n“ 717. 

Mais l’utilite de la recherche que nous allons entreprendre n’est nullement 
limitee ä Fetude des polyedres reguliers. D’une part, en effet, on constate 
que les groupes cherches jouent un röle important dans le probleme 
de la resolution des equations .(voir note 2 de la page 522); d’autre part 
certaines propnetes que nous demontrerons (telles que celle du domaine 
fondamental 845) se transportent d’elles-memes aux groupes analogues 
(groupes fuchsiens) qu’inlroduit la geometrie non-euclidienne, groupes 
composös, en gdneral, d’une infinite d’operations et qui constituent une 
|aes preramres et des plus celebres decouvertes de H. Poincare (‘). 

; Seit G Fun des groupes cherches. S’il contient un deplacement R, il 
|con iendra aussi ses puissances successives R*, RL.. R faudra donc, tout 

doord; que ces puissances ne soient pas en nombre infini. 

rieuLi*^ fuchsiens intervienneiit dans plusieurs grands problemes de Mathematiques supd- 
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DeslorSjR ne peut pas Stre une translation: car, si t etait lagrandeur da 
cette translation, ses puissances successives seraient des translations de 
grandeurs respectives 2i, 3t,... : de telles translations sont necessairement 
toutes distinctes entre elles et en nombre infini. 

De meme R ne peut etre un deplacement helico'idal: car si t est la trans- 
lalion qui entre dans R, les translations R^, R®... comprendraient les 
translations 2^ 3f... et seraient, par conseqiient, aussi tous differents les 
uns des autres. 

Donc le groupe G est exclusivement compose de rotations. 

830 bis. Soient R une rotation appartenant ä G; a, son angle qui n’esfc 
evidemraent defmi qu’ä im nombre entier quelconque de circonförences pres 
et que nous pouvons, par consequent, toujours supposer inferieur en va- 
leur absolue ä une circonference (ou meme, en disposant convenablement 
de son sens, ä une demi-circonference). Le groupe comprendra egalefnent 
toutes les puissances positives de R (le fait n’etant ä present suppose que 
pour celles-lä), lesquelles ont meine axe qu'elle et ont pour angies les 
multiples successifs 2«, 3a.... 

Parmi les rotations (lesquelles sont en nombre fini par hypothese) qui 
appartiennent au groupe et qui ont meme axe, nous pouvons supposer qu’on 
ait choisi pour Reelle qui a le plus petit angle. Alors cet angle sera 
une Partie aliquote 1/w de la circonference : sans quoi, la circonference 
serait comprise entre deux multiples successifs de a; eile aurait avec eux 
des differences a', a" non nulles, mais infdrieures en valeur absolue ä üc et 
qui seraient elles-mfemes angies de rotations de meme axe, contrairement 
ä Thypothfese. 

Dans ce qui va suivre actuellement, nous conviendrons de prendre pour 
unite d’angle la circonference entiere : dans cea conditions, l’angle de notre 
rotation d’angle minimum autour de Taxe considere sera. donc mesure par 
le nombre 1/n. 

n est dit, comme au n° 707, Fordre de la rotation il est egal ä 2 pour 
une transposition). 

II resulte encore de lä (ce qui n’a pas ete suppose dans le raisonnement 
qui precede) que l'inverse R~i de R appartient egalement ä G : la rofea- 
tionR-i est effectivement identique ä la rotation R”-i, d’angle (n—l)a, 
laquelle appartient assurement au groupe ä titre de puissance positive 
de R. 

II en sera de meme evidemment de toutes les puissances negatives de R 
(rotations d’angles — pa). 

Des lors, toute rotation de mime axe que la precedente en est une puis¬ 
sance; Sans quoi, comme tont ä L’heure, ß, angle de cette nouvelle rotation, 
serait compris entre deux multiples consdeutifs pa. et (p -j-1) a de a et la 
rotation d’angle § — pa, dont nous savons maintenant qu’elle fait partie du 
groupe, aurait un angle införieur ä-a. 
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Aiiisi, dans noLre groupe G, toutes les rotations de meme aase, sont des 
puissances d’une ssided'entre elles, laquellea pour angle un sous-muUiple 
de la cirConference. De plus., les rotations inverses de celles-lä apparlien- 
dront egalement au groupe. C’est la proprieLe annoncee au n" 828 (et sur 
laquelle nous avons pris soiii' de ne pas nous appuyer dans le raisoiiiie- 
ment qui precMe). 

i 

831. SoientR etS deux de ces rotations. 

Leurs axes sont dans un m^mepku/riiypothese contraire seraiti en eff'et, 
incompatible avec le resultat que nous veno.ns de trouver au n” 829, en 
vertu de la proposition que nous enongons ä Texercice 592. 

De plus, ces axes {s'üs sont distincts) ne peuvent itre paraildles, car, dans ce 
cas, ou bien R et S auraient leurs angles dgaux .fet de sens conti'aires, etle 
döplacement RS serait iine translation non nulle (comparer PI., ex. 94); 
ou bien les angles de R et de S seraient inegaux (ou dgaux et de niönie 
sens) et les deux operations RS et SR seraient deux rotations dgales, mais 
(ex. 623-624) autour d’axes forcement distincts entre eux, de sorte que 
l’op6ration RS(SR)“^ (ou RSR “'' S-^) serait une translation non nulle. 

Les deux axes (s’iis sont distincts) se coupent donc forcement en un 
certain poinl 0. 

832. Le groupe G renferine d’ailleurs ndcessairement une rotation T, 
dont Taxe passe parle point 0 et est situe en debors du plan des deux 
Premiers. Si, en elfeL R et S sont toutes denx: des tran&pösitions, cette 
rotation T est donnöe (416) par le produit RS; si, au contraire R, par 
exemple, n’est pas une transposition, l'a transform(5e de S par R a dvidem- 
mentson axe en deliors du plan qui conlient ceux de R et de S. 

Dös lors, l’fixe detoute rotation U du groupe döit passer par le point 0-, 
puisqu’il doit (m prdc.) rencontrer les axes de R, de S et de T., 

% 

833. Nous arrivons donc a cette premifere conclusion : 

Totis les deplacements du groupe sont des rotations dont les axes passent par 
U7i mime point. 

^Nous prendrons le point 0 oü se coupent tous les axes comme centre 
d une spliere S: il est clair qu’il suffira, pour etudier les rotations du 
groupe G, de les appliquer.aux seuls points de la spliöre S. 

^ Chaqne axede rotation coupera S en deux points, les seuls que la rota¬ 
tion correspondarite laisse inaltdres sur la spliöre; pour abrdger, nous 
donnerons aux points ainsi obtenus le nom ä&pöles de rotation, 

Ghaque pöle de rotation est, en genöral, commun ä plusieurs rotations 
du groupe. La plus petite (*') R d’entre elles. a pour angle une partie ali 

quote de la circonference : car si cet angle dtait mesurd par - (La fraction - 

n ?i 

dont l’aagle est le plus petit, le döplacemeat identique dtant, bien 
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etant irreductible), nous savons que le graupe renfermerait la rotation de 
mdme axe et d’angle qui serait plus petite que la premiere’, si m etait 
plus grand que 1 : donc m — i, 

D’ailieurs, tOLitesJes autres rotalions du groupe ayant Jes mömes pöles 
que R seront des puissances de R: car si l’angle a de Tune d’elles etait 

mesure par un norabre compris entre ^ et • — , en la multiphant par 

R -2', on obtiendrait dvidemment une rotation de mfime axe et dont Tangle 

serait plus petit que par consequent plus petit que celui de R (contraire- 

ment ä l’hypothese). Nous dirous que n est Tordre du pole de rotation cousi- 
dere. 

Üu pöle d’ordre n est evidemment commun ä n —1 rotations, le depla- 
cement identiqiie non compris. 

834. N dtant l’oi’dre du groupe, un point quelconque P de la sphöre 
a N homologues, qu’on obtient eii lui faisant subir successivement les N 
deplacements du groupe (ddplacement ideatique compris). Si P n’est pas im 
pole de rotation, ces homologues sont tous distincts enlre eux; car si 
deux ou plusieurs d’entre eux coincidaieut en P', le point P' serait pöle 
d’une rotation R', et le point P, pöle d’une rotation R homologue de 
R' (829). 

Si,au conlraire,P est unpöle de rotation d’ordre?i, commun älarotationR 

^d’angle et ä, ses puissances R®..., R«-\ il coincidera ayecw— 1 de 

ses homologues. De plus, soit P' un auti e homologue de P, deduit de P par 
un deplacement S du groupe et ne coincidant pas avec P : il y aura n ho¬ 
mologues de P qui coincideront avec P'; ä savoir, ceux qu’on deduit de P 
par les rotations S, RS, R^S..., R”-'^S. 11 n’y en aura d’ailleurs pas 
d’autres: car, sans cela, le point P' serait pöle de rotation d’im ordre n' su- 
perieur ä n et le point P serait egalement, en vertu de ce que nous avons 
dit au n“ 829, pöle de rotation d’ordre n' et non d’ordre n. 

Ainsi, le nombre des homologues de P reunis en P' est exactementn; 
et, puisque le point P' a ete pris quelconque parmi les homologues de P, on 
peut dire que les N homologues de P viennent se -confondre entre eux n ä n. 

N 

On voit, par consequent, que N est divisible par n et que P « ~ homologues 
distincts (le point P lui-meme etant compte dans le nombre). 

835. Le resultat que nous venons d’obtenir va nous mener a une rela- 
Lion fundamentale entre l’ordre N du groupe et les ordres des differents 
pöles de rotation. 

Soit en effet, P^ un premier pöle de rotation d’ordre nous venons de 
. . N . 

voir que ce point avait — homologues distincts. Mais, d’autre part, le pöle 

rti 
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Pj est commun h — l rotations (deplaceraent identiqiie non compris); 
ses homologues seront chacun (834) communs ä «j — 1 rotations homo- 

logues des premieres : soit en tont (n^ _ i) = n Y'l — roLations. Si 

maintenant, il existe un pole Pj, non honiologue de Pj et d’ordrc (*) ce 

point aura ~ homologues distincLs, fournissant N ^-1 —rotations. Un 

troisiöme pole Pg (s’il en existe), distinct de Pj, de Pg et de leiirs horno- 

logiies, aura ^ homologues fournissant N rotations, etc. Nous 

anronsdonc flnalement, pour lenombre total de ces rotations, nne expres- 
sion de la forme 

Dans ce nombre, le deplacement identique n’est pas complß; mnis eliaeiin 
des N —1 autres deplacements du groupe figure deux fois (et dcux Ibis 
seulement), une fois pour chacun des deux pöles qu’il possi;de; d’oi'i la 
relation ä laquelle nous voulions arriver 

" 0-.i)+-is) *>' 


ou, en divisant par N, 



C’est cette dquation que nous allons resoudre par rapport aux euliers 
positifs (plus grands que l’unitd) n^, n;„ N. 

Puisqueles nombres nj, n,, sont au rnoins dgaux ti 3, chacune des 

parentheses du premier membre est au moins egale a |: doiic k nornhra p 

de ces parentlkses est infMeur {et non ögal) ä 4, car le second membi-e est 
plus petit que 3 (l’egalite 6tant exclue). 

D autre pari, le second membre dtant au moins 6gal ä 1 (l’dgalite iPaj’ant 
lieu que pourN = 2) pendant que chacune des parenthöses du premier 
membre est plus petite que 1, on ne peut pas avoir p = i, 

836. Si p est dgal k 2, l’öquation (28) se rdduit k 

_ 2 

, «1 »lg N 

et n a pas d’autres Solutions acceptables pour nous que nj = «2 = 1^. Gar, il 
faudrait, sans cela, que Tun des nombres n^, füt plus grand que N ; ce 
qui est absurde, puisgue N doit ötre di visible par et par ng. 

( 1 ) liest bien entendu (voir plus haut, 829 ) que n* peut ötro 6gal ä wj sans que Pi et P 
soient homologues. > 
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_ Nmontre qu'il n’y a que deux p61es de rotation distincts 

(— = — = 1^ et, par consequent, qu’un saul axe : nous savons qu alors, 

\ni~~ ns. J , . ■, 1, r ^ 

les rotations aütour de cet axe sont toutes des puissauces de 1 une d entre 

eiles Inversement, il est clair qa’on a bien ainsi nn groape: tel est le 

^rollpe des rotations qu’adoaet (707) nn angle polyödre regulier quelconqus. 

837. Enxisageons maintenantle cas dep ~8. Dans 'ce cas, il y aau moins 
un des nombres Jij, ns, qui est egal a 2. Car si on avait n 2 > 3, 

chacune des parentbfeses du premier membre de reguation (28) se- 

rait au moins egale a q ; leur somme serait donc au moins egale ä 2, ce qui 

ne se peut. Nous prendrons donc — 2, et la relaüon (28) devient 


(29) 






1 2 


N 


Nous pouvons remarquer tout de suite que cette equation coinciderait 
avec l’equation (15') du n“ 715 si Ton changeait n^, N,, respectivement . 

en m, n, 2A. 

Seulemenl, ici, Tun des nombres cherchds, parexemple, peut prendre 
lavaleur 2, aprös quoi l’autre peut §tre choisi arbitrairement, le nombreN 
elant egal (commele montre l’equation (29)) ä, H n’y a alors que deux 
pöles et, par consöquent, un seul axe, d’ordre n^, les rotations qui ne sont 
pas effectuees autour de cet axe etant toutes des transpositions; •on verra 
aisdment que les axes de celles-ci doivent §tre perpendiculaires au Pre¬ 
mier et faire des angles 4gaux les uns avec les autres. 

Les groupes ainsi oLtenus ont re^u le nom de groupes diidraux {^): un 
tel groupe est celui qu’adnaet un poiygone plan regulier quelconque ou 
lafigure formee par un angle polyedre regulier'el son symetrique, forme en 
prolongeantlesarötes au delä du sommet, 

On notera le cas ou % est lui-möme egal ä 2. Le groupe se compose 
alors de trois transpositions dont les axes forment un triedre trirectangle. 

Si, mainteiiant, nous ecartons le cas de n.^ =; 2, les raisonnements du 
n" 715 sont valables: )q est necessairement ä 3; JZg a l’une des valeurs 
3, 4, 5. Les valeurs correspondanles de N sont N = 12, 24, 60. 

838. Nous allons maintenant, comme nous l’avons annonce, demontreF 
qu’ä chacune des combinaisons ainsi obtenues correspondent des divisions 
de la spliere en polygones sphdriques reguliers egaux et, par consequent, 
(709 6?’s), des polyedres 'reguliers d’oü, en particulier, l’existence du 
dodecaedre et de ricosahdre. 

p) Si on divise nn grand cercle de la sphere en «-parties egales, des n arcs ainsi sbtenus 
peuvent 6tro consideres, ä nn eertam point de vue, coEime las cötes (en prolonpment 4es 
uns des autres) d’nn poiygone spkerique regulier eomprenant un hemisphere antier et la spuerß 
est divisee en deux tels polygones. Le polyedre oorrespondant (dicdre) aura deux faces confondues 
l’une avec l’autre, ainsi qu’il arrivait pour Io poiygone regulier de deux cötes. (PL, page 179, note./ 
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A cet effet, nous construirons un triangl© spheriquG 656) ayant pour 
angles (en A,B,G respectivement) la Wi““" partie, la Hg«”« partie et la « 5 “““ 
Partie de la demi-circonference. Ge triangle peut etre construit, car ses 
angles satisfont aux conditions de possibilite enoncees au n“ 379. L’angle 
en G sera droit, puisque ng = 2 ; les deux autres, aigus et, par consequent 
(479), chaque cöte plus petit qu’un quadrant. 

Prenons le symetrique AGBg {ßg. 656) du triangle ainsi construit par 
rapport ä son cöte AG (c’est-ä-dire par rapport au plan du grand cercle AG). 
L’ensemble de ce nouveau triangle et du premier 
donne im triangle spherique isoscele dont l’angle 
au sommet A est mesure (l’unite d’angle ötant la 
circonference entiere) par 1 : n^. II est clair qu’on 
peut disposer, autour de A, -nj (c’est-ä-dire 3 ) 
pareils triangles isosceles ABBg, ÄBgB,, ABiB. 

Ges triangles seront tous exterieurs les uns aux ^ 
autres (puisqu’ils seront dans des fuseaux sphe- 
riques differents ayant A comme sommet) et 
recouvriront, sans lacune ni duplicature, tonte 
la Portion de sphere immediatement voisine de A. L’ensemble de ces 
triangles isosceles (ou, ce qui revient au möme, de. ces 2 ni triangles 
rectangles) donnera d’ailleurs un polygone convexe: autrement dit, le 
triangle spherique ABg Bj, par exemple, lequel n’a certainement avec 
l’arc BCBg aucun point commun sauf Bg, ne peut pas non plus ötre tra- 
versö par la partie restante du grand cercle BgB. Ged resulte (AG etant 
plus petit qu’un quadrant) de ce que (478), sur cette partie restante, la 
distance d.’un point quelconqüe ä A est necessairement plus grande que AB, 
au lieu que (möme n“) c’est le contraire qui a eu Heu sur le cöte BgBi 
et, a fortiori, pour tout point interieur au triangle spherique. On a ainsi 
un polygone spherique regulier (707) de centre A, superposable .ä lui- 
möme par une rotation R d’ordre ayant un pöle en A, ou encore par les 
1 w, symetries par rapport aux plans des differents cötes issus de A, syme- 
tries qui permettent evidemment de deduire les uns des autres les 2 n, 
triangles rectangles successifs. 

Pareillement, on aura, autour de B, un polygone regulier de Wg cötes 
superposable ä lui-möme par une rotation S d’ordre et de pole B ou 
encore, par 2 n 2 symetries par rapport aux cötes des 2 Ug triangles rectangles 
dont le polygone est compose. 



Enfin, autour du point G se grouperont quatre triangles rectangles ögale- 
ment eghux ou symetriques, ceux d’entre enx qui sont adjaeents etant tou- 
jours symetriques l’un de l’autre par rapport ä leur cöte commun et ceux 
qui sont opposes derivant Tun de l’autre par une transposition T de pöle C. 

Cela pose, construisons une eliaine de triangles rectangles de cette 
sspece, chaque nouveau triangle etant adjacent ä un triangle precedent et 
symötrique de lui par rapport au cöte commun. 

Je dis que, de quelque maniere qu’on repete cette construction et si loinl 
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qu’on Vemde Jamais deux de ces triangles ne chevaucheroni l'un sur 

l'auire; ils^owTVont -. 

Soit coincider eatierement; . . , , v • 

Soit etre adjacents suivant tout un cöte comme il vient d’etre explique, 

avec symetrie par rapport au c6te en question; 

Cinit avoir uniquement un sommet commun. 

Mais il n’arrivera pas qu’ils aient des points Interieurs communs sans 
coindder, ni meme qu’utt sommet de Tun soit situ* sur un cdte de lautre 
Sans etre une extremitS de- ce c«te : en un mot, comme nous dirons encore 
Dour abreeer, quela chaine se ferme ä faux. 

^ C’est ce que nous avons dejä constate pour des triangles construits au- 
tour d’un sommet commun C). Montrons d’abord qu’il en est encoi^ ainsi 
DOur des triangles construits autour de deux somrnets voisms, cest-a-dire 
pour deux triangles ayant en commun (*) avec un meme triangle tel que 
ABC (fiq 656) Tun un sommet A, par exemple, l’autre un sommet B. Pour 
cela il nous suffit de remarquer que les triangles groupes autour de A, 
formant par leur ensemble un polygone convexe, sont tous dans un meme 
bemisphere par rapport ä Tun comme ä l'autre des grands cerc esBB„ BB 
(fia. 656) et, par consequent, tous dans le meme fuseau(^) de sommet B 
compris entre ces deux grands cercles (ou, plus exactement, entre les deux 
denii-grands cercles limites ä B qui comprennent respeotivement et BJ. 
Or tous les triangles construits autour de, B sont, nous le savons, exte- 
rieurs ä ce fuseau ou, tout au plus, adjacents ä lui (*), ä Pexception des 
deux (tels que B et G) qui lui sont entierement interieurs, pour lesquels 
notre conclusion est dejä, dtablie, puisqu’ils ontun sommet en A. 

Fassons maintenant au cas general. Peut-il arriver qu’apres avoir cons- 
truit un certain nombre de trianglesTi, Tä-.., T' sans chevauchement, on en 
trouve unT" adjacent ä T suivant un c6t6 c, qui empiete sur l’un ou plu- 
sieurs d’entre eux? Notons d’abord que, c ne peut pas 6tre un cote intdrieur 
ä la figure öl formte par les triangles prAcddents, car le symetrique de T 
par rapport ä un tel cöte ne serait autre qu’un des triangles en question, 
pour lesquels, par hypothese, le chevauchement ne se produit pas. c appar- 
tient donc forcement au contour de la figure öl, et nous avons ä nous 
demander si un polygone spherique compose äe cötes Cj, Ca,..- Cp tous 
empruntes ä des triangles T, peut se fermer ä faux {fig. 657), les cötes 
extremes Cj et Cp venant ä se croiser en un, point s ou, tout au moins a 
avoir un tel point en commun sans coincider dans toute leur etendue (ce 

(*) En parlant de triangles construits autour d’un sommet A ou B, nous arons loi en vue des 
triangles construits au meme moment autour de ce point, et non pas ceux qui pourraient y reve 
apres une chaine plus ou, moins longue de triangles intermediaires sans sommet au point 
question. 

(*) M&me Observation que dans le Premier cas (noteprecedente). * / ri 

(=) S'ils’agissait de triangles ayant respeotivement en commun avec AB G les somrnets A (ou ! 
et C, le fuseau serait remplaee par Tlidmisphere determine par le grand cercle BCB^ et contenan 

(*) Le triangle de sommet B adjacent au fuseau suivant B C est, de plus, symetrique de AB C pur 

rapportli B B et de rafeme pour le triangle adjacent au fuseau suivant ß B». 
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sommet s du polygone etant extr&uite de c» sans etre extremite de c ou 
mversement). Nous pouvons d’ailleurs evidemment nous borner, sansdtni- 
nuei la generalite, au cas ou cette fermeture ä faux est inevitable, c’est-ä- 



dire ou eile se produit necessairement, quel que soit le cöte du polygone 
que Ion prenne comme base d’im nouveau triangle, puisque, dans le cas 
contraire, avant de passer au triangle T'', on commencerait par construire 
tous ceux auxquels on peut arriver sans etre arr^td par eile, 
quf prdSde^^^ ä 2 ou ä 3, le chevauchement est impossible en vertu de ce 

Dans le cas contraire, soit S Faire limitee par c„... Cp et exterieure aux 
triangles construits jusqu’ä present. Gonstruisons le nouveau triangle T'' 
ayant pour base le cöte qui prdcede de deux rangs Par hypotlifese, 
1 feudraitque T ^ soit, lui aussi, en chevauchement avec les triangles prd- 
ce emment construits, c’est-ä-dire que Fun au moins de ses cötes distincts 
e recoupe quelque part ä faux Fun des cötds Cj, de notre ligne 

po ygonale spherique (sans quoi T^, etant au moins partiellement interieur 
a , y serait contenu totalement et ne pourrait donner lieu ä aucun che- 
vauchement). II ne peut s’agir de ni non plus de c„ puisque les deux 
angies T , T ^ sont construits autour de deux sommets voisins. Nous 
avons onc, en introduisant T"j, un nouveau polygone spherique se fermant 
a taux, mais qui a au moins un cöte de moins que le precödent puisque, en 

leL n (empruntes_ au nouveau triangle) rajoutes. Continuant ainsi de 
P ocüe en proche, on diminuerait ainsi le nombre p jusqu’ä le rendre ögal 

a 2 ou a 3, ce qui conduirait ä une contradiction. 

Sommes partis est donc inadmissible : notre en- 

semble de triangles ne se fermera jamais ä faux. 

Dautre part, on arrivera forcdment ä lui faire recouvrir la sphere tout 

d’mreTul P"’’ de deux 

Geometkik. II. 
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entiere. En effet, la surface öT i’ecouverte par nos triangles, tant qii eile iie 
couYre pas tonte la sphere, roste limätee par un on plusieurs contonrs 
polygonaux spheriques. Un cote quelconque de Tun de ceux-ci ponrra etre 
pris comme base d’un nouveau triangle qui sera, d’apres ce qui precede, 
totalement exterieur a (B.. Or le nombre total de triangles distincts ne peut 
etre superieur ä Q, quotient (') de Faire de la sphere par Faire du triangle 
ABC. Donc, lorsque Q triangles distincts auront ete formes, Faire totale 
de la sphere sera recoiiverte. 

D’autre part, chacun des triangles aura un sommet analogue ä A (som- 

met d’un angle egal (®) : tous les triangles pour lesquels ce sommet 
n^J 

est le mdme formeront par leur ensemble, comme nous Favons. vu, un 
polygone sphdrique regulier de cotds. La sphere sera ainsi divisee, sans 
lacune ni duplicature, en pareils polygones ; c’est bien la condition qui sub 
fit, d’apres le n“ 709 öis, h Fexistence d’un polyedre regulier ayant pour 
sommets ceux des polygones en question. 

On aura un second polyedre regulier, conjugue du premier, en groupant 

les triangles autour de leurs sommets B (sommets d’angles egaux ä 

au lieu de les grouper autour de sommets A. 

L’existence de ces polyddres reguliers ehtratne, nous le savons, celle du 
groupe de rotations et la question posee est ainsi entieremeiit resolue. 


840. Peut-on arriver au meme resultat en formant directement le groupe 
et deduisant de lä, par une marehe inverse de celle que nous venons do 
suivre, la division de la sphere en polygones reguliers egaux ? 

Nous allons voir que cela est, en effet, possible. Nous savons que le 
■groupe cherche doit contenir des rotations d’ordre “Ui, des rotations d’ordre 
nj et des transpo_sitions. Reprenant notre triangle ABC (ßg, 656) et consi- 

derant la rotation R d’augle mesure par qui a un pöle en A, la Dotation S 

1 

d’angle — qui a unpöle en B, etlatranspositionT qui a unpöle en G, nous 

allons montrer qiFen executant de toutes les manieres possibles, en nombre 
quelconque et dans ull ordre quelconque, ces transformations et leurs in¬ 
verses, les combinaisons produites qui en resuitent sont en nombre limi te. 

Gotte demonstratioii repose sur denx relations que nous allons etablir 
eii'tre les operations R, S et T. 

äii dtant suppose cette fois ndcessairement 6gal a 3, reinarquons que le 
point B est egalement distant de Bi otde Bj et que, de plus, Fangle des deux 

(q La valeur precise de Q (visiblement egal« ä 2lS) »e Bous interesse pas po’ur le moment : eile 
ittterviendra au contraire plus loin (a* S46). 

("r La distinclion entreles sommets A et les sommets B ne resulteraitpas de ce que nous disons 
dans le texte si n« dtait egal ä n^, c'est-ä-dire[ä 3. Nous ne nous attai’derons pas -ä completer le rai- 
sönnemsntdansaß cas, qui, etant . celui du tetraedTe, peut fetre considere comme suffisamment traüe 
au n* 711. 
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arcs de grands cercles BB„ BB, est mesure par i : donc le poinl B, est le 
transforme de B, par la rotation S. ^ 

Mais si nous effectuons suceessivement les deplacemerits R~i et T le point 
B reste inaltere (puisquo R-i I’amene en B^ et que T ramfene B, en B) et le 
point B, vient en ßa. Le deplacemont R-iT prodiiit donc sur trois points non 
enligne droite (B, B^ et le centre dela sphere) le meme effet que S et par 
consequent (410), on a 

(30) R-iT = S 
ce qui peut encore s’ecrire 

(31) S-i = T~‘R=TR, 
ear, T etant une transposition, on a T- * T. 


841. Lorsqu’on effectue plusieurs fois de suite la rotation S, le point B, 
•a transformes distincts (le n™nransforme comcidant avec B, lui- 




menie^; .soit B„ B^, B^ {fig. 658) si n, = 3; B^, B^, B^, B^ 659), 
SI nj — 4; Bl, B 2 , B^, B*, B 5 {fig. 660), si 5; et les triangles sphö- 
nques B ßiBj, BB^ Bg,.... sont tous equilatdraux et %auxentre eux. 

La consideration de ces triangles .va nous servir ä etudier le deplace- 
ment 

U=R“i TRT. 

Si Fon effectue suceessivement les depl'acements R-i, T,, R, T, en 
partant du point B ou du point on arrive au point ßg dans le premier 
cas, au point dans le second (*). Toute rotation, autour d’un axe passant 


? est changf par le depfecement R-* eil ß*, que T change en B, lequcl 
triangiesy Cents ehang.e par T eu B, (piiisqua T permute Tun ou l’autre les 
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parle eentre delasphere, qui transformera B en et Bj eii Bg, sera donc 
ftoujours en vertu du n“ 410) identique au deplacement U. 

Or, si Wg = 3, la transposition ayant un pöle au milieu {fig. 658) de 
l’arc de grand cercle BBj change bien B en Bg; de plus, le triangle equila- 
teral BBgB, est change en un triangle equilateral ayant aussi un cüte 
suivant BBg, mais place, par; rapport ä ce cöte, dans Fhemisphbre oü n’est 
pas ; le troisieme sommet de ce triangle, nouvelie position du point B^, 
ne peut htre autre que Bg. 

Donc U est la transposition qui a un pöle en Gj. 

Si Wg = 4, le triangle spherique equilateral BBgB^ {fig. 659) deuxieme 
transforme de BBi B» par S) admet une rotation d’angle egal ä ^ de circonfe- 

rence, transformee de R par S® et dont nous representons en Ag {fig. 659) 
le pole, transforme de A. Cette rotation change B en Bg 5 en möme temps — 
le point Bg venant en B 4 , et le point B^ en B, — le point B^, symetrique de 

Bg par rapport au plan du grand 
cercle BB 4 , vient en un point sy, 
nietrique de B 4 par rapport au 
plan du grand cercle BBg, c’est-ä- 
dire au point Bg. Donc, cette rota¬ 
tion, d’ordre 3, est identique au 
ddplacement U. 

Enfin, si rig = 5, une rotation 

d’angle egal au - de la circonfö- 
0 

rence, ayant un pöle en B 4 {fig. 660), 
amene B en Bg(puisque le triangle 
spherique BBgB^' est equilateral et 

a son angle egal ä ; eile amöne 

de meme le point Bg en B et, par 
. consequent, le point Bj vientau 

poin j, puisque lun est le symötrique de B 4 par rapport au plan du 
grand cercle BBg et l’autre le symetrique de B 4 par rapport au plan du 
grand cercle BBg 

Dono, cette rotation d ordre 5 coincide avec U. 



842. Cela pose, considerons les produits que Fon peut former avec les 
ac eurs K, S, T pris en nombre quelconque et dans tous les ordres pos- 
produits, on peut evidemment remplacer plu- 
eurs facteurs consecutifs par leur produit effectue, mais il est bien entendu, 
rappele, que Fon n’a pas, en general, le droit 
nrodX ? ^ Dans ces conditions, il semble que les 

au’il n’fin ° soient en nombre infini; nous allons demontrer 
rien e que Ion trouve ainsi des deplacements en nombre 
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limite. Noiis aurons ainsi fourni la deraonstration demandee, car les pro- 
duits dont nous parlons formont, d’aprös la maniere meme dont ils sont 
definis, un groupe. 

Pour arriver ä cette demonstration, nous commencerons par remplacer 
chaque facteur S par sa valeur R“*T, en vertu de la relation (30), Les sym- 
boles que nous aurons ä considerer seront donc composes de facteurs 
R et T. Chaque fois qu’il y aura deux lettres T consecutives, nous poiirrbiis 
les supprimor, puisque Ton a 1^= i. De mdme, R® etant egal k 1, non 
seulement nous ne conserverons jamais plus de deux lettres R consecutives, 
mais lorsqu’il s’en trouvera deux, nous remplacerons leur produit R^ par 
R~L Dans ces conditions, chacim des deplacernents en question sera repre- 
sentb par un Symbole compose de lettres T alternant avec des lettres 
R ou R-‘. 

Mais un meine deplacemeiit peut etro represente par plusieurs symboles 
de la forme precedente ; nous supposerons (ce que nous avons le droit de 
faire) que, parmi ces symboles equivalents entre eux, on ait choisi le plus 
court. Nous constitueroils donc un lableau forme de tous les symboles de 
la forme indiquee tels qu’aucun d’ontre eux ne puisse ötro remplace par un 
Symbole äquivalent, mais plus court; et nous allons montrer que le 
nombre des symboles du tableau est limitd. 

843. En Premier lieu, la succession R”‘T ne peut figurer plus de deux fois 
consdcutives (pour ou = plus d’une fois poLirn 2 = 3); car la 

Substitution R-» T= S est d’orJre 5 et, par consdquent, S» = R * TR-1 TR-1 T 
peut se remplacer par le syrabole plus court (0 8-® = TR TR, 

De möme, le signe R (alternant'avec T) no peut figurer plus de deux fois 
consecutivement, la suite TRTRTR=S"3 se remplaf;ant par 8^= R-» TR~i T, 
Mais il y a plus : la succession R-^T, par exeinple, no peut figurer deux 
fois de suite qu’ä Tune des extremites du Symbole : en effet, si eile se trou- 
vait deux fois de suite ä rinterieur de co Symbole, eile serait precddde d’une 
lettre T et suivie du signe R (ou excoptionnelleraent (®) R“*, ce qui donne- 
rait la succession : 

...TR"iTR-*TR.... 

Mais si, dans celle-ci, on remplace 

R->T R-iT=S» par TRTRTR=S“3 

il vient 

...TTRTRTRR. 

ce qui, (puisque Ts=l et R*=R-i) se reduit ä 

d) Lp Symbole ainsi^ abrege se reduirait encore, en gdneral, puisque la premifere lettre T da la 
succession TR TR serait en contact avec une lettre T precedente, ce qui permettrait de les suppriraer 
outes deux, et de mime pour la derniere lettre R (oomparer ci-aprfes). 

() Gelte derniere hypothese est d’ores et dejk inadmissible si R n’est pas la derniere 
lettre du Symbole, car eile serait suivie d’une lettre T, donnant une troisilme fois la suc¬ 
cession R-*T. 
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..RTRTR-i..., 

Symbole plus court d’une lettre que le premier. 

De meme, la succession TR ne peut figurer deux fois de suite qu’ä Tune 
des extremites du Symbole. 

Par consequent, sauf aux extr§mites, on voit que les lettres R et R-* 
(entremelees de lettres T) alternent regulierement : autrement dit, que 

PfirrfrA AQf 

...RTR-JTRTR-‘TRTR-iT. 

Mais le produit R'^TRT n’est autre que le deplacement que nous avons 
nomme U, et nous avons constate que ce deplacement etait d’ordre fmi 
(d’ordre 5 pour 11 ^=:5). 

Des lors, notre conclusion est etablie : notre Symbole comprend, au 
plus, le produit U, ecrit une ou deux fois (*), pouvant etre precedd et 
pouvant etre suivi de lettres R ou R-^ en nombro au plus egal ä 2 
(entremelees de lettres T); et il est clair qu’il n’existe quTin nombre 
fini de symboles ainsi formds («n tenanl «ompte des differentes reductions que nous venons 
dinJiquer, on veriflera d’ailleurs Men que ce nombre est de 60, et qu’il est [de 12 pour n.g = 3, 
de 24 pour nj = 4). 

844. Ayant ainsi montre qu’ä chacune des combinaisons d’entiers trouv 6 s 
au^n° 837 correspond bien un groupe fmi, il nous reste d’abord ä faire voir 
qu il n en correspond qu’un seui, en ne eonsiderant pas comme distincts 
dbux groupes sembktbles entre eux (c’est-ä-dire dont Tun se dbduit de 
1 autre en en transformant toutes les rotations par un seul et meme ddpla- 
cement). Gela n est pas evident; car si nous savons que chacun des groupes 
cherches doit contenir des rotations R, S, T d’ordres respectifs Wj et 
115 = 2 , nous ignorons si, parmi les pöles de ces rotations, il en estqui sont 
situes aux sommets d un triangle tei que celui de la figure 656. 

Il reste surtout ä faire voir qu’ä chacun des groupes en question corres¬ 
pond une division de la spliere en polygönes reguliers egaux. 

84o. Ces resultats vont tous les deux se deduire d’une notion particulie- 
rement importante dans la theorie qui nous occupe, ceile de domaine fon- 

damental ou. domaim redmL 

Considerons un point A de la sphere et appelons domaine de ce point la 
legion formee par les points qui sönt plus rapproches de A que d’aucun de 
ses homologues A^^Ag.... Les points de ce domaine sont evidemmeut ceux 
qui sont dans le meme hemisphere que A, par rapport ä chacun des grands 
ceic es perpendiculaires aux milieux de AA,, de AA^, etc.; le domaine de A 
es ono un polggone spherique oonue^ce, limitd par des arcs empruntfe ä 
tout ou Partie des grands cercles en question. 

remplacerait (ainsi qu’on a fait pour S=) par 

(*) La question seposerait d’ailleurs egalement si l’on partait de la Methode du n» 838. 
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Les points Aj, Aa...., liomoiogues de A auraient de meme leurs domaines 
respectifsDij Dj.... Taus ces domaines sont exteriettrs les itns aux autres 
et recouvrent. dans leur ensemble^ la Sphäre entiere : eii effet, uii [(oint 
quelconque P de la surface apparfcient toujours ä un. de ces domaines et, en 
genöral, ä, un seul, ä savoir celui qui correspond ä rhomologue uo A lo’ 
plus rapproche (0 de P, 

Supposons d’abord que le point A ne soit pas un pole de rotalion, de 
Sorte que les points Ai, Aa*.., tous distincts entre eux, sont en riombre ßgal 
ä Tordre N du groupe. 

Tous les domaines D, Dj, Dg..., sont egaux entre eux : chacun d'cux est 
ke [transformi de D pav un deplacem&nt du groupe et par un seuL Le 
domaine I>i, par exemple, est de transfoi'me de D par le deplacomeiit qiii 
Changs A en A, : car si P est un point [de D, P, son transfornid, la distance 
Aj Pj (egale ä AP) estplus. petitequela diistance du point P, ä Asjpar txxemple 
(cette distance etant egale d la distance de P a Phomologue A' du point A qui 
est venu en Aa),. 

Ainsi chacun des domaines D, Dj, Dg,.... correspond d un deplacement 
parfaitement determine du groupe. 

Tout point P„ de la Sphäre a un homologue et^ en general {^), un seul 
dans le domaine D, puisque P» est contenu dans un des Iioniologues de D. 

OüEomme domaine fo7idamentaldu groupe G ou, oncore, domaine rdduit 
par rapport ä G, tout domaine qui, comme D, possedo cotto propriölö de 
renfermer un homologue et un seul de chaque point de la sphorc. 

L’aire d’un domaine reduit est dvidomment le quotient de Faire totale do 
Ja sphere par le nombre N des rotations du groupe. 


84a. Supposons maintenant que A soit un pöle de rotation d’ordroO”') 
ou Ug. AlorslespointsAt, Ag......sollten nomhro införieur aN otles domaines 

D, Dg'.... cessent d'äire des domaines reduits (^) Mais iis sont cncore 

tous egaux entre eux, exterieurs les uns aux autres et recouvrent cntiörc- 
mentla sphere parieur ensemble (les raisonnements presentes tout ö, Pheure 
a cet egard continuant ä etre valables). Nona allons voir que chacun de ces 
domaines (D, par exemple) est un polygone splierique rdgulior. 

Le pöle A etant suppose d’ordre rij, son domaine D contiendra oxactoment 
rti homologues d’un point determine quelconque (disUnct do A, de son 

(‘) S'il existe deux ou plusieurs homologues de A ayant avoo P la distance minima, le point P eat 
evidemment mitoyen ä plusieurs domaines adjacents entre eux. 

(*) Le cas exceptionnol est enoore cqIuI oü le point P, eat mitoyen ä deux oa plusieurH dciinainoa 
contigus. .. 1 , 


PI Le lecteur etudiera sans- difßeulte le cas oü A esC an pöle d’ordro-2, ieftnel n'oCTre cl’airiöura 
aucun interet particulier. 

P) II est d’ailleurs aise de lormer 4 l’aide de D, un domaine rdduit D'. 11 sufÜt da rdduiro, 4 son 
u , 3 omaine D par rappport 4 la rotation R, c’est-a-diro da prendre pour D’ une norl Ion de D 
qui, ajou ee a ses n^ — i transformees par la rotationSK et ses pudssanceSj.recouvre D imo fois ot uno 


seule. D sera, par exemple, la partie commune 4 D et 4 un fuseau du sommet A ot d’aiigln — • 

limitent le luaeau sont AB, AB^ (flg. 656). on retrouvo Wen pour 
(lomame veduit le triangle isoscele ABB„. i j i 
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poini diametralement oppose, et de leurs homologues). En particiilier ü 
contlendra, en nombre »i, des pdles d’ordre 2. Seit G Tun d’entre eux • 
le tran.sforrae de A par la transposition correspondante s’obtiendra en pro- 
longeant l’arc de grand cercle AG par un arc egal GA, pris sur le meme 
cercle. Donc, d’apres ce que nous avons vu tont ä l’heure, le poIygone D 
Sera tout entier dans im meme hemisphere, celui qui renferme A par rap- 
port au grand cercle mene par G perpendiculairementäAC, Ge grand cercle 
contlendra, par consequent un cöte du polygone D, ä moins qu’il ne lui seit 
compietement exterieur (au point G pres), ce qui arrivera si Io polygone a 
iin angle en G, et dans ce cas seulement. 

Pareillemeut, il y aura, dansD, en nombre w,, des pöles d’ordre n^. Seit B 
1 1 *!! d tntie eux . la rotation S correspondante, effectuee successivement dans 
les deux sens, donnera, pour A, deux homologues A„ A^, et le polygone D 
sera tout entier d’im m§me cöte par rapport ä chacun des arcs de erand 
cercle perpendiculaires aux milieux de AA, et de AA^, c’est-ä-dire des arcs 
de grands cercles bissecteurs des angles ABA„ ABA,.-II aura donc neces- 


sau-emem un 






petil. 

Polygone spherique convexe D* le corollaire 

iriangle trirectangk prise commeuniti^ ^ 

Ici, nous prenons comme unite d’angle la circonWrpnn« .„r- 
•IM la somrae des angles estdrieurs sera inferienre f, ^ ‘T’ 

tomenl, dans ces condlions. preXe e. . 

c’est-ä-dire egale ä la demi-sphere; L’aire du domaine^^D^^sA^^ ^ gi’aade, 
2n. uu aomame D sera alors mesu- 

ree par—' «-n - . - . 


2 - - - 

' puisqn’elle est ii, fois celle d’un domaine rcduit. 


N 


dC, 17r“™“ '=''™ 

eux fctant au moins egal k~ _-i- nnn/> n« 

apgai dg — uonc, on aura 


2n 

'H 




d’autres angles que cei 

la valeur ^ ™ ^ ^ exterieurs a exactemei 


Maiscetterelations’ecritencore: 


^ ^ 1 1 2 
^ 2 N 
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et la formule (29) monfre que o’est pivSoisemenf l'foalile aui a li„,. 

Dono, l^polygo«. D a exaotement n, aryles (L poLlb ,ue B) äe 

i,«n*«.-at,parconeäquent, enraofemenf n, cölee, qui eont des arcs de 
grands cercles passant par les n, pöles tels gue G 

d’ordre 2 les plus voisins de A) et normal aux arri a r P'”“" 

D estbkn m polygam sphärique regulier, puisqu’il eTwnve'^'^^t' 
.«»tesse ddduisentles uns des autres par r^plicatlnSe de’“ 

Oomme noua savons que la sphere est recouverte saus lacune ui dupli- 

oature par- poljgones reguliers dgaux ä D, la seconde oonolusion dnoncee 
aun“ 844. est bien demontree. 

foment, avec A, un triaug.e apheriqu^Xrs IS p^ 

1 = ' 


le doubleproMeme rtsolu dausoe qui prdcede; 

loguesal'aide^’unpSneTndaSaf“ >>omo- 

s..SZd’-^ l’aide du groupe 

füchsLs'ZudL^Zs'avoM retherches sur les groupes 

les,neues on’le 1700 Lfde P^ 

n” 838-839 el aux dem n" precedents 7 ‘'“T «»““es inspires aux 

des difficuites nouvelles dues ä ce ou’il Premier cas, 

matioüs.) e qu il s agit d un nombre infmi de transfor- 
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NOTE K 

THeORfeWlE DE CAUCHY SUR LES POLY^DRES CONVEXES 

847. Le theoröme d’apres lequel deux triangles sont egaux quand ils ont 
leurs trois cöfces egaux chacun ä chacun, ne s’dtend dvidemment pas aux 
polygones de plus de trois cötes, 

Par contre, dans l’espace, on a le thdordme suivant : 

Beiix polyedres convexes qui ont leurs faces igales chacune ä cliacune et 
(429, note 2) pareülement assemhUes^sont igaux ou symätriques. 

Le theoremene s’applique pas auxpolyedres concaves. Gonsiddrons.par 
exemple, un polyedre tel(i) qu’une cerfcaine portion T de sa surface sbit 
limitde par un certain contour plan. En remplacant cette surface par¬ 
tielle T par sa symdtrique par rapport au plan du contour en question (saus 
modifier la surface restante), on obtient un polyfedre diffbrent du premier, 
quoique ayant pour faces des polygones egaux aux faces du premier. 

848. La möthode employde pour demontrer le thdoreme en question, et 
dont le principe est dü ä Gauchy (®), i’epose sur trois leinmes. 

Les deux premiers concernenf les angles polyödres convexes ou, ce quE 
revient au mfeme, les polygones splieriques convexes. 

Gommengons par les remarques simples suivantes : 

I. — Soit un polygone concave, tel, par coiisequent, qu’un de ses cötes AB, 
prolonge, penetre dans le polygone. U y aura au moins un aulre cöle 
possedant la meme propriete^ et meme eile appartiendra neeessairement ä 
Tun au moins des deux cötes imiiiediatement consecutifs ä AB. Soit, en 
effet, M un point situe sur le prolongement de AB et interieur au polygone 
(ou sur son perimetre). L’un au moins des arcs MA, MB exterieurs ä AB est 
mineur (puisque leur somme est inferieure ä la circonference entiere) : si tel 
est le cas pour MB, par exemple, le cöte du polygone qui suit AB au 
point B laisse A et M de part et d’autre. 

En particulier, dans un quadrilatere concave, il y a toujours deux cötes 
consecutifs dont les prolongements pönetrent dans le polygone. 

II. — L’arc de grand cercle mineur qui joint deux points A, L du peri¬ 
metre d’un polygone convexe P (par exemple, une diagonale, c’est-ä-dirc 
celui qui joint deux sommets non consecutifs), arc qui est interieur au 

(1) Cestie cas de l’icosaedre rdguUer{fig. 583, page 445) lorsqu’on prend pour T l’ensemble 
des faces tjui ont un sommet cominun. T est alors evidemiiient la surface latdrale d’unc pyra- 
consideree corame liniilee par le plan de base de celte pyramiiie. 

(..) Uiiucliy enoncait incorrectement le lemrae 111. La demonstration n’a etd etablie d’unc 

mamere exacte que recemmeut par M. Lebesgue. 
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polygone (375), partage celui~ci en deiix polygones partiels p, p, qui sont 
eplement convexes tous deiix. Car le cöle AL en question .serait lo seid, 
dapres Fhypothese, dont le prolongement pourrait penetrer dans p ou 
dans pi et cela est impos'sible d’apres la remarque precedente. 

in. — Reciproquement, si deux polygones convexes p, p^ sont adjacents 
le long d’un cote AL, la somme des angles en A et celle des aiigles en L 
etant mferieures ä deux droits {fig. 661), ils 
forment par leur reunion un polygone total P 
egalement convexe, 

Le grand cercle AL et les grands cercles AB, 

LK dont font partie les cötes de p adjacents ä 
AL determinent chaciin iin heniispherc qui 
contient entierementp et, par consequent, deli- 
mitentensemble untrianglespherique T (region 
commune ä.ces trois hcmispheres) qui possMe 
la meine propriete. De mßmo pi est compris 
dans un triangle spherique Tj dont un cölA 
est AL, les deux autres etant suivant les arcs 
de grands cercles AB^, LK, (cötes de p, adja¬ 
cents ä AL) prolonges jusqu’ä intorsection. 

De plus, le triangle T, est interieur 4 celui 
qu’on obtiendrait en changeant la diroction de 
Tun des cötös AB,, LK, de maniere ä agrandir 
l’un des angles en A ou en L et, par comse- 
quent, ä celui qu’on obtiendrait en les agran- 
dissant tous les deux : en particulier, d’apres 
1 hypothese faite sur ces angles, il sera inte- 

möme cöte commun AL, los deux 
(comparer 695) ceux de T prolonges au delä de A et de L 
1 espectivement, de maniere ä constituer avec T un fuseau d>. 

cpirir.-n!- “Mitions, si on prolonge un cötö quelconque de p, lo graiid 
n rlr. par hypothese, couper aucun autre cÖte de p ;■ 

LZV"'"" P“'^ts m, n, les deux cötes da 

seau. 7/ne poiirra donc penetrer dans T': car il lui faudrait, pour cela, 

qu’aux points diamö- 

alement opposes d m et ä n, lesquels sont en dehors du fuseau. Un tid 
grand cercle ne pourra donc penetrer dans p,. 

analogue, le grand cercle dont fait partie un cöte de p, 
e peut penetrer dans T : ce qui dömontre nolre conclusion. 

polygone convexe est evidemment celui oü deux 
ci-dessus s’appliquent encore ä de tels cas- 



r'/ 


Fig. 6fil. 
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848 Ins. Ceci pose, on a les lemmes suivanLs ? 

Lemme I. Si, dans un polygone spherique, tous les cötes moins un 
resfent constants, pendant que les angles non adjacenls au cöle variable 
augmentent tous ou dimmuent tous {sauf ceux qui resient conslants),_ 
mais de teile facon cependant que le polygone reste toujours convexe., ie 
edle vanable augmente ou diminue en menie temps que les angles. 

Nous distinguerons trois cas. 

Premier gas. Un seul angle non adjacent au cäte variable est dijfe^ 
rent dans les deux polyg'ones. — Soit ABCDEF un polygone spherique 

0 (ßg. 662) relativement auquel nous supposons ; 

. 1“ que les c6tes AB, BG, CD, DE, EF resterit cons¬ 

tants ; 

^ ^ 2“ que les angles en B, C, E, par exemple, restent 

egalement constants, l’angle en D pouvant, au con- 
traire, varier; 

polygone reste toujours convexe, 
qoe, lorsque l’angle en D crolt ou decrolt, le 
dernier cöte AF croit ou decroit eri menie temps. 

, . . l^lonons, en effet, les arcs de grancls cercles mineiu’s 

{et, par consequent, Interieurs au polygone) AD, DF. 

restent constants, ainsi que los 
Tnr T. L spherique convexe AB CD reste invariable 

elements en question suffit evidemment h cons- 

aue l’anp-lp *1®® lo AD reste aussi comstant, ainsi 

que 1 angle des deux grands cercles CD, DA. 

coLtoritatT, 'T‘ “fDf de grandeur ] 
constante,^ amsi que 1 angle qu’il fait avec DE. ° 1 

rique varie ^ variable en D du polygone spliö- 1 

A-, 

triangle sphSe ADF apprend que, les cDtes AD et DF du 

meine temps que Pangle e^D.” ou, decroit en 

avons pu remplacw^la^coS^'^^T^ viennent d’etre envisagees, nous 
triangle ADF, Ltrement dr^ ^'' Polygone ABCDEF par celle du 

angles sontrestes constants.’sommets en lesquels los 

ei-L'Tsuri'tst TamenraT^"" - En operant comme 

A'B'G'D' dans lesre 3 on . ' ^ q^adrilatares ABGD, 

ä'D'>aD. ’ floui quadrilateres etant convexes. Je dis que 

Pour le demontrer, faisons toumer le cöte CD -n t 

le Cöte GL autour de son eitremite C, ^ 
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vers l’exterieur du premior quadrilatere, de maniere h aug-menler l’anglo 
en C. Tant que cette rotation peut s’effecLuer .sans quo le quadrilatere cosso 
d’Ätre conve.xe, nous sorames dans les conditions du premier cas, puisquo 
Taugle eil B ne change pas. Donc 

a) Seit CDq iin arc de grand cercle egal ä CD et faisant avec BC un angle 

BCDo = G'. Si le quadrilatere ABCDq est convexe, nous pouvons lui appli- 
quer la conclusion dejii acqiiise, et le nouveau cöte ADq sera plus grand quo 
AD.D’autre part,la comparaison de ce nouveau quadrilatere convexo ABCDo 
avec A'B'G'D' montre que ADq est, ä son tour, plus petit que A'D', puisquo 

l’angle BGDq est egal a C', tandis que ß est plus petit que B'. 

Mais (comme le montre rinspec- 
tion de la fig. 663) ce raisonncnient 
peut tomber en defaut, la rotation 
du cöte CD dtantarrötee en Dj avant 
la Position voulue, par le fait que le 
quadrilatere cesse d’ötre convexe, 
c’est-ä-dire cesse d’etre tout enlier 
dans un möine hemisphere par rap- 
port ä Tun de ses cötes. II ne peut 
s’agir du cöte BC (par rapport auquel le point D ne cliango pas d’hömis- 
phere dans sa rotation) ni deGDi(ütant donne Bordre dans lequol so succö- 
dent, autour de C, les arcs CB, CA, CD, CD,,). II s’agit donc de BA ou de 
ADi et, par conseiquent (n“ precedent, I) de l’un el de l’autre do cos deux 
cötes, de sorte que BA prolonge (evidemment au delä do A) traversora CDi,, 
nouvelle position de CD. 

Nous arreterons la rotation juste avant quo cette circonstanco so produise, 
c’est-ä-dire (n" pröcedent, IV) au moment oü le point D vient(/ip. 663) sur le 
prolongement de BA, ce point Dj etant d’ailleurs tel quo (*) 

(1) GDi = CD = C'D', Äi<C'. 

b) Soit alors GDj un arc de grand cercle egal ä CD et faisant avec CB un 

angle quelconque ( 2 ) tel que ' 

( 2 ) 



Fig, 663. 


L’arc de grand cercle BDg sera plus grand que BD,, d’oü resulte d’abord 
qu il sera plus grand que BA, de Sorte qu’on pourra porter ä son Interieur, ä 
partir de B, un arc BAg = BA = ß'A'; de plus, 011 aura 

A*D2>ADi>AD. 


(U. RI d ailleurs arriver que le point mobile D, apres avoir traverse en D, iGprolongemenl 
k la seconde fois et renlre dans son hdmisphöre de depart avant d’arriver 

ä chaLpi'ä ‘luadrilatfere AßCDo est convexe, ot nous n’avons rien 

a enangeranotre premierraisonneraent. 

(2) Nous pouvons admetlre (voir la note prdeddente) que Ton a > I)j^ 
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existe im angle BGDa satisfaisant aux inegalilcs (2) et tel qne 

CBD 2 = ß'i nous aurons ainsi forme un quadrilatero AaBCDg h la limite de 
convexite et tel que B = ß', G < G^. On aiira d’ailleurs 
W BDa < B'D" < B'A'+ A'D' 

d^ü, par soustraction des quantites egales BAg = B'A', 

A'D' > AaDa > AD. 

c) Si Tegalite GBAa= B' n’est yerifiee pour aucun angle satisfaisant ä (2), 
nous prendrons pour Dg le point Dq, et nous aurons des conclusions tonlos 
semblables aux precödentes, mais cette fois, ce sera l’anglo en C qui sora 

devenu egal ä Fangle en C', pendant que Ton aura ■< b\ 

Dans les deux hypotheses b), c), les quadrilateres formcs sont h la litnilo 
de convexite. Mais on peut (ce qui n’est d’ailleurs pas indispensable) Ich 
remplacer par des quadrilateres convexes proprernent dits on augmenlanl 
on diininuant d’une tres petite quantite,, dans riiypothbso 6), l’angle en C 
Sans deplacer le point Aj, et en auginentant d’une poLile quantite, dans 
■J hypothese c), l’angle en B sans changement du point Dg. Los .inegalilcs 
(3), (4), qui excluent l’egalite, ne seront pas troubl^es si cos doplaccments 
sont auffisamment petits. 


Cas GENIERAL. — Les angles qmaugmentmt dans le passagedu premier 
Polygone P au second P* sont en nombre quelconque n, superieur d 2. 
Soientles deux lignes polygonales sphdriques convexes AB... LM, A'B'... L'M' 
ayant leurs cötds egaux chacun ä chacun, mais n angles plus grands dans 
dansla premiere et qui, fermees respectivement par les arcs 
AM am, donnent les deux polygones convexes P, P'. Nous pouvon.s 
ailleurs-, puisque le theoreme est demontre pour n = 1, 2, le supposer 
emontiepour toutes les valeurs de n inferieures k celle qui nousintercsse. 
omme precedemment, nous pouvons aussi, sans diminuer la genöralile, 
supposer que les deux cdtes extremes AB, ML aboutissent k deux sommels 



Fis, 664. 


B, L en lesquels ona^< t', L<L': 
Menons alors l’arc diagonal BL 
(/*ö'. 664), decomposant ainsi le poly- 
gone P en deux parties dont l’une 
(que nous dirons par convention etre 
sitube « au-dessüs » de Parc BL) est 
le quadrilatere convexe ABLM, tandi,s 
que l’autre BG ... KL sera « au-des- 

SOUS I) de BL. En vertu de 
Fangle AßL sera inferieur ä la valcur 


1 angle MLB, k lavaleur ß = L/_ IbU^ 


“ — LBG {fig. 664) et, de meme, 







SUR LES POLYEDRES CONVEXES. 


603 


Operant comme il Tient d’etre dit pour le cas precedent, nous pourroiis, 
•en agrandissant les angles en B et en L sans changer les longueurs dea 
cötes Aß, LM, remplacer le quadrilatere ABLM par un autre quadrüatere Qj 
convexe (ou ä la limite de convexite), de maniere ä donner aux angles en B 
et en L de ce quadrilatere des valeurs inferieures ou egales respeclivoment 
k a et ä pi, l’egalite ayant lieu dans Tun au moins des deux cas; et, de 
plus, le cöte libre A^Mj de ce nouveau quadrilatere sera plus grand que AM. 
Avec la Partie p du polygone P situee au-dessous de BL, le quadrilatere Qi 
formera un nouveau polygone P" lequel sera convexe (n“ precedent, III) et 
aura, avec P', les relations indiquees dans l’hypotheso de notre lemme, mais 
avec au plus n — 1 angles differents seulement, puisque Fon a raaintenant 

l’une au moins des deux egalites = BS L) = L/. Le lemme dtant supposä 
•etabli dans ces conditions, on a 

A'M'> A,M, > AM. 

C. Q. F. D. 

Lemme 11. — Soit un angle polyMre qui reste convexe et dont les faocs 
restent constantes. Cet angle etant considere dans deux positions diffe¬ 
rentes, on met le signe + aux arStes des diMres qui ont augmente et le 
signe — aux aretes de ceux qui ont diminue. 

Si alors on fait le tour de Vangle polyädre dans un sens determind, on trou- 
vera au moins quatre changements de signe, 

Tout d’abord, il doity avoir des changements de signe : autrement dit, 
tous les diödres ne peuvent pas avoir varie dans le m^me sens : sans cela, 
en effet, nous venons de voir que toules les faces moins luie dtant 4ions- 
taiites, la dernibre devrait varier, contrairement i Fhypothese. 

Le iiombre de ces changements de signe doit 6tre pair, puisque, au 
bout du compte, aprbs avoir fait le tour complet de Fangle polyhdre, on 
revient au signe primitif. 

line peidpas itre igal ä deux. Autrement dit, les sommets du polygone 
sphörique ABCDEF correspondanl ä l’angLe polyödre ne peuvent pas se 
diviserendeuxgroupes —ABGj DEP, par exemple — tels que les premiers, 
tous consecutifs entre eux, soient sans signe {^) ou affectds du signe et 
ies seconds sans signe ou affectes du signe —. 

^ Supposons, en effet, pour un instant, qu’il en soit aihsi, et joignons 
i’un des sommets G,D entre lesquels se präsente le premier cbiangement de 
signe ä Tun des sommets A, P entre lesquels a lieu le second, par un arc 
de grand cercle diagonal (DA, par exemple) (2),. 

Nous sommes immädiatement amends A une contradiction par ce fait 
uue, en vertu du lemme cet arc ÄD devrait avoir augmente comme oötö 

I 

fo\ oü un sommet n a aucuu signe est celui o& l’angle en ce sommet n’a pas ohangö. 

(2) Ce räisoniiement est valable sans modification möme si l’un des deux groupes no com 
_prend qu un seul somme't. , 
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du polygone ABGD, taiidis qu’il clevrait avoir dimirme comme cöle da 
polygoue DEF. 

Donc le nombre de changements de eigne est au moins 6gal k quatre, 

c. Q. F. D. 

849. Le troisieme lemme est une gdndralisatiou du thdoröme du n“ 708. 

poty^dre de genre zdro (par exemple, un polyödre convexe) etaiit 
donne, imaginons qu’ou supprime par la pensöe un certain nombre 
d arötes, d’ailleurs choisies d’une maniere tout k fait arbitraire. Ou consi- 
dere dgalement comme supprimd tout sominet qui n’appartieut 4 aucune 
arßte conservee. 

Les achtes conservdes divisent la surface du polyedre eri un certain 
nombre de regions compos6es chacune d’une ou plusieurs iaces : on consi- 
dere comme appartenanl ä une möme region toutes les faces telles que 
Ion puisse passer des unes aux autres sans traverser d'aröte conservee, 
et comme appartenant 4 des rdgions distinctes, deux faces entre lesquelles 
un tel passage est impossible. 

II est bien entendu que les rigions ainsi deflnies ne satisfont plus ndces- 
sairement aux restrictions (n“ 698), que nous avons imposöes aux faces, 
El es peuvent avoir une formeanalogue 4 celles qui sont reprdsentöes flgiire 
869 ou flgure 870 (p. 419). 

Une aröte conservee peut d’ailleurs (au moins jusqu’a nouvel ordre) ne 
pas ötre frontiöre entre deux regions; c’est le cas, en partioulier, de tonte 
ar te ayant au moins une extremitö /löre, c’est-a-dire qui ne lui est com¬ 
mune avec aucune autre arOte conservde. 

Dans ces nouvelles condilions, le tbeoreme d’Euler se gdneralise de la 
lacon suivante • 

Lemme III. — SiY'est le nombre des regions; k!, celui des arStes conservdes; 
b , oelu'i des sommets conservös, on a .■ 

F^ -}- S' > A' -j~ 2. 

(Exemple : si, dans un cube, ou supprime quatre arötes paralleles entre 
e es, le nombre des faces est reduit 4 3, celui des arßtes 4 8 ainsi que celui 
des sommets : F' -)- S' = li = A' + 3 .) 

Pour le demontrer, supposons qu’on rdtablisse une 4 une les arOtes sup- 
prmiees, en ayant soin toutefois de ne passer 4 l'une d’entre eiles que 
oisqu e e a au moins une extremitd commune avec une aröte conservee 
ou eja anterieurement rötablie. Gelte restriction ne nous empöohera 
mamtestement pas d’arrivev 4 reconstiluer tout le rdseau des arötes du 
polyedre, gr4ce au fait que ce röseau est d’un seul tenant. 

Quandonrajoute une ar4te. A' augmente d’une unit^; Gomme cettearete 
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(d aprös la cooveiition qui vient d’elre formulee) a au plus une extremite 
iibre, S' augmente au plus d’une unitd. 

Quant d F, il augmentß aussi de 0 ou de 1; mais ce dernier cas ne se 
pi’esente que sil ny a pas d’extrernite libre, et alors S' ne change pas. 

En un raot, F' -f S' augmente au plus de 1. 

Dono, F' + S' — A' reste constant ou decroit. 

Goinme il acquiert finaleinent la valeur 2, il etait, initialement, dgal ou 
superieur ä 2, et la relation (1) est demontree. 

850. Notons encore la remarque suivante, qui intervient d’ailleurs dans 
diverses applications du theoröme d’Euler. 

Oil a 2 A = 3 Fg -F 4 F/„ + 5 Fg + ... 

en appelant Fg le nombre des faces triangulaii’es; F/„, celui des faces qua- 
drilatdres, etc. 

La valeur du second meinbre est, en effet, celle qu’on trouverait eu 
comptant les aretes de chaque face et faisant la somrae des rdsultats obte- 
nus pour loutes les faces. Or, chaque arßte est ainsi comptde exactement 
deux fois, ä savoir, dans les deux faces auxquelles eile appartient. 

851. On peut ecrire une relation tout analogue dans les conditions envi- 
sagdes au n» precödent, entre le nombre A/ des ardles conservdes, le 
nombre F'gdes rdgions triangulaires (c’est-ä-dire dont le contour est com- 
pose de trois arötes seulement), le nombre des rdgions quadrila- 
teres, etc.... 

foutefois, il faut ici, pour cela, une Convention speciale relative aux 
arßtes qui ne sont pas froiitieres, seit 1“ (comme nous l’avons indique au 
n“ precedent) qu’une teile ardte ait une extremitd libre (ou m6me ses deux 
extrgmites libres) — ces deux cas ne se prdsenteront d’ailleurs pas dans 
ce qui va suivre; — soit 2“ que, ses deux extrdmitds dtant sur deux aretes 
eonservees, les faces qui ia comprennent puissent cependant Atre reliees 
l’une a l’autre par ailleurs, 

Nous devrons considerer une teile aröte comme faisant encore partie du 
contour de la region Rj ä laquelle eile appartient. Ce contour devra, en 
effet, 6tre decrit d’aprös la rögle suivante : 

Supposons parcourue, dans ie sens ab, une premiere ar4te conservde ah 
appartenant ä une face f de Ja rdgion Ri. Gontournons l’angle polyedre 
en 5 en partant de Tarnte en question, et en commenqant par decrire la face 
A jusquä ce que nous retombions k nouveau sur une achte conservee bc 
(de Sorte que les faces ainsi comprises entre ba et bc font loutes partie de 
Ri). bc sera Tarnte du contour de Rj qui suivra ab; et, de plus (si bc n’est 
pas frontiere), la face par laquelle on devra commencer ä contourner 
angle polyMre en c a partir de bc sei-a justement celle par laquelle on a 
atteint bc en contournant J’anstle polyedre en b. 

Geometrie. 11. , 39 
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On contiauera ainsi, et oft ne s'arr^tei'a que lorsque, non seuleinent on 
sera revenu ä un sommet dejä rencoatre, mais que, en outre, on serait 
conduit, ea continuant, ä parconrir ä nouveau une arete ddjä decrite dans 
le mime sens. 

S’il reste d’autres arßtes (conservees) appartenant a Rj, on repattira de 
[’une d’.elles en operant coimne il vient d’dtre indique; et ainsi de suite, 
Dans, cette maniere de procdder, tonte ’aröte {eonservee) non-fronti^re 
est traitde comme faisant, ä double titre^ partie du contour de la rdgion a 
laquelle eile appartient: eile est parcourue deux fois en sens inverse (ces 
deus parcours etant consdcutifs dans la premiere des deux hypotiieses 
euvisagees au deuxiöme alinea de ce numerD et ne l’dtant pas dansla 
seconde). 

Cette Convention faite, on a bien 

2 A'= 3 Pg 4-4 F'i 4-b F'ti Hh •••» 

puisque chaque arete conservde (frontiöre ou non) est comptde exacte- 
mentdeuxfois au second uiembre. 

Nous combinerons cette relation ayee l’egalitd dyidente 

F'= F’g 4 - F'4-f-F'a + .... 

en doublantles deux membres de cette derniöre et retranchant: ilviendra 
{%) 2 (A —F) := 4" 2 F'i + 3 F'e 4 -... 4 - iP — 2) P? + 

852. NouS pouvons maiutenant arriver ä. la ddmonstration du thdorkiie 
•de Gaucby. 

Soient les deuxpoiyÄdres convexes P, P', qui ont leurs faces dgales cha- 
cune ä chaeune et pareil! erneut assemblees. 

Tont revient-ädemontrerque leurs diedres «ont egaux chacun a cbqcun t 
car, alors on verra, eomine au n” 429, que les polyt&dres seront dgaux si 
les sens des diedres 6gaux sont les nü^mes (les sens des arßteS dtant pi’i« 
homologues entre eux) (i) et symetriques dans de cas contraire. 

Supposons donc que les diödres komologues ne soient pas tous dpux : 
comme precedemment, altectons du signe 4 les ardtes de oeux qui sont 
plus grauds dans P' que dans P et du signe — les ardtesde eeux qui sont 
pluspelits. Supprimons toutes les autres arötes, eu nous conformant, rela- 
tivement aux sommels et aux lAgions, aux conventions precödemrnent 
formulees. 

Gomptons les cbangeTnents de signe entre arÄtes cbnsecutives. Soit b’ le 


(1) Oa verra facilement (les polyödres dtant convexes) que TidentitS des sens des di&dres, 
constatde pour uti couple d’arßtes homologues pvises respectivement sur P et Bur jP', s'eiasait 
par lä mdmepour tous les autres cöuples. 










SUR LES POLYEDRES CONVEXES. 


CÖ7 


nnmßre tofca[ deces cfiangements pour tout lepolyedre : on aura, d’apres 
le lamme II, 

(3) ■ N>4S', 

S' etant encore le nombre des soramets conserves. 

Mais noLis pouvons övaluer ce nombre N d’une autre maniere : les cban- 
gementsde signe en question aurontlieu, en effet, entre deux aretes conse- 
cutives appartenan-t au contour d’une meine rdgion (M, et on pourra les 
retrouver tous (cliacun uue Ibis) en parcourant ces differents conLours. 

Une rögion Iriangulaire ne peut donner que deux changements de signe; 
une region quadrilatere en peut donner quatre, une region pentagone 
n’en peut egalement fournir que quatre au plus (ce nombre devant ötre 
pair); une rögion hexagonale ou heptagonale, six, etc. On a donc 

N <2 F'g -f- 4 F'i. 4- 4 F's + 6 F', + C F', + ... 

(le coefficient de I 4 etant p ou p — 1, suivant que p est pair ou impair). 

Mais le second.membre de cette indgalite est visiblement infdrieur (ou 
au plus egal) au double du second membre de la relation (2). 

Donc N < 4 (A' — F'). 

En verlu du lemme III, la quantitiS k' — F' est au plus bgale ä S' — 2 : 
donc enfin . 

(4) • N<4S' —8. 

1 - Or cette inegäiitb est contradictoire avec (3). 

Donc riiypothöse doht nous sommes partis est inadmissible et le theo- 
reme est demontrd. 


(1) Ici encore, ce contour est supposö döcrit comme il est indiquö au n» prdcdddnt. 
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NOTE L 

PROPmei^S ANALLAGMATIQUES DES CERCLES 
DE L’ESPACE 


Nous avons (677 bis) appele proprietes anallagmatiques d’une ligure, celles 
quine changentpas lorsqu’on soumet cette figure ä une Inversion quelconque, 
ni, par consequent, lorsqu’on la soumet ä plusieurs inversions successives. 
G’est ä ce point de vue que nous allons nous placer dans le cours de la pre¬ 
sente Note; nous nous efforcerons meme, le plus souvent, de rendre anallag¬ 
matiques non seulement les dnonces, mais aussi les demonstrations. 

1. — PrINCIPES GISNERAUX SUR l’inVERSION ET LES SYSTEMES 
DE DEUX SPHERES. 

853. Nous connaissons, comme categories anallagmatiques de figures, 1 s 
cercles (comprenant les droites comme cas speciaux) et les spheres (y com- 
pris, de mfeme, les plans) et, comme proprietes anallagmatiques, les angles 
SOUS lesquels deuxou plusieurs cercles ou spheres peuvent se couper en un 
point commun, et aussi (688) le rapport anharmonique dequalre points d’un 
meme-cercle. 

II sera essentiel ici de distinguer deux especes d’inversions. Celles dont la 
puissance est positive conservent les angles entre lignes ou surfaces concou- 
ranles, mais changent la dispositioii de tout angle polyedre dont ces angles 
sont les elements. II s’agira toujours, lorsque le contraire ne sera pas specifie, 
d’inversions de cette nature (inversionspositiues onproprement diles). Nous 
rappelonsqu’ilyauraalorsune sphere d’inversion, dont chaque point colncl- 
dera avec son inverse, spüere qui pourra eventuellement etre un plan (l’in- 
version etant alors une symetrie par rapport ä ce plan). Nous nous servirons 
d’une seule et meme lettre pour designer cette sphere et l’inversion corres- 
pondante. 

Une inversion de puissance negative — ou, abreviativement, une Inver¬ 
sion negative — conserve,au contraire, non seulement les elements, mais la 
disposition de l’angle polyedre forme par plusieurs directions en un point. 
Une inversion negative n’admet pas de sphere d’inversion, et aucun point ne 
coincide avec son inverse. 
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854. Nous considererons les diverses transformations qui pouvent se 
represeüter _par uii produit (PL, 291) d’un nombre quelconque d’inversions 
(Qombre qui, comme nous le verrons, peut toujours etre reduit ä cinq). 1] 
est clair que toutes les operations de cette^ espece forment un groupe. 
Lor^que nous consid(5rerons une teile operalion comme produit d’inversions, 
il s’agira toujours, par Convention, d’inversions positives. Ceci ne chaiigepas 
d’ailleurs l’ensemble des operations considerees si l’on peut represeiiter une 
Inversion negative qnelconque comme un produit d’inversions positives. Or, 
c’estcequi a lieu : une inversion negative equivaut evidemmentä une iaver- 
sion positive suivie d’uno symetrie par rapport ä un point (lo centre de la 
spliere d’inversion), c’est-ä-dire (d’apres le Livre VII) de trois symetrios par 
rapport h trois plans rectangulaires passant par ce point, — en tout, quatre 
inversions positives. 

Nous considererons plus specialement, et nous nommerons operationssphe- 
riques., les transformations qui sont les produits d’un nombre pair d’inver¬ 
sions (d’inversions positives, d’apres ce que nous vcnons de dirc). Elles 
aussi forment un groupe, sous-groupe du precedent : car puisqu’une Opera¬ 
tion de cette espece conservenon seulement les angles ordinaires ou diedres, 
mais la disposition des angles polyedres, deux quelconques d’entre elles 
donneront (quel que soit l’ordre dans lequel on les multiplie) un produit qui 
possedera la meine propriele et qui, par consequent, sera encore une Opera¬ 
tion spherique. Tout ddplacement, tel que nous los avons considdres au 
Livre VII, est une Operation spherique, puisqu’il est un produit de syrndtries 
par rapport ä des plans. D’apres ce que nous verrons plus loin, tonte opdra- 
tion spherique peut dtre reprdsontee par un produit de quatre inversions 
positives au plus, ainsi que nous venons dejä de le faire pour une inversion 
negative. 

855. La iransformee (712öfs, 829) cLune inversion quelconque Spar une 
aulre inversion quelconque T est encore une inversion. Autrement dit, si 
deux figures F, F', dont m et m' sont deux points homologues quelconques, 
deriventranedeFautre par l’inversion S et si , m\ sont los transformes 
dem, m'parT, on passe de rrii äm'iparune inversion. Celaest tout d’abord 
evident si S est une inversion positive, c’est-ä-dire admettaiit une sphere 
d’inversion S : car w, m' peuvent etre caracterises (670) par le fait que tout 
cercle qui les contient tous deux est orthogonal ä S ; et, des lors, leurs trans- 
formesm,, possederont la mdme propriete par rapport ä la sphere Sj 
derivee de S par T. Pour etendre la ddmonstration au cas d’une inversion S 
negative, il suffit d’utiliser le n® 671 : n, n' etant deux autres points 
quelconques homologues Tun de l’autre dans S, les points m, w, n 
seront sur une mdme circonference; la mdme proprietd appartiendra donc ä 

n'i, d’oü resulte bien (puisque et peuvent evidemment 
etre pris quelconques) que l’opßration qui fait passer de ä est une 
inversion, ' 








610 


GEOMETRIE. 


856. Systeme de deux splieres ou de deuix ceecles plans. 
Invariant. 

Apres une sphere (ou, dans le plan, un cercle) unique, la figure la plus 
simple est celle qui est formee de deux spheres fou, dans le plan, de deux 
cercles). Si les deux spheres secoupent, eiles peuvent etre transformees (par 
une Inversion ayant son pole sur le cercle d’intersection C) en deux plans. 
L’eusemble ou faisceau des plans passant par la droite d’intersection des 
deux Premiers eorrespond au faisceau des spheres passant par le cercle G. 

Deux diedres egaux etant un cas particulier de deux figures egales, il est 
nccessaire et süffisant, pour que la figure formee de deux spheres secantes 
b’i, Sa puisse etre transformee par une Operation spherique en la figure 
formee par deux autres spheres secantes S',, S'a, que l’angle des deux 
premieres soit egal ä hangle des deux secondes. L’angle V de deux spheres 
secantes est le seul invariant (PL, 292) de la figure qu’elles forment. 

Si cet angle V devient nul, les deux spheres sont tangentes et peuvent 
etre transformees par une meine Inversion (ayant pour pöle le point de 
contact 0) en deux plans paralleles. Le faisceau qu’elles definissent est alors 
forme des diverses spheres tangentes aux premieres en 0 . 

856 bk. On peut ou non, suivant les cas, donner un signe ä l’angle V en 
question. Pour cela, il faudras’etre fixe : 

1“ Pordre dans leqiiel on considere les deux spheres; 

2* un sens sur le cercle dhnterseetion. 

On designe, avec Laguerre, sous le nora de cycle une circonference ainsl 
orientee, c’est-ä-dire affectee d’unsens. Ceci s’applique, bien entendu, ä une. 
droite, supposee de memo orientee, un sens positif etant choisi sur eile. 

857. Deux spheres S,, sans point commun definissent egalemeiit un 
faisceau, celui qui est forme des spheres ayant avec les premieres meine plan 
radical. Ce faisceau renferms deux spheres reduites ä des points (points- 
limites de Poncelet): pour les obtenir, on partira, par exeraple, du point H oii 
le plan radical coupe la ligne des centres et dont la puissanoe commune /t® 
par rapport aux spheres du faisceau est necessairement positive; portant ä 
partir de ce point sur la ligne des centres, dans les deux sens, ladistance h, 
on obtient les deux points eherches. Toute sphere orthogonale ä et ä Sj (et 
tout point du plan radical est centre d’une teile sphere) passe par ces deux 
points-limites; de meine, tout cercle y orthogonal a Sj et ä S 3 (lequel peut 
d’ailleurs etre considere comme intersection de deux spheres possedant cette 
mÄrae propriete). . 

Si nous appliquons äla figure (S^, S 3 ) une Inversion ayant pour pöle l’un de 
ces points-limites, tous les cercles orthogonaux y deviendront des droites 
passant par 1 homologue de l’autre point-limite. Nos deux spheres seront 
donc transformees en deux spheres concentriques. La figure ainsl obtenue a 
alors un seul invariant, le rapport des rayons de ces deux spheres concen“ 
triques, soit, sur la figure primitive (d’apres le n” 688), le rapport anharmo- 
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nique X determine sur un quelconqae des cercles y par les poiats-limites et 
deux points pris respectivement sur et 83 . 

II est clair que toutes ces considerations s’appliquent telles quelles ä la 
figure formde de deux cercles d’uu plan. 

858. Quelle que seit leur Situation respective, d’ailleurs, deux spheres S j 
etSsadmettent(*) une infinite de spheres orthogonales communes (ayantleurs 
centres dans le plan radicalou, plus exactement, si les spheres sont secantes, 
dans la partie de ce plan qui leur est exterieure).^ et, par consequent, une 
infinite de cercles ortbogonaux communs (on en obtiendra un par l’intersec- 
tion des deux spheres orthogonales quekonques secantes entre elies); il passe 
un tel cercle par un point donne quelconque de l’espace. Tonte sphere ainsi 
orthogonale aux spheres Sj et Sg est aussi orthogonale k chaque sphere du 
faisceau qu’elles determinont (et par rapport ä laquelle chaque point du plan 
radical commun a meine puissance que par rapport ä Sj, et a 83 ); il en est de 
meme de tout cercle orthogonal commun. 

On a des proprietes semblables, dans le plan, pour un faisceau de cercles 
ayant meme axe radical et, de plus, les cercles ortbogonaux communs 
forment eux-memes un faisceau, la relation entre les deux faisceaux etant 
reeiproque. 

Le lieu des inverses d’un point determine a par rapport aux cercles ou aux 
spheres d’un faisceau est, en vertu du n“ 670, le cercle orthogonal commun 
qui passe par ce point, 

859- Les cercles ortbogonaux communs ä deux cercles ou ä deux spheres 
permettentde remplacer les invariants formes ci-dessus par un autrounique 
applicable dans tous les cas, ä savoir le rapport anharrnonique inlercepte 
parles deux spheres ou les deux cercles sur un cercle orthogonal y quelconque. 
Un tel rapport anharrnonique est independaiit du choix du cercle y, ainsi 
qn’on le voit en reduisant, comme tout ä Theure, les doux spheres ä deux 
plansou ä deux spheres concentriques. Getinvariant doit d’aillours, bien evi- 
demment, s’exprimer ä l’aide' des precedents et, eii effet, on voit Sans diffi- 

V , • 

culte qu’il a la valeur(‘^) —tg® - pour deux spheres (ou, pour deux circonfe- 

rences) secantes ;la valeur ^ 

, rences) sans point commun. 

. 860 . Faisceaux Iioxnographiques de sphßees. 

11 n’ya evidemment aucune difficultdä defmirle rapport anharrnonique de 

(1) Oa neperdrapas die vue que si un cercle est ortliogonal ä une spllöre S, il en est de 
meine de tonte sphöre passant par ce cercle et que, rdciproquement, si deux sph&res orlliogo" 
nales ä S se coupent, leur cercle d’intersection est aussi orthogonal d S : ce nesontautre cliose 
que les propridtds des droites et plans perpendiculaires, appliqudes aux tangentes et plans tan- 
gents en un point eoramun aux cercles et sphdres en question. 

(2) Si un angle droit tourne dans son plan d’un angle a, le rapport anharrnonique des quatr« 
droites ainsi trac^es est — tg%. 


pour deux spheres (ou deux circonfe- 
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quatre spheres passant par un meme cercle : c’est le rapport anharmoniquo 
des quatre plans tangents qu’on peut leur mener en un meine point de. ce 
cercle. II est egal ä celui que determinent, sur Taxe du cercle, les quatre 
centres, puisque les rayons oorrespondants sont respectivement perpendicu- 
laires aux plans tangents. 

Sous cette derniere forme, la deflnition du rapport anharmonique s’etend 
au cas oü le cercle estimaginaire, c’est-ä-dire au faisceau determine par deux 
spheres saus point coramun, ou, encore, au faisceau forme par des spheres 
tangentes entre eiles : dans ces deux cas, on prendra le rapport anharmo¬ 
nique des quatre centres. Plus generalem ent, le lieu des inverses d’un point 
donne arbitrairement a par rapport aux spheres d’un meme faisceau est un 
cercle, le cercle orthogonal au faisceau qui passe par a; et on demontre 
(parexemple, sur les flgures reduites des n"' 856-857) que sur ce cercle, les 
inverses par rapport ä quatre spheres determinees du faisceau decoupent un 
rapport anharmonique qui est le meme quel que seit le point a (le rapport 
anharmonique des quatre centres lorsque a est ä rinfini) : c’est cela qui 
donnera le rapport anharmonique des quatre spheres. 

On peut donc parier de faisceaux homographiques de spheres comme on 
parle de faisceaux homographiques de plans. 

Toutes les spheres qui ont meme axe radical — par exemple, toutes les 
spheres S quipassent par deux memes.points a, ß — admettent un faisceau 
de spheres orthogonales communes. Le lieu des inverses d’un möme point 
donn6 a par rapport aux spheres S est la sphere orthogonale qui passe par a. 

861. Nous nous astreignons ä ne raisonner que sur des flgures reelles. 
Toutefois, nous pourrons faire intervenir des spheres imaginaires pures et 
des cerdes imaginaires purs. L’un et l’autre de ces elements sont, en effet, 
susceptibles d’une d eflni tion reelle. La sphere de centre 0 et de rayon pure- 
ment imaginaire ksf—l se definit par l’inversion (negative) correspondante; 
et, de möme que, dans une Inversion proprement dite, les spheres et les 
cerdes qui se conservent sont ceux qui sont orthogonaux ä la sphere d’inver- 
sion (abstraction faite de cette sphere elle-meme et des cerdes qui sont 
situes sur eile), nous.pourrons parier de spheres ou de cerdes orthogonaux 
ä la sphere imaginaire pure, ou mdne, par extension, « orthogonaux ä l’in- 
versiön negative » : ce seront, par deflnition, les cerdes r ou les spheres S 
qui se conserveront dans cette Inversion, par exemple, tout cercle dont le 
plan passera par le pöle d’inversion, ce dernier point ayant, par rapport ä 
lui, la puissance — fc®. Cela revient ä dire qu’une teile sphere S coupera sui- 
vant un grand cercle, ou qu’un tel cercle F coupera en deux points diame- 
tralement opposes, la sphere de centre 0 et de rayon/c. On a ainsi une 
construction simple de la sphere S lorsque son centre est donne ou du cer¬ 
cle r lorsque son centre et son plan (qui passe par 0) sont donn6s. ^ 

La construction donnde ci-dessus pour une sphere S de centre donne ortho¬ 
gonale ä une sphere imaginaire pure (ou la construction similaire pour un 
cercle) donnant toujours un resultat reel, on voit que deux spheres orthogo- 
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nales, ou une sphere et une circonference orthogonales, ne peuvent etre ima- 
ginaires pures en meine temps. 

Deux spheres, ou une sphere et une circonference, orthogonales ä une 
meme inversion negative, se coupent toujours en deux points reels; car, sur 
une meme droite issue du pöle 0 de l’inversion (et qui leur est Interieur), 
elles interceptent des segmenls qui empietent Fun sur Faulre. 

861 bis. Un cercle imaginaire pur se definira evidemment de faqon tonte 
semblable : Finversion negative correspondante sera la meine quc pour la 
sphere imaginaire pure qui a meme sens et meme rayon, ä ceci pres qu’elle 
ne s’appliquera qu’aiix points du plan P du cercle, 

Mais un cercle imaginaire pur peut aussi se defmir (comme cela se pour- 
rait pour un cercle recl) par le faisceau des spheres qui le contiennent. 

Observons d’abord qu’on elend immediatement aux circonlerences et aux 
spheres imaginaires pures, defmies comme il est dit ci-dessus, non seulement 
les proprietes relatives ä Finversion, mais aussi cellcs qui concernent len 
pöles et polaires. Dans le plan, en effet, si m' est lo transformö de m par 
une Inversion negative ff, la polaire de m par rapport au cercle imaginaire 
correspondant pourra etre defmie comme la perpendiculaire elevee en m' h 
mm' (construction qui donno bien la 'polaire par rapport ä un cercle rccl). 
Les proprietds fondamentales etahlies pour les polaires en Gdometrie plane. 
(PL,205,206,210) subsistent dans ces conditions, avec leursdemonstrations. 
Dos lors, si dans Fespace, on definit le plan polaire de m par rapport ii une 
sphere imaginaire pure comme passant par Finverso m' de m et perpendi- 
culaire ä m m', les plans polaires ainsi definis et les droites rdciproques quö 
Fon en deduit possdderont les propridtes ötablies precddemment dans le cas 
des sphbres reelles (667-669). (Celles-ci decoulent, on eilet, des proprietes 
planes correspondantes). 

De telles circonförences ou spheres imaginaires pures peuvent faire partie 
de faisceaux. Soit, dans un plan, un faisceau de cercles sans poinl commun 
etadmettant, par consequent, deux points-limites reels p, q. Les cercles ortho- 
gonaux communs y seront donc ceux qui passent par p etq. Ilsadmettent la. 
lignedes centres pq des cercles donnes comme axe radical. Tout point de 
cette ligne, mais situe en dehors du segment pq., est le centre d’un cercle 
reel appartenant au faisceau donne; mais, de plus, tout point s situe sur le 
Segment pq sera le pöle d’une Inversion negative (de puissance sp.sq) ä 
laquelle tousles cercles y seront encore orthogonaux et qui, des lors, sera 
dite, par definition, appartenir au faisceau. Le lieu des inverses d’un point 
quelconquea du plan par rapport aux cercles, tant reels qu’imaginairespurs, 
du faisceau sera le cercle apq., et les polaires du meine point par rapport aux 
memes cercles passeront, comme pour les cercles reels (787 bis), par un 
möme point a', diametralement oppose de a sur le cercle apq. Si a est sur 
Faxe radical, il en sera de möme (785) de a'. 

De meme (et par consequent), dans Fespace, les plans polaires de a par 
rapport aux spheres (reelles ou imaginaires pures) d’un faisceau passent par 
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une meine droite A qui est taujours perpend’iculaire' au plan de a et d'e la 

aS daL^l^nr* Point a dans le plan radical. 

, „ . P polaire de apar rapport a la sphere imaginaire pure iS) 

cisceau qui a pour eentre le point 0 oü la ligne des centres perce le 

est k v/-ri7avec k'=Ö^ : cette droite A 
■i^ep ^ ^ rapport au cercle imaginaire pur (c) qui 

jfmli « Pinverse de a par rapport ä ce cercie, 

Pour coramun ä toutes les spheres du faisceau. 

d’ailleur«? de P^^ consequent, le cercle imaginaire, il siifßt 

et g sont 1 " r“ ^ 

nnioirn 1 - • J ^ ^ cercle. La constnrction precedente du plan 

d,t *P»ere-poinf p, donne le plae mene par p perpoa 

une sphere noinfTm conjugues par rapport ä'- 

pIt driTr iirl r“' " f'“’ ^ ™“>-=lo-point)s'ilB sontvus de ce 
doZe par sonla i^aginafre esi 

S e Isld J c “ “ *“ f*“ l»'“"-“ ä’™ P«‘’S«1« 

perpendicalaire 

Dpitt drrdfnc! • uivant la polarre de a par rapport au cercle. 

wesd’un foyer rdfce^rr ^ cercle imaginaire seront donc 

ll^hife^fue^d I^eurs fopmes p^duifes. 

rencesduplaiilS V'Anou.'^ deux circonfä- 

pFodttitdis deuxInvWions S T cf. cliscuter ropdration sphdrique Q, 
spkeriqmsimple. ^ ® appellerons ime Operation 

. Si Sj et Sa sont secautes, nous les tnnafm-rv,,. 

mvcrsionT, en deux pIan5(ouen cleuxdroltern ““™>™® “™® 
mversions sont remplacdes par denx sroiäS' “»nditions, les dem 

et Livre VH) nue te rdsnifat L ,.„ et nous savons (PI., 102 bis 

f. avac 

laquelle eile est (829) semblablP Par T de cette rotation ä 

nousplagons, eile est entierement prrf™i anallaginatique oü nous 

oous la ßommerons j'ofo/mn awfl-//.. ^ ä une rotation ordinaire, et 

Si S, et Sa sontfang^rrefder?'""”"”^®^ simplement.rofu^in. 
leies . Oest alors ®^ ^^^^tpar T sont paral- 

Itm). Enfm, si et Sg sont sans nni srmplement, transla- 

inversion T, nous pourrons les rendr.^ ^ous savons que, par une 

que D est (toujours au sens ansTlio. d’oü ressort (PL, 215] 

deux derniers cas sont d’ailleurs^mn-**^*^^ (directe)(i). Ges 

Premier. importants pour la suite que le 

(1) On notera oii’ä notrp tminf .i ■ 
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Mais, quel que soit celui des trois dans lequel on se trouve, la decomposi- 
lion de roperalion simple en deux inversions peut se faire d’une infinite de 
manieres. Par exemple, pour une rotation, Sj et peuvent ötre remplacees 
par n’importe quel autre couple de spheres se coupant suivant le memo 
eercle et sous le möine angle : le resultat connu ä cet egard {Cf. PI., 102 bis) 
pour une rotation ordinaire s’etend immediatement k la rotation anallagma- 
tique en transformant toute la figure par notre Inversion T. Meme reraarque 
pour une translation; et^ de meme, deux inversions par rapport ä deux 
spheres concentriques S,, Sj-ne cessent pas de donner comme produit la 
meme homothetie, si, sans changer le centre, on cliange le rayon de Tune, 
pourvuqu’on change celui de Pautre dans le meme rapport. 

La diiconiposition peut itre faite de maniere ä faire passer ou (au 
choix) parun point donne quelconque a. 

Ge dernier enonce souffre, toutefois, une exception: lorsqu’unehomothdtie 
(au sens ordinaire du mot) est considdree comme le produit de deux inver- 
sions par rapport h deux spheres concentriques, on ne peut remplacer celles- 
ci que par deux autres ayant encore le meme centre, ce qui ne permet: 

ni de remplacer l’une d’elles par iin plan; 

ni d’amener l’une d’elles ä passer par le centre commun. 

On voit donc quele produit de deux inversions par rapport ä deux spheres 
Si, Sa Sans point commun peut etre remplacepar un autre produit analogue 
dans lequel Tune des spheres passe par un point arbitraire dornig- a, excep¬ 
tion faite pour les points-limites du faisceau (S,, SJ. 

Remarque. — II nous sera utile de noter que le rapport A' B': A B entre 
^ la distance de deux points et la distance de leurs inverses tcnd vers 1, 
d’apres son expression formee au'n° 672, lorsque A et B tendont vers un 
mdme point de la sphere d’inversion et quhl en est de meme, par consequent, 
si A! et B' sont les transformes de A, B par une meme rotation anallagma- 
tique, A et B tendant vers un meme point de Taxe de cette rotation. 

862 bis. Lorsque les spheres S, S' se coupent k angle cüm'f, le produit des 
deux inversions correspondantes (anallagmatiqueraent äquivalent ä une rota¬ 
tion de 180“ autour d’une droite) sera une transposition anallagmatique par 
rapport au cercle d’intersection, le transforme a' d’un point a par cette Ope¬ 
ration etant dit le transpose de a. Dans ce cas, et dans ce cas seulemont(*): 

1“ les deux inversions S', S' sontpermutaö^es, c’est-a-dir6que Toperation-- 
produit est idependante de Fordre dans lequel on prend ces deux inversions- 
facteurs; 

2‘ cette Operation est reciproque^ c’est-a-dire que le transforme de a, 
n’est autre que a. 

Remarques I. — Tout cerde perpendiculairo (voir ci-apres, 864) au cercle 
cpnsiderä qui passe par a pass :galemerfet par son transposdß' (et est divise 

(1) On (Scarte, iDien entendu, le c .6ü S, et S, coihcident et ofi Ton troure Uopdration 
identique. / 
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harmoniquement par ces deuxpoints et I’axe ainsi, qu’pn le voit en prenant 
pourcelui-ci une droite). Le transpose, par rapport ä un cercle quelconque^ 
du point ä rinüni, n’est autre que le centre du cercle. 

II. — Une rotation d’aagle reel autour d’un cercle imaginaire n’a, en 
general, pas de sens dans le domaine reel sur lequel nous raisonnons. II y a 
toutefois e.xception pour la transposition : celle-ci peut, en effet, se deflnir 
par une syraetrie relative au plan P du cercle, donnant un point 6, com- 
binee avec une Inversion par rapport ä la sphere imaginaire S du n“ 861 bis 
(pmsque celle-ci a son centre dans P, qu’elle coupe par consequent ä angle 

Cette Operation peut s’interprdter autrement. p et g etant les foyers du 
cercle, le transformd a' den est visiblement sur le cercle apq et (comma on 
le constate en prenant pour point de vue b) ces deux points divisent harmo- 
niquemen arc pq . a transposition par rapport ä un cercle imaginaire 
eqmvuut donc a une homothetie de rapport ~ 1 ou symetrie anallagmatique 

avant pour centres les foyers du cercle. 

i-otalioM aulourde deux cercles d une mdme spjiöre S donnent 

inversions consecutives 

suulTant' ® Si ce eont des transpesitions, et si les axes 

Zw. r orthogonal ä S et d’angle 

loute rotaliZdwT^rH”'“®- l”®rtoment, comme au Livre VII (416), 
toute rotation d axe A est, d une infinite de manieres, le nroduit de dßnir 

lnn»s dWs perpendiculairesäA, l’und'euxpotvanUtreehoisi arb^ 

864. Poeitions papilonlMres de dcnx cepcies. 

ce«S’eTc'Td;r“‘ ^ '>«'"■0 formde par deux 

--i,, Ärr Ä r Är 

Cercles tan^ntlT^^' particuliers encore •. 

‘'««Pentendru/pSl'lTätngle^ ^insi deux cercles qui se 

faire Passer une sphLnrülogondtt 

dans la suite et,enconseoueTff>P nn cas ne nous interessera pas 

trer que, rfeiproquement nar’lp lesoin de demon- 

sphere orthogonale au premier Par cnn^ passer une 

pas Passer par un cercle C, deux spherTs 

cerde c, sansqu’H en nasse nnA inc ' 4 ’ • ’ orthogonales ä un second 
^ passe une inBmte, a sayoir (868) toutes celles da 
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irmine par S, S'. Inversement, toute sphere passant par Cg con- 
malement S et S', donc aussi Gj. On est alors dans le cas : 
conjugues : on appellera ainsideux cercles tels que toute sphere 
un soit orthogonale ä l’autre. 

^alement les appeler cercles axiaux. En effet, cette relation est 
L cercles Cj, Cg dont le second est decrit par un point determinö 
’evolution (c est-ä-dire dans sa rotation d’angle continüment 
nur de Gj, 

eine ainsi, lorsque Cj est une droite — et, des lors, par inver- 
i cas general que, par chaque point de l’espace non situe sur 
un cercle axial a Cj et un seul. On voit aussi que tout cercle 
cominun ä deux cercles axiaux entre eux leur est perpendicu- 
ivise par eux harmoniquement. 

51. — Un cercle perpendiculaire ä un autre cercle C est Tinter- 
5 sphfere passant par C et d’une sphere orthogonale ä C. 

£ cercles Cj, Cg axiaux ä un meme troisieme A sont cospheriques: 

I qui passe par et un point m de Cg est orthogonale ä A; eile 
onc pas par une rotation quelconque autour de A et doit, par 
contenir tous les transformes de m par de telles rotations, 
lg tout entier. 

srsion commuiie & deux cercles. Position rela- 
>ux cercles quelconques. 

.aintenant deux cercles Cj, Cg quelconques. Soit menee par C, 
i de Cg une sphfere (ou un plan) S qui coupe Cg en un second 
inet ounon du premier). La droite m m! coupe le plan de Ci en 
iitue sur la droite d’intersection des plans des deux cercles et 
distance finie) a meme puissance p par rapport ä chacun d’eux; 
sequence, le pöle d’une Inversion orthogonale tantä C^ qu’ä Cg. 
a aisement que cette Inversion, qui est remplacee par une 
est ä 1 infini, est uniquetant que et Cg ne sont pas cosphe- 
” prec., Rem. II.) 

sphere S en deux regions R, (calottes spheriques si S est une 
ment dite). Si m et m' sont l’un dans R, l’autre dans R', le 
uterieur ä chacun des cercles donnes, et l’inversion obtenue 
Toute sphere menee par C^ coupe Cg. On dira, s’il en est 
3 t Cg sontenZaces. Si, au contraire, w etm' sont dans la m6me 
lu meme cöte du plan de Cj, le point 0 est exterieur et la puis- 
Dß. On pourra, par 0, mener deux tangentes ä Cg et, par conse- 
159) mener par 0^ deux spheres tangentes a Cg. Si Tune 
e, par exemple, Cg ä l’exterieur, une autre passant egalement 
ine de la premiere,mais qui, dans la region voisine du point de 
interieure ä s, ne coupera pas Cg. 

.ede reste valable lorsque Tun des cercles devient une droite. 
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liest clair qu’on ne peut passer, par une Variation conünue, de deux cerclfö 
enlaces ä deux cercles non enlaces autrement que par une position dans 
laquelle les deux cercles se rencontrent (ja devenant alors nul). 

II y aura enlacement, et l’inversion commune sera negative, dans toutes les 
deductions qui vont suivre, au cours desquelles cette sphere imaginaire ou 
Inversion negative restera constamment la meme. Tous les cercles et toutes 
les sphöres sur lesquels nous aurons ä raisonner seront, sans meme qu’il soit 
utile de l'indiquer pour chacun d’eux, orthogonaux ä cette meme inversion 
negative principale. Nous appellerons points opposes ceux qui se corres- 
pondent par cette inversion : ce sera, en particulier, le cas pour les points 
d’intersectiott d’un des cercles avec une sphere arbitraire passant par ua 
autre d’entre eux. Ces points seront toujours reels, etant donne que la sphere 
orthogonale commune sera imaginaire. 

Remarque. — II y a une infinite de cercles cosplieriques communs ä deux 
cercles donnes Cj, : par un point quelconquea deTespace, il en passe un 
et (sauf si a est sur ou Cg, eu si ces deux cercles sont eux-memes cosphe- 
riques, a etant sur la sphere qui les contient tous deux) un seul, l’intersec- 
tion des spheres (a, Cj), (a, Cj). 

Si Cj et Cg sont enlaces, ce cercle est secant ä chacun d’eux- 

866 . Lorsque deux cercles sont enlaces etqu’un sens est choisi sur chacun 
d’euXj ü y alieu de distinguer si l’enlacement entre les deux cycles G„ Cj 
ainsi obtenus est direct ou retrograde. Pour faire cette distinction, etcela 
d’une manifere anallagmatique, on imaginera un observateur placö le long de 
Gj et dans le sens indiqud sur Cj, et on notera dans quel sens cet observa¬ 
teur verra tourner la sphere (G,, n), en designantparn un point qui decrit 
dans son sens, le cycle Cg. On constate immediatement qu’un tel sens d’enla-, 
cement ne change pas quand on ecbange entre eux les cycles donnes, m 
quand on intervertil le sens de description sur tous deux ä la fois. 

867. L introduction des cercles perpendiculaires permet d’etudier, sous un 
point de vue analogue ä celui des n” 856-857, la figure formee d’une spliöre 
S et d’un cercle G. 

Si SetG se coupent (ouse touchent)on peut, par une meme inversion, ies 
transformer en un droite et un plan. La figure n’a donc d’autre invariant que 
l’angle V de C avec S. 

Mais, dans tous ies cas, il y a iieu d’introduire les cercles y perpendicu- 
laii es ä C et orthogonaux ä, S, Ges cercles seront (sauf le cas oü V est droit) 
sur une meme sphere determinee s, orthogonale elle-ra&ne ä S et passant 
par G.^ En transformant cette sphere en un plan, on est immediatement 
ramene aux proprietes de deux cercles plans et, en partkulier, on voit: 

1 que ies cercles cherches forment sur la sphere S un faiseeau; 

2 que sur tous, la sphere et la circonferenee donnees interceptent le 
meme rapport anharmonique. 
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V 

Ce rapport anharmonique est Pinvariant de la figure : il est egal ä — tg® — 
dans le cas cönsidere tout d’abord oü S et G se coupent. 

8&.8. R^duction d’une op«x>a<tio]t spRerique. 

Le principe pose aia n“ 862 va nous permettre de demontrer le theoreme 
qne nous avons enonce en commenQant: 

Th. 4 oreme. — Tout procluit d'inversions en nombre fini peut elre rem- 
place par un autre n'mjant que cinq facteurs au plus. 

Par consequent, toute Operation spherique est le produit de deux ou 
quatre inversions. Cetie deeomposition en quatre facteurs peut se faire 
d’utie infinite de manieres, et nous montrerons meine que Ton peut s’ar- 
ranger de maniere que les deux premieres spheres d’inversions soient 
secantes, ainsi que les deux dernieres, de sorte que l’operation sera le pro¬ 
duit de deux rotations. 

Demonstration. — Soit une transformation ü qui est le produit d’un 
nombre quelconque d’inversions (proprement dites) successives 81 , 83 ... 
Nous pouvons, comme nous l’avons vu, du moins en genöral, remplacer le 
couple des deux premieres Si„ Sg par un autre equivalent, de maniere ä 
faire passer lapremiere sphereSi par un point a de l’espace.Nous pourrons 
d’ailleurs supposer, si cela nous est ndcessaire, que 00 point a ne coi'ncide 
pas avec son transforme a' (car si aucun point ne satisfaisait k ceLte condi¬ 
tion, ß serait l’op^ration identique et la quesUon serait toute resolue). 
D’autre part, que nous ayons du non pris eetle precaution, nous pourrons 
coramencer (moyennant une Inversion I appliqnee ii tonte la flguro) par 
supposer que a est le point ä Tinfmi, autrement dit, que Sg est devenu un 
plan (Sä etant modifie en consequence). . 

Tontefois, nous savons qu’il y a k cette construction un cas d’impossi- 
bilite, celui oü S, et Sg seraient concentriques : le produit ,8183 des deux 
premieres inversions serait alors une liomothetie direcle. , 

S'il n’en est pas ainsi, nous pourrons recommencer roperation sur les 
sph&es Sä,Sg et remplacer h .son tour 83 par un plan, ii moins que S 3 S 5 ne 
soit une homoLhetiß. Continuant ainsi, nous aurons remplace les facteurs 
de 0 par une suite de symetries par rapport ä dos plans et d’homotheties, 
la derniere spliere d’inversion T restant seule quelconque. 

Comme une figure egale ou symetrique ä une liomothetique f d’une 
figure donnee F, dans un rapport donne (positif) k est bomoUietique, dans 
le ineme rapport, ä une figure Fj egale ou symetrique ä F, le second centre 
d’bemothetie .pouvant nadine etre ehoisi arbitrairement, on voit que, dans la 
suite pröcddente de symetries et d’bomotbelieB, en peut faire passer toutes 
ces dernieres ä la .fm, et les remplacer par une seule dont meme on pourra 
prendre le centre arbitrairement. 

Dans le cas oü la transformation donnee ü conserve le point ä l’infini n, 
eile est ainsi reduite ä un produit de symetries suivi d’une homothetie, 
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c’est-ä-dire que la figure transformee F' est semblable ä la figure qmmi- 
live F ou ä une symetrique de F (suivant que le nombre des inversions est 
pair ou impair). 

Supposons, au contraire, que le point ä Finfmi a ait un transforme a' ä 
distance finie : il restera alors, outre un produit de symetries suivi d’uno 
homothetie H, une derniere Inversion T qui ne se reduira pas ä une symetrie 
et qui aura son pole au point a'. Nous usez'ons alors de la faculte qui, nous 
venons de le voir, nous est donnee de choi.sir arbitrairement le centre de 
rhomotbetie, et nous prendrons pour ce centre le point a' lui-meme. Des 
lors le produit HT se reduit ä une Inversion unique U de pole a'; la figure 
transformee F' est inverse d’une figure Fj egale ä F ou ä une symetrique 
deF. 

Si le nombre total des inversions qui entront en facteurs dans Q est 
impair, F^ derive de F par un nombre pair de symetries,' c’est-ä-dire par im 
deplacement, reductible lui-meme ä quatre symetries. 

Dans le cas 'contraire, on peut trouver directcment (ex. 607, p. 109) la 
forme la plus simple ä laquello peut etre reduit le produit de symetries, en 
nombre impair, qui precede l’inversion U, Mais il nous suffira de demontrör 
que le nombre des facteurs peut etre reduit ä trois. Pour cela, soient h m 
point quelconque de F; 6i, son homologue dans F^; P, le plan perpendi- 
culaire au milieu de ööj; Fa, la figure symetrique de Fj par rapport ä P. 
Gotte derniere figure Fg derive de F par un nombre pair de symetries 
(celles qui transforment F en Fj plus la symetrie P), donc par un deplace- 
ment. Mais, de plus, le point ö de F co'incide avec son homologue dans Fg, 
donc le deplacement en question est une rotalion R (donc le produitdo 
deux symetries par rapport k des plans secants). 

Ainsi, 1 Operation Q est decomposee en une rotation R (passage de F ä 
Fg), une symetrie P (passage de Fg ä F, j et une Inversion U. 

Le produit de ces deux dernieres operations sera, au sens anallagmatique, 
une rotation si le plan P est secant ä U. On peut toujours choisir le point b 
de maniere qu il en seit ainsi et, par exemple, que le plan P passe par un 
point ccj pris arbitrairement ä l’interieur de la sphere U. Si, en effet, aoest, 
dans la figure F, 1 homologue de consider.e comme point de la figure Fj, 
il suffira de prendre b dans le plan perpendiculaire au milieu de ao“i • 
on aura alors bx^=zbxfy et, par consequent, aussi boL^—b^a.^. 

O est donc bien reprdsente par un produit de deux rolalions, 

^ On monlrera meme, plus loin {891-892), qu’on peut imposer ä ces rota- 
tions des conditions supplementaires. 

^ Remarque. Nous avons commence par faire passerle point a ä rinfmi,ä 
1 aide dune inversiouL Appliquantä nouveau cette Inversion, de maniere ä 
revenir a la figure primitive, nous voyons que l’operation spherique ü peut 
e re^ ecomposee en un produit de quatre inversions tolles que trois des 
sp eres correspondantes passent par un point donne quelconque a, pourvu 

-que ce point ne coincide pas avec son homologue. 
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»epations qui consepvent un cepcle. 

ins que notre Operation ü, produit d’un nombre quelconque d’in- 
jonserve un cercle donne C. 

conserve tous les .points de C, il est aise de voir (en s’inspirant 
pes precedents) qu’elle est necessairement seit une inversion par 
une sphere qui contient C, soit un produit de deux telles inver- 
t-ä-dire une rotation autour de G. 

;oit tti un point de G qui ne coi’ncide pas avec son transforme a\. 
Tons (n° precedent) faire que toutes les spheres d’inversion pas- 
1 , ä l’exception de la derniere U. Gomrae Tinversion U doit chan- 
a'j et que, d’apres l’hypothese, a'i est aussi un point de G, la 
3St necessairement orthogonale k G (670). 
iott U ne change donc pas G, et il doit en etre de meme du pro- 
ä inversions restantes, produit sur lequel on peut, parconsequent, 
comme nous venons de le faire. U etant mis ä part, toutes nos 
inversion, et aussi, par consequent, toutes celles que nous pour- 
conduit ä leur substituer d’apres la methode du n" 862 passent 
t par « 1 . Si n’est pas une inversion unique ni une rotation 
G, onpourra les faire passer, k l’exception d’une, par un deuxieme 
le G, la sphere restante etant orthogonale k G. On pourra, au 
3ommencer une fois de plus, avec un troisierne point a^, Mais 
bre qui passe par les points aj, «a, % contient le cercle C tout 
nc, tonte Operation teile que O est le produit: 

%version par rapport ä une sphhre passant par G, ou d'une 
utour de Q>\ 

ions par rapport ä des spheres orthogonales d G, en nombre au 
ä trois, 

3 de ces dernieres renverse le sens de description sur G. Si donc 
une Operation spherique et que celle-ci conserve non seulement le 
lis le cycle C, les spheres d’inversion orthogonales k C sont en 
air et, par consequent, au plus au nombre de deux, les deux der- 
3 deux premibres inversions donneront alors une rotation autour 
si, une Operation qui conserve un cycle G est le produit d'une 
utour de G et d'une Operation simple conjuguee ä G (produit de 
rsions par rapport k des spheres orthogonales k G). Mais cette 
i’est pas necessairement une rotation. . 

I Operation conservaitle cercle G, mais en eninversant le sens, on 
meme qu’elle pourrait etre representee par une transposition d’axe 
ulaire k G, combinee ou non avec une rotation d’axe conjugue k C ; 
ui va btre, au n° suivant, remplacb par un autre plus precis. 

etour sur l’homographie. 

ultats precedents peuvent etre complbtbs grkee k la relation dans 
is sont avec ceux des n‘’V646 et suivants et permettent, inversement, 
iter ces derniers. 

lETRlE. II. ■ i 40 ‘ 
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Considerons specialement la correspondancB que notre Operation ü dtablit 
entre les points du cercle G (ce qui nous permettra de faire abstraction des 
deux premieres inversions mentionnees ci-dessus), Cette correspondance 
3C est homographique, d’apr&s le n° 688. Si d’ailleurs nous trouvons une 
Operation ü' analogue ä ü et donnant entre les points de G la meme cor¬ 
respondance que ü, cette derniere est le produit de ü' par une rota- 
tion autour de G ou une Inversion relative ä une sphere contenant C. 

Prenons d’abord, cette fois, le cas oü il y a Inversion du sens sur G. 
Alors les points doubles p^ q de l'homographie 3C sont reels et distincts. I! 
est clair, en effet, que si un point m et sontransforme m' decrivent chacimie 
cercle G t^ut entier (avec retour au point de depart) mais en sens inverses, 
ils devront se rencontrer deux fois. Dans ees conditions, nous savons (650) 
que le rapport anharmonique [mm'pq) est une constante, laquelle est ici 
negative. Une Operation qui produit une teile correspondance entre m et m' 
est {cf. 862) la generalisation anallagmatique d’une homothdtie imerse. 
Pour rester Adele ä la marche adoptee dans ce qui precede, nous rempla- 
cerons une teile homothetie par deux autres, Tune de rapport posilif, 
l’autre (861 Remarque^ de rapport egal ä — 1. Gette derniere pouvant etre 
consideröe comme le resultat d’une Inversion par rapport ä la sphere So qui 
coupe orthogonalement G aux points p etg, onpeut preciser (864, Remarque II 
le dernier resultat du n” pröcedent en dössiii qvL une Operation syherique ü 
qui conserve un cercle -G en en renversant le sens est le produit d’une 
transposüion par rapport ä un cercle y perpendiculaire ä C ei d'une homo¬ 
thetie anallagmatique dorit les centres sont les points communs d G-et äy. 

Supposons maintenant ä nouveau qu’il y ait Conservation du sens. Les 
points doubles peuvent encore etre reels et distincts: d’apres laremarque 
precedente, ü sera alors le produit d’une rotation autour de C et d’une 
homothetie dont les centres seront situ6s sur C. 

Si les points doubles ötaient confondus, 'nous n’aurions qu’ä remplacer 
rhomothetie par une translation (celle-ci dtant engendree par deux sphferes 
orthogonales a G en un meme point). 

Enßn si les points doubles sont imaglnaires, la seconde Operation simple 
ne peut etre ni une homothetie ni une translation, c’est donc une veritable 
rotation d'axe conjugue d C. 

Lorsque G est une droite, c© resultat complete notre theorie precedente 
de l’homographie, en nous montrant que, sur une droite G, toute homo- 
graphiedont les points doubles sont imaginaires peut etre eonsideree comme 
le resultat d’une rotation circulaire dont Taxe A est axial ä G. 

Mais ce resultat peut fetre encore simplifie. Menant par G un plan quel- 
conque, celui-ci ci coupera le cercle A en deux points symetriques a, ö, et 
la relation entre les points m et m' consiste en ce que les cercles amb, am'b 
doivent se couper sous un angle constant 2Y. Or, Tangle que fait avec C 
le rajon ao du cercle amb [ßg. 665) est double de celui que fait avec la 
meme droite la droite am; et de meme en ce qui concerne ani'b, Nous 
avons donc cette propoeition, reciproque d’une remarque faite au ii° 850 : 
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Si deux divisions homogmphiquss sur une meme droite sont telles 
que les points douMes soient imaginaires, il existe un point a duquel on 
poit SOUS un angle constant l& 

Segment compris entre deux points 
homologues quelconques. 

871. Cas d’une apeiration 
simple. 

Le raisoraiemeafc precedent s’ap- 
pliquant lorsque le nombro des in- 
versions donnees est ide deux, an 
xoit que les cas oü une Operation 
simple conseree le cercle € sont 
les suivants : 

1“ L’axe de rotation n’est autre 
que ,C; 

2® L’axe est axial ä C; 

3“ L’axe est perpendiculaire ä (L Mais alors il stagit d’une transposition 
et, 4e plus, il y a inversion du sens sur G, tandis que, dans les cas 1“ et 2% 
le cycte G est conserve. 

Cet enonce reste valable (son ioterpretation resultant .des conventions 
prdcedente&) pour un icercle imaginaire, pour ane bomobhötie anallagma- 
tique et joaönae pour une translation (f axe A de la rotation se ueduisant b 
un point, et les cerales axiauxa A, b des cercles .passant par ce point). 

Parmi les categories ainsi trouvdes de ceroles G, la catdgorie 3* est la plus 
gendrale : A etant donne, il passe une infmitd de cercles :3" par un point 
arbitrairement donne de l’espace, au lieu que ce point n’appartient qu’ä un 
seul cercle 2“ et que le cercle 1“ est unique. 

872. Notons enfm que le produit de deux transpositions dont Les axes 
sont conjugues entre eux est Vinversion negative orthogonale ä ces deux 
axes : cet enonce est la traduction anallagmatique, autrement dit le trans- 
forme par inversion de celui par lequel, au n° 854, nous avons reprdsentd 
une inversion negative. 



II. — Les cercles PERPENDIGULAIRES COMPUNS est la PAfRATAXIE. 

873. Le Probleme londamental, dans le sujet qut mous oeciipe, est le 
suivant: ’ 

Probleme. — Trouver un cercle perpendiculaire commun ädeux cerdeä 
dönnes Gl, Gg de Vespace. 

On reconnait immddiatement (864, Remarque L) qUe la rocberdbe d’un tel 
cercle equivaüt ä celle de deux splieres Si, S'j orthogonales entre elles 





passant par C^, et de deux spheres S^, S'g orthogonales entre elles passant 
par Cg de maniere que Sj soit orthogonale ä S'g et Sg ä SV Le cercle 
cherche sera Fintersection de Sj avec Sg si ces spheres sont secantes ou,. 
pareillement, celle de S\ avec S'g. 

Or, lorsque deux spheres variables passent Fune par le cercle fixe Cj,, 
Fautre par le cercle fixe Cg, et sont assujetties ä etre constamment ortho¬ 
gonales entre elles, elles varient homographiquement. C’est ce qu’on 
reconnait tres simplement en prenant pour Cg iine droite, puisqu’un plan 
passant par cette droite est orthogonal a une sphöre lorsqu’il contient le 
centre de cette sphere. 

D’apres cela, ä deux spheres orthogonales arbitraires passant par C, 
correspondront, de par l’hoinographie FT qui vient d’etre dcfinie, deux 
spheres (respectiveraent orthogonales aux premieres) passant par Cg et qiu 
decriront une Involution. II est clair que la solution cherchee -est fournie 
par les spheres reclangulaires de cette Involution. 

On voit, du meme coup, que les quatre spheres S,, S',- sont toujours 
reelles. II n’en est pas necessairement de meme des cercles perpendiculaires 
communs r (intersection de Si avec Sg) et r’ (intersection de S', avec S'g): 
toutefois, Fun d’entre eux au moins est reel (Voir ci-apres 874-876). Dans 
le cas oü ils existent tous deux, on voit que le probleme a deux Solutions 
qui sont deucc cercles conjugues entre eux. 

II est aise de voir ce que devient ce rdsultat dans les cas speciaux enu- 
meres au n° 864. II ne tombe pas en defaut dans les cas (a), (d), (e). Le Pro¬ 
bleme admet, au contraire, une infinitd de Solutions dans les cas(öj,(c),(/’); 
mais, en realit6,'les deux deriiiers relevent de celui de la parataxie dont 
il nous reste ä parier. 

874. Auparavant, observons 
que (871) un cercle perpendi- 
culaire commun est l'axe 
d'v.ne iransposition qui con- 
serve C^ ef Cg, tout en renver- 
sant le sens sur chacun d’eux. 

875. Grace ä ce fait Fonda¬ 
mental, les cercles perpendi¬ 
culaires communs sont, en 
particulier, en relation avec les 
Solutions du probleme suivant: 

Mener, par le cercle C^ une 
sphere S quicoupe C^sous un 
angle donne v. 

Pour resoudre ce probleme, 
nous pouvons supposer que Cg 
soit une droite (que nous con- 
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•sidererons comme verticale) etprojeter sur un plan H perpendiculaire ä cette 
droite. Soient 0 ou, en projections horizontale et verticale, (o,o') le centre 
du cercle G, ^ 0 ß (ow, o'w'), Taxe de ce cercle, que nous pouvons supposer 
etre de front {fig. 666) : le probleme consistera ä trouver, sur cet axe, le 
■centre ü (w, &>') de la sphere cherchee de maniere que Ton ait 

D ti> Cg 
cos U = = - 7 —? 

R 0) a 

en designant par D la distance du centre ß ä la verticale Gj, distance pro- 
jeteehorizontalement en vraie grandeur suivant w Cg-, par R, le rayon de la 
sphere, projete en vraie grandeur verticalement suivant w'a', si Fondesigiie 
par AB (oa', bb') le diametre de front du cercle Cf 
Le Segment Oß de Taxe du cercle est diminue, en projection horizontale, 
■dans un rapport connu cos a. Diminuons dans le meme rapport le rayon R, 
le Segment ainsi obtenu etant reporte perpendiculairement h la droite ow du 
plan horizontal, ä partir du point o, suivant op : le triangle rectangle 
■opü) sera semblable ä o'a'to', avec le rapport de similitude connu cos a, et 
Ton voit que le point (w, &>') repondra ä la question si Ton a 


Un tel point s’obtiendra donc par Fintersection de la parallele ä la ligne 
de terre menöe par o avec le cercle-lieu des points to du plan horizontal qui 
satisfont ä (1). Le probleme, s’il est possible, a, en ‘general, deux Solutions. 

Or, la propriöte enoncee au n“ pre'cedent nous indique immediatement 
comment, connaissant Fune de ces Solutions, on peut obtenir Fautre : il 
suffira de transposer la premiere sphere obteniie par rapport h Fun ou ä 
l’autre des deux cercles r, U perpendiculaires communs ä C, et ä Cg, puisque 
cette transposition ne changera ni 0^ ni Ca ni, par consequent, Fangle 
■soiis lequel une sphere passant par coupe Ga. 


876. Comme il est bien connu, les Solutions existent ou non, le cercle et 
la droite ayant ou non des points de rencontre, suivanL les valeurs de la 
quantite (1) : cette quantitb, lorsque w decrit toute la parallele ä la ligne de 
terre, oscillera entre deux limites extremes(‘)^, L' telles que pour k~lj\ 
les deux Solutions du probleme viennent se confondre. Or, cette derniere 
circonstance ne peut avoir lieu que si la sphere unique ainsi obtenue comme 
Solution passe par Tou est orthogonale h r, puisqu’elle doit coincider avec 
sa traiisposee par rapport a r. 

L’intervall6(Z,/')ne comprendpas(sauf cas exceptionnels) la valeur zdro(®). 
Il comprend certainement la valeur + 1 (atteinte lorsque w est ä Finfini ou 

(1) Le dernier merabre de (1), qui prend la valeur 1 lorsque w est ä l’infini, ne peut dvidem- 

mentötre ni trfes grand ni tres petit, sauf cas exceptionnels qui, on s’en assure aisement, 
correspondent aus cas (e), (/■). ^ 

(2) Yoir la note prdeddente. 













sur la perpendiculaire au milieu depC^), de sorte que les- valeurs extremes 
eorrespöndantes de-cos v coraprenuent entre ollos la quaiitite cos a. Mais il 
est clair c|ue, eu ce qui regarde Tangle u, deux cas sout possibles 
ou bieu. l et l' sonl des quautitßs toriües deux inlerioures ii 1 : tonte 
Position du point {w,w'), c’est-ä-dire toute- sphere passant par Gi, donno alors 
un angle reel, qui varie entre deux limites V,V'; 

ou bien le maximumde k est supdriearä 1 : alors, il y a une sphere passant 
par Gl qui coupe Ca sous un angle maximum V, Tangle v eiant susceptiblo 
de decroitre depuis ce maximum jusqu’ä la valeur zero (sphere tangerfte)^ 
puis cessant d'exisfer. 

C’est la distinetion fait© au loP 865 entre cercles enkces et non enlaces. 

877. Plagons-nous dans le premier cas. Les 9 |dieres Sj, 8 / coupant toutes 
deux Cg, les deux cercles perpendieulaires communs r, r' sont rcels et les 
angles extremes sout Fun celui souis lequel s© coiipent S^, S 2 ,,li’autr 6 celui mus 
lequel se coupent-S'i, S'g. On remarquera que ces valeurs V, V'ne changßnt 
paslorsqu’on intervertit les rdles des deux eei’cles donnds, faitdont la raison 
apparaitra plus loin sous une autre forme. 

V et V' sont evidemment des invariants anallagmatiques de la figure F 
formee par nos deux cercles. Ge sont. les seuls invariants de cette ßgure 
(c’est-ä-dire que tout autre invariant est une fonction de V et de V'). Pour 
le demontrer, noua allons constater que. la eonnaissance de V, V'suffit ä 
construire une forme reduiteFo {?l, 288) ä kquelle la figure F peut etre 
amende par une suite eeiavenable d’inversions. 

Tout d'abord, notig pottvons, moyeiinant une premihre inversion suivio 
d un ddplacement convenable, admettre que l’iin des points de rencontre 
de F avec Cj est ä linfini, Fautre ä Forigine des coordonndes, de sorte que 
<•-1 et F^deviendront deux droites rectangulaires, que nous pourronsprendre 
respectivement pour axes des x et des y. La. sphere S'g, orthogonale ä F, 
aura donc son centre sur Faxe des y et devra couper Faxe des so sous 
1 angle \ . Ceci la determine ä une homothetie par rapport ä Forigine pres : 
et, comme nous pouvon .9 appliquer ä la figure une teile homothetie, nous 
pouvons admettre que le centre de S'g est ä une distance de Forigine egale 
a 1 unite de longueur, ce qui le ddtermine corapletement. Des lors, Cg est, 
sur cette sphere, ira grand cercie dont le plan passe par Faxe des y et fait 
avec le plan des xy Fangle V. La ßgure Fq formee parun tel grand cercie 
et 1 axe des a? est anallagmatiquement equivalente ä F et nous pouvons bien, 
comme nous Favions annoned, la construire, connaissant seulement V et V'. 

1 c onc on consideie deux autres cercles C'^, G'g donnantlieu aux meines 
angles extremes V, F que C„ Cg, la nouvelle ßgure (G'„ G'g) seraaussi anal- 
lagmaliquement äquivalente ä Fq et, par consequent^ ä F. 

, ’ C. Q. F.,D. 


1 L’angle u est le plus petit angle que fasse la sphere S avei 
p ere quelconque passant par Cg. Donc, soii miiiimum V represente h 
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plus peiit angle sous leqiiel puissent se coiiper, en un point quelconque m 
derespace, les spheres menees par ce point et par 0^,02 respectivement. 

878. Dans le cas des cercles non enlaces, l’nne des spheres Si, S'^ ne 
coupe pas Cg et il n’y a qu’un cercle perpendiculaire commun reel: v n’a 
qu’un maximum et point de minimum (sauf zero), ce quine donnerait qu’un 
seul invariant. Mais ici, encore, on peut considerer le rapport anharmoni- 
que intercepte par les deux cercles donnes sur le cercle perpendiculaire 
commun, — rapport anharmonique qui, si Ton etait dans le premier cas, 

V' 

serait egal (859) ä — tg® - — : on aura amsi le second invariant cherche. 

Dans la forme reduite Fq, ce second invariant represente le rapport des Seg¬ 
ments interceptes par S'a sur Taxe des y a partir de Forigine : sa con- 
naissance pennet encore de determiner la sphere S'g ä une homothetie pres 
et, par consequent, d’acbever la dömonstration comme ci-dessus. 

879. Le cas paratactique. 

Nous avons dötermine les quatre spheres S^, S',- et, par consequent, les 
cercles perpendiculaires comrnuns ä l’aide du diedre droit d’une involution, 
— celle qui correspond, de par l’homographie H, ä l’involution des spheres 
orthogonales passant par Gj. 

Mais il peut arriver que cette involution ait tous ses couples de directions 
homologues rectangulaires. Alors le probleme precedenl; devient indeter- 
m?ne, et il y a une inßnile de cercles perpendiculaires comrnuns, conjiigues 
entre eux deux ä deux. 

Nous dirons, dans ce cas, que les deux cercles donnes sont pamtac^ues. 

On pourra alors se donner arbitraireinent Fun des points oü le cercle 
perpendiculaire commun rencontre Gi ou Cg (Fautre etant Fopposö du pre¬ 
mier), ou encore la sphere passant par Gi ou Cg et qui doit contenirle cercle 
cherche. 

Faisons maintenant intervenir le fait conslale au n“ 874. Chacun des 
cercles perpendiculaires communs sera^ cette fois, Faxe d’une transposition 
qui (sauf en ce qui regarde le sens) ne changera ni C, ni Cg. Soient alors 
deux spheres quelconques passant par : elles seront transposees Fune de 
Fautre par rapport ä un cercle perpendiculaire commun, ou meme par 
rapport ä deux cercles perpendiculaires comrnuns (situds respectivement 
sur les deux spheres qui divisent en deux parties dgales Fangle des deux 
premierea). Donc, ces deux sphferes et, par consequent, toutes le& spheres 
que l'on peut mener par Ci, coupeM sms le meme angle 

Les angles extremes V, V' consideres plus haut sont alors egaux entre eux. 

La conslruction du n° 875, relative au cas oü on a prispour Cg une droite, 
met.aisement en evidence la possibilite de cette circohstance. Il Sufflt que, 
dans le plan horizontal H, le point Ga coincide avec p (le cas oü ces deux 

(t) Le rapport anLannonique intercepte par C, et Cg sur un cercle perpendiculaire commun 
quelconque est, de meine, constant. 





GliOJiliTRIl-]. 


Gi8 

yioinis seraient syraetnques Tun de l’autre par rapport ä ow, n’etant, 
bien enlendu, pas disLinct du premier). La figure est alors celle qui est 
representee {ßg. 666 bis), sur laquelle on lit, gräce ä la similitude des 
triangles GgOw, a' o'u', d’unepart 
que toute sphere passant par G, 
coup'e la droite Gg sous un angle 
constant (puisque la quantite (1) 
est constante); de i’autre, qu\m 
plan passant par Ga et une sphere 
passant parG^ tournent d’angles 
eganx lorsguHls varient en res- 
iantassujettis ä se coupeväangle 
droit, ce qiii donne bien la pa- 
ralaxie d’apres notre definition 
initiale. 

880. D’apres cequi precede, on 
est assure que deux cercles sont 
paratactiiiues : 

s’ilsadmettentplus de deux cer¬ 
cles perpendiculaires conimuns; 

s’ils admettent deux cercles perpendiculaires cotnmuns non conjuguös 
entre eux; 

si, par Tun d’eux, onpeut faire passer plus de deux spheres coupantl’autre 
SOUS le meine angle; . 

si, un cercle perpendiculaire commun Ctant' tracd, on peut mener, par 
Tun des deux cercles donnes, deux spheres coupant Taulre sous lo mbme 
angle et non transposees l’une de l’autre par rapport au cercle perpendi¬ 
culaire commun connu. 

881. D’autre part, d’apres la ßg. 666, ou, mieux encore, d'apres la 
forme reduite Fo obtenue au n” 877, on voit qu’on obtiendra une droite 
paratactique ä un cercle C de cenire 0 et de rayon R en menant, dans ce 
cercle, une corde quelconque situee ä une distance OlI=:cJ du centreetla 
faisant tourner, autour du dia,m&tr6 OH qui lui est perpendiculaire, d’un 

angle Y (coe V j 4gal H oelui soua lequel eile coupe la oirconferenee : 

plus precisement, si Fon a donne un cycle C, la droite orientde A se ddduit 
de la corde, supposee elle-m&me orientee, par une rotation positive d’angle 
egal ä celui sous lequel cette corde Coupe le cycle. 

Etendant au cas general par Inversion, on voit que Fon a deux cercles 
paratactiques par la construction suivante : deux cycles cospheriques et 
secants C^, £ etant coupes par un cercle orthogonal commun F, on fait 
tourner C autour de F d’un angle V egal ä celui sous lequel se coupent (2 

et Gl ou si Fon veut (859) d’un angle V tel que — tg® ^ soit egal au rapport 



PlG. 666 bis. 
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anharmonique intercepte par C et sur r. La nouvelle position occupee 
par C apres cette rolation est, d’apres ce que nous venons de dire, un cycle 
paratactique avec Gj; et cela resulte aussi du numero pr6cedent : car on 
leiir connait dejä deiix cercles perpendiculaires comrnuns, F et le lieu cj en- 
gendre, dans sa rotation autour de F, par un point d’intersection de Gj et de 
G; et, de plus, les spheres (Cj, <2) et (G^, er) coupent Gj sous le meme angle, 
Sans etre transposees Tune de l’autre par rapport ä F ou par rapport ä er. 

881 bis. Reciproquement, la construction pröcedente donne tout cercle 
paratactique ä un cercle Cj, en prenant pour F Tun quelconque des cercles 
perpendiculaires communs. 

882. Lorsque l’angle de parataxie V est droit, les deux cercles Gi, Ca sont 
aximx. 

Lorsque V devient nul, on a deux cercles tangents. Deux cercles tan- 
gents ou, ce qui revient au meine pour nous, deux droites paralleles, 
sont donc un cas-limite de deux cercles paratactiques. II sera souvent inte¬ 
ressant de voir ce que deviennent, dans ce cas simplifie ä Textreme, les 
proprietes auxquelles nous parviendrons dans ce qui va suivre. 

883. Les droites paratactiques ä un cercle C interviennent dans une 
tlieorie toute differente (et qui n’appartient pas k la Genmetrie anallagma- 
tique), celle du cöne oblique ä base circulaire. On appelle focale d’un tei 
c6ne, une droite issue du sommet S et teile que deux plans rectangulairos 
quelconques menes par cette droite soient conjugues Tune de l’autre par 
rapport au cöne. Getto propriötö rapproche visiblement les focales desfoyers 
d'une conique (Cf. 775) et justifle le nom qui leur est donne. 

La construction de ces focales se rattache, coinme on va le voir, aux 
principes des n”“ 779-787 bis. Nous savons, en effet (861 bis), que deux 
droites vues du point S sous un angle droit sont deux droites conjuguees par 
rapport au cercle imaginaire S,' intersection du plan de base H du cöne 
avec la sphere-point S. Les traces des focales chercliees sur le plan H ne 
sont donc autres que les ombilics (786) du cercle de base donne et de ce 
cercle imaginaire S, ombilics ä la recherche desquels on constatera sans 
difficulle que la theorie des numeros cites s’applique comme si le cercle S 
elait reel. 

Des lors, joignons le sommet S (s, s') du cöne au centre 0 (o, o') de la 
base et projetons la droite S 0 sur le plan de base. Le plan projetant, qui 
est un plan de symötrie de la figure et qui est pris de front sur la fig. 667, 
pendant que le plan de base est pris comme plan horizontal, coupe le cöne 
suivant deux generatrices S A (s a, s' a'), S B (s &, s' b'), Menons la bissec- 

trice (s /, s' f) de Dangle IBD et la bissectrice (sg, s'g'), perpendiculaire 

ä la premiere, de hangle supplementaire (Cf. p. 77, note 2) deAS B, jus- 
qu’ä rencontre en f, p’avec le plan de base, puis, par le point f, la droite 
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de bout, fl f fä* D’autre part, s etant la projection du sommet sur le plan 
de base, tragens dans ceiui-ci la circonference a qui a os comme diametre. 
Les points de rencontre fj, fa de cetfce ckcouference avec la droite de bout 
menee par f sont sur les focales chercMes. Eu effet, les points f, inverses 
Fun de Tautre tanfc par rapport ä G que par rapport a S, sont des pöles 



doubles, le troisieme pole double etant a rinfini sur la perpendiculaire ä. 
0 f g. La droite fi f fa est donc un cote du triangle conjugud commun. En 
tout point fl de cette droite, les deux involutions formees Tune des droites 
conjugudes par rapport ä C,l’autr6 des droites conjuguees par rapport ä S, 
ont dejä un couple commun (f f, f^g) : pour qu’elles coincident, il sufflt 
qu’elles en aientun second. Nous le determinerons en en faisantpasser Fun 
des rayons par le point o. Gomme le pöle de o fi est ä Finfini sur la direc- 
tiqn perpendiculaire a o fi, notre di§dre droit devra couper le plan de base 
suivant un angle droit. C’est ce qui aura lieu (363) si o fi est perpendicu¬ 
laire au plan f^ S s, c’est-ä;-dire si f, est sur le cercle a. Ce dernier coupela 
droite de bout (puisque f estentre o et s) en deux points reels fi, fg qui 
sont les ombilics (opposes) dierches, et l’es seuls,. puisqu’il n’y a pas dfe 
tangente commune reelle. 
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Oa peut d’ores et dejä remarquer que la definition precedente des focales 
est independante de la position du sommet du cöne sur Tune d'entre eiles, 
puisqu’elle fall intervenir uniquement un diedre droit pivotant aulour de la 
focale et les traces de ses faces sur le plan du cerele de base. On peut donc 
dire qu’une droite est focale d'un cevcle. 

884. Nous allons voir qu’wne teile focale est paralactique au cercle C, 
autrement dit, qu’ä deux plans rectangulaires menes Sf^ correspondent, 
par orthog-onalite, deux spberes orthogonales entre elles passant par G. Ici, 
encore^ toujours en vertu de la meme propriete de rinvolution, il suffit de 
faire k verification pour les deux diedres droits que nous avons envisages 
en particuMer tout ä Theure. 

Or d’abord, le plan S fi s etant vertical, la sphere orthogonale corres- 
pondante se reduit au plan de base ; et, dkutre part, le plan S fi o est 
orthogonal ä la sphere qui a G comme grand cercle. En second lieu, d’une 
maniere generale, la sphere passant par G et orthogonale ä un plan quel- 
conque aura pour centre rintersection de ce plan avec Faxe du cercle C : 
'pour le plan de bout S /’i/', ceci donne un centre dont laprojection verticale 
w'i est sur le prolongement de s' f et, pour le plan S f^ g, un centre dont 
la projection verticale est sur le prolongement üqs' g'. Or, on sait que 
les points w'a sont diametralement opposes Fun ä Fautre sur le cercle 
circonserit au triangle s' d h': ce qui donne bien la conclusion annoncee. 

Nouslaissons au lecteurle soin de demontrer, en reprenant ce raisonne- 
menten sens inverse, que, reciproquement, une droite est focale de tout 
cone ayant pour sommet un de ses points et pour base un cercle qui lui est 
paratactique. 

885. Cycles paratactiques. 

Deux faisceaux de plans homographiques tels que deux plans rectangu¬ 
laires de Fun correspondent toujours ä deux plans rectangulaires de Fautre, 
sont necessairement (cf. Note du n“" 859, p. 611} deux faisceaux egaux. On 
yoit donc dejä que lorsque, par‘ deux cercles paratactiques, on fait passer 
deux spheres orthogonales en Ire elles arbitraires, ces spheres tournenl 
d'angles egaux: et ceci definit, sur les deux cercles, des sens correspon- 
dants. II est aisd de voir que les sens correspondants en question sont aussi 
ccux dans lesquels se depkcent, sur et respectivement, les points de 
rencontre avec un meme cercle perpendicukire commun variable. 11 y a donc 
lieu de parier, plus preeisement, de eycles paratactiques. 

Nous aurons dventuellement k eonsiderer deux cycles paratactiques au 
sens pres, c’est-ä-dire tels que le second soit paratactique du prämier pris 
en sens inverse : deux tels cycles seront dils antüacliques. 

Deux cercles paratactiques etant evidemment enlaces, on voit (865) qu’il 
, existe des parataxies. directes et des parataxies retrogrades. 

885 bis. Le seul eas oü deux cercles soient paratactiques quels que 
soient les sens choisis sur eux (ety par consequent,‘oü ils soient ä la fois en 
parataxie directe et en parataxie retrograde) est celui oü ils sont axiaux. 
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Pour le cas-limite de deux droites paralleles, il est clair «qu’!! y a lieu 
pour la paraLaxie, de donner ä ces droites le meme sens. 

Les deux focales d’un cöne ou d’im cylindre oblique ä base circulaire sont 
symariques Tune de l’autre par rapport au plan de symetrie qui passe par 
le sommet du cöne et Taxe du cercle de base (plan de front de la fig, 667, 
p. 630). La symetrie par rapport ä un plan changeant la disposition des ligu- 
res, ces deux droites auront, avec le cercle de base, des parataxies d’especes 
differentes, Tune directe et Fautre retrograde. De plus, si Fon a choisi un 
sens sur le cercle de base et Oriente en consequence Fune des focales, 
comme la symetrie inverserait le sens du cycle, il faudra, pour le retablirj 
changer en meme temps celui de la seconde focale (les Orientations etant 
celles qui sont marquees par des flecbes en projection horizontale sur la 
ßg.36o, p. 624); mais ceci ne change pas Fespece de la parataxie corres- 
pondante. 


III. Les symetries- du Systeme de deux cercles. 
Bissegteurs et Faux bissegteürs. 

886. Nous avons vu que chaque cercle perpendiculaire commun ä 
deux cercles Cj, Cg (quelconques jusqu’cinouvel ordre) esi/’ame d’unetrans- 
position qui conserve ces deux cercles^ tout en en renversant le sens. 

Reciproquement (Cf. 871, p. 623), sauf si les cercles donnes sont cosphe- 
riques ou en Involution, on obtient Jainsi toutes les rotations qui les conser- 
vent tous deux. 

Dans le casgenöral, on voit qu’on a ainsi soit une, soit deux transposi- 
tion» conservant Cj et Cg. Il y en a, au contraire, une infinitö si les cercles 
sont paratactiques. 

887. Cj et Cg etant supposes paratactiques et non conjugues, soientr,, Tg 
eux de leurs cercles perpendiculaires communs, non conjugues entre eiix. 

r, et Fg sont paratactiques, puisqu’ils admettent les cercles perpendiculaires 
communs GiiCg, non conjugues. Ils admettent donc, eux aussi, une infinite de 
cercles perpendiculaires communs G, tous paratactiques les uns aux autres. 

La nouvelle senede cercles ainsi ohtenue est independante du choixde F, 
et de Fg parmi les diverses positions qu’ils peuvent occuper. On peut, en 
e et (avec la precaution deprendre opposes Fun de Fautre les points oii le 
coupe ä angle droit Fj), construire G par la methode du 
n 881 en partant de F„ et Fon voit ainsi qu’elle est independante de Fg. 
bemblablement, eile est independante de F^. 

En particulier, le conjugue de Gj, dans la serie en question, est bien 
determinö. ' 

^ Ona ainsi deux series de cercles en relations parfaitement reciproques 
^une avec lautre, tout cercle de Fune etant perpendiculaire ä tout cercle 
de_l autre. Chacune d’elles sera ce que nous appellerons (pour une raison 

qui apparaitra dans la .suite) une sem de marcea« droife 
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Les deux c( 3 rcles donnes, ainsi que tous ceux de la Serie dont ils font 
partie, sont conserves, mais avec inversion du sens, par Tune quelconque 
des transpositions P. Si maintenant on combine deux ou im nombre paii" 
quelconque de telles transpositions, Toperation produit « conservera chacun 
des cyc^es Gj, Cg, C. II existe^ manifesleinent uiie> tranformation w de cette 
espece qui change im point quelconque donne de en un autre point domie 
quelconque du meine cercle, et, par consequent aussi, il existe deux trans- 
Ibrmations de ce groupe changeant un quelconque donne des cercles per- 
pendiculaires cominuns en un autre quelconque donne de ces cercles. 

888 . Apres avoir parle des operations qui concernent chacun des cercles 
donnes, occupons-nous de cellesqui les changent Tun daiis l’autre. 

11 existe une infinite d’operations simples qui changent Cj en C 3 . II est 
facile d’en donner une construction generale : l’une quelconque d’entre elles 
est le produit de deux inversions dont la premiere changeraGj enun cercle y 
cospherique tant avec qu’avec Cj. Inversement, des lors, en se donnant 
le cercle cospherique y, on construira immediatement les deux inversions en 
question; d’unemaniere plus priicise, si Ton s’est donne les deuxcyc/cs Gj, Ga 
et que Ton se donne aussi le cijole y, la construction sera parfaitement 
determinee. Toutefois, on ne doit pas oublier que chaque Operation peut dtre 
obtenue par une infinitd de choix de ces inversions. 

11 resulte de lä aisemenb qu’il existe une Operation de l’espece considbree^' 
et une seule, qui, changeant Cj en Ga, change un point donne de en 
un point donne «3 de Ca- 

889. Mais, parmi les opdrations prbcedentes, nous avons encore ä consi- 
derer specialement les transpositions qui, changeant Gj en C 3 , changent 
dgalement Gg en Gj. 

Soit G Taxe d’une teile transposition, que nous appellerons un hissecteur 
des deux cercles (ou, s’il y a lieu, des deux cycles) donnes. Tout cercle 
perpendiculaire commun ä G et ä Cj sera egalement perpendiculaire ä Cg et 
un tel cercle etant connu, 011 pourra trouver (862) de deux manieres difle- 
rentes, dont l’une au moins sera reelle, ses points d’intersection avec G, et, 
des lors, ohtenir G lüi-meme de deux ou de quatre manieres differentes 
suivant que Ton se sera donnd seulement les cercles ou, plus precisement, 
les cycles que Fon se propose d’echanger Fun avec l’autre. 

Le fait que les angles extremes V, V' du n" 877 ne changent pas quand on 
change Ci et Cg devient maintenant d’une evidence immediate. 

Si les cercles donnes ne sont pas paratactiques, il n’y a que deux ou 
quatre Solutions, determinees comme nous venons de le dire. Mais, dans le 
cas de parataxie des cercles donnes, nous ne savons pas ä priori si G^ et 
le cercle inconnu G auront ou non entre eux cette meme relation. Dans le 
Premier cas, tous les cercles perpendiculaires communs ä G^ et a seront 
aussi perpendiculaires ä G, et ne fourniront qu’un seul et meme Systeme de 
deux ou de quatre Solutions ; il n’en sera rien dans le second, et le nombre 
des Solutions sera infmi. 
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Pour decider entre ces deux hypotlieses, apres avoir construit les deux 
points d’intersection p, p' d’un cercle perpendiculaire eonimuii r avec G, 
rernarquons que par run de ces points et, par consequent, parles deux,pnis- 
qii’ils sont opposes, passe un cercle deterrnine ^ de la serie de Villareeau 
droite (Ci, Ga); la transposition correspondante change neeessaireraent Gj 
en ivn cercle de la meine serie coupant F aux memes points que Ga, donc (881) 
eil Ga lui-meme, puisque, d’autre part, le sens de parataxie est le memo 
que celui de Gi avec Gg. Plus precisement, ce seront les deux cijdes 0,, 
Ga qui sollt aiiisi permutes, puisqu’ime teile transposition conserve tous les 
cercles de la serie perpendiculaire. G n’est donc autre que 

Les deux Solutions du probleine sont ainsi obtenues pour deux cycles 
paratactiques: on voit (887) qu’elles sont les memes, quel que soit le cercler 
pris dans la serie perpendiculaire et, par consequent, qiGelles correspondent 
ä la premiere des deux liypotheses precedemment envisagdes. 

Au contraire, c’est la seconde qui se presente pour deux cycles aiititac- 
tiques. Dans ce cas, et dans ce cas seulement et dans celui des cercles co- 
splieriques(^), on a une infinite de bissecteurs, ou plutot, corrmie nous les 
appellerons, de faux bissecteurs^ que Ton obtiendra, par exemple, en coni- 
posant la transposition G, qui echange les cycles paratactiques, avec celle qui 
a pour axe un cercle perpendiculaire cornmun quelconque. 

Dans ce cas aussi, et dans ce cas seulement, toules les operations simples 
qui transforment Ihm des cycles dans l'auire sont des transposüions, 
d’apres ce que nous avons vu au numdro precedent. 

Oll doit noter (Cf. 885 bis) que deux cycles axiauxgadmettent ä la fois mie 
infmitd de bissecteurs et une mfinite de faux bissecteurs. Ge cas est le seul 
avec celui de deux cycles cospheriques sdeants. 

Dans le cas degdnere oü les cycles paratactiques sont remplaces par deux 
droites paralleles, le bissecteur vrai donne la parallele mediane et les faux 
bissecteurs, les droites menees, par les divers points de cette parallele 
mediane, perpendiculairement au plan des paralleles donnees. 

890. L’existence des transpositions (toutes deux reelles, d’a'illeurs, dans 
ce cas), qui changent Tun dans l’autre deux cycles jiaratactiques, montre 
que les pieds d’un cercle perpendiculaire cornmun variable decrivent des 
divisions homographiques. La möme conclusion appliquee ä la serie perpen¬ 
diculaire exprime que le rapport anharmonique ddtermine par les deux 
cercles donnes sur un cercle perpendiculaire cornmun est constant. 

Le faitque taut cercle cospherique cornmun^ coupe etC^sous desangles 
egaux resulte de l’existence des faux bissecteurs, dont il existe toujours un 
qui est perpendiculaire ä y, ä savoir Taxe d’une transposition qui change un 
point cornmun de y avec C\ en un point cornmun de y et de Cg (®). 

(1) Meme raisonnement pour ce dernierque powr le pröeddent, puisque deux cercles d'une 
mßme sphöre S ont au moins un bissecteur situe sur S, et une infinite de cercles perpendi- 
■culaires comnauns. 

(2) fies opposes ö.,, ä, de n^, sont dgalement permutds entre eux de sorte que la transpo* 
sition en question conserve necessairement y. 
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IV. — Formes canoniques des OPERATIONS spheriques. 

Opß RAT IONS ET CONGRUENTES PARATACTIQUES . 


891. Nous avons appris ( 868 ) ä deeomposer toute Operation spherique en 
nn produit de deux rotatioiis. Ge preiaier resultat va nous permettre d’eri 
obteoirun autre beaueoup plus precäs. 11 nous donnera d’abord le suivant: 

Toute Operation spherique est Le produit de deux transposiliom. 

La demoDstration est calquee sur celle qiü a etd donaee au Livre VII 
(416-447) pour les deplaeements. Soient A, A' les axes des deux rotations 
doiMiees et 7 un cerele perpendiculaire commun ä ces deux axes. La pre- 
miere rotalion est (.&63) decomposable en deux transpositions dont laseconde 
par rapport ä 7 ; la deuxibme rotation, en deux transpositions dont la pire- 
rniere par rapport a y- Les deux transpositions consecutives par rapport ä ”f 
sß detruisant, notne conelusion est ß,tablie. 

Remarquu(*). ■— Le resultat ainsi demontre n’apas la meme portee qu’au 
Livre VII, parce q-a"il ne pennet pas d’obtenir aisement le produit de deux 
operations quelconques. 

II est toutel’ois utile de noter qu’on peut trös. aisement combiner un 
nombrequelconque de rotations d’axes tous conjugues & un mSme eerele, 
gräee au I’ait que deux quelconques de ces axes sont toujoiirs cosphdriques 
entre eux. -, 


892. Du. theoreme qui vient d’dtre dAmontre, on deduit mainteiiaut sans 


dil'ficulte le theoreme que nous avons en vue : 

Thdoröme. — Toute transformation spherique est ie produit (evidem- 
ment permutable) die deux operalions si'^ples conjuguees entre elles. 

(L’une au moins de ces operations est d’ailleurs une veritablß rotation.) 

En effet, roperation etant, conformement a ce que nous venpns de 
voir, decomposee en deux transpositions Yü, Ya» construisons les guatre 
spheres S^, SV, S 3 ,, S'a qui conduisent aux deux cercles A, A' perpendicu- 
laires communs b. Yi ßl h Yai premiere transposition est le produit des 
deux inversions la seconde, celuidesinversions Sg^SV- En vertu des 

relations d’orthogonalite qui existent entre les quatre spheres et des pei- 
mutabilitds qu’elles entrainententre les inversions correspondantes,on arrive 
immddiatement ä representer EOperation par le produit de deux operations 
simples d’axes respectifs A, A', une d’elles au moins etant une vraie rotation, 

puisgue Lun au moins des oercles A, A'est reeh 


d’ecomposition «n'quatre iH’S'öreions uu dutix rotations pouvaut S6 faire ^ 

demaniöres, ilen est de meme de la construclion du texte. II 
deuee qtfll «n est d« mtoe pour le rgsultat, c eBt-a_-a;me pour la 
transpesiLi'OBB j iwai« ■eela ressort, au. oontraire, immedlatemeut de mol 

tnumero suivant). 
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Remarque. — De ces deux operations simples, i’une est seule ä deplacer 
les points du cercle A (supposd reel), et l’autre seule ä faire touriier les 
spMres qui passent par A. 

89^. Mais on voit aiissi apparaitre immediatement le resultat le plus 
important de la theorie actuelle ; il se peut que la decomposüion prece- 
dente soit possible d'une infinite de manieres. 

G’est ce qui arrivera, en effet, des que les axes yn Ta des deux transpo- 
sitions seront paratactiques entre eux ; il suffira de prendre pour r Tun des 
cercles perpendiculaires communs, ä condition de prendre pour F' son 
conjugue, On aura alors ce que nous ,appellerons une transformation 
pamtactique. Dans ce cas, les angles des deux rotations sont egaux entre 
eux : ils sont doubles de Tangle de parataxie de y, et ya. Ceci nous ren- 
seigne en particulier sur les transformations envisagees au n® 887 ; elles 
sont obtenues par la Variation continue de l’angle commun des deux rota¬ 
tions que nous venons d’obtenir, les axes conjugues restant fixes. 

Pour l’angle de rotation n, chacun des cercles perpendiculaires communs 
est conserve, avec changement de Tun quelconque de ses points en son 
oppose. En un mot, on retombe ainsi sur Vinversion negative principale, 

894, Congruences papa,tactiques. 

Inversement, le produit de deux rotations egales autour de deux cycles F, F' 
conjugues entre eux est une' transformation paratactique, conformdment 
ä la deflnition precedente, 

Chaque s6rie de Villarceau droite contenant A et A'donne, pour cette 
transformation, une infinite de decompositions canoniques. 

Mais il existe une infinitö de series de Villarceau de cette espece. Tout 
cercle A perpendiculaire commun ä A et a A' definit une teile serie, formee 
de cycles C perpendiculaires ä y. • 

A et k' etant donnös, il passe un cercle y par un point arbitraire m de 
l’espace (cercle unique si m n’appartient ni a A ni ä A') et la Serie de 
Villarceau qui en rösulte contient egalement un cycle G qui est issu de in. 

Donc, notre' transformation, produit de deux rotations conjuguees et 
egales entre elles, admet une inßnite double de representations sous la 
forme canomque du n“ 892. 

Elle laisse invariant chaque cycle d'une congruence (^) (G); il passe un 
cycle de (G) par un point quelconque de Vespace. 

Gette congruence est dite congruence paratactique, 

Deux cycles (G) quelconques sont paratactiques entre eux. 

Les cycles de la congruence sont conjugues deux ä deux. Le produit de 
deux rotations egales quelconques autour de A et de A' peut se remplacer 
par le produit analogue (avec rotations de meme angle)(autour de deux 

(1) Oa dit que des lignes de l’espace, en nombre infini, forment iine congruence lorsqu'il 
en passe une (ou nn nombre limitd) par un point donnd quelconque (certains points particuliers 
pouvant eventuellement faire exception). 
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cyc/es conjugues pris arbürairement dans la congruence. G’est ce qu’on 
appellera une transformation paratactique attachee ä la congruence. 

Pour achever de definir une transformation paratactique attachee ä une 
congruence paratactique observee, on voit qu’il suffit de se donner (en 
grandeur et signe) son angle. 

895. Ces resultats peuvent aussi se rattacher d’une maniere remarquable 
ä la notion, introduite au n“ 829, de la transformee d’une Operation R par 
une Operation T. Soient, comme precedemment, /■, f deux figures qui 
derivent Tune de l’autre par Poperation R; leurs transformees par 

une meine Operation T. , 

Gomme on passe 

de/"i k/■, par Poperation T-i; 
de f ä f, par Poperation R; 

de f k /''i, par Poperation T, 

la transformee de R par T, c’est-k-dire Poperation qui fait passer de/'j 
est r-i R T. Si eile co’incide avec R lui-meme (de sorte que la transfor- 
maüon T ne cbange pas R), soit 

R = T-‘RT,. 

c’est (comme on le voit, en faisant preceder les deux membres du facteur T) 
que Pon a 

TR = RT, 

autrement dit, que les deux operations R ef T sont per mutables. Or, cette 
derniere relation ne cbange pas quand on dchange R et T, Donc, si eile est 
verifiee, on a aussi ■ 

T=:R-‘TR, 

Ainsi, si R co'incide avec sa transformee par T, "l.cdincide egalement 
•avec sa transformee par B.. 

Prenons pour R notre produit Q de deux ‘ rotations du meine angle a 
autour des axes A et A', et soit G un de leurs bissecteurs. II est clair que la 
Iransposition G laisse invariante notre Operation ü. Donc, d’apres le principe 
qui vient d’etre rappele, celle-ci conserve la transposition G et, par conse- 
quent, G lui-indme (‘). On a ainsi dejk une simple infinite de cercles inva- 
riants par Poperation ü; mais si maintenant on remarque que, d’apres ce 
qui vient d’etre etabli, cette derniere laisse invariante toute rotation d’axe G, 
OQ en deduira encore, par une nouvelle application du ineme principe, 
que ü est invariante par une teile rotation et, par exemple, que pour 
Pengendrer, on ,peut remplacer A et A' par leurs nouvelles positions apres 
la rotation en question, a restant le meme. 

(1) L’hYpothfese daiis laquelle le sens sur G serait inversd par ß est dcartee du moment que 
iQ fait a lieu pour toute raleur de l’angle a 

Geometrie. H. . 41 
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896. Les cerclüs de notre eongruence sont les seuls qui soient invariante 
par roperatien lorsque I’angle a reste arbitraire- Si, en eflet, on l’ait varier 
cet angle, le traasforme d’im point determine m de l’espace d(5crit uii lieu 
parfaitement determine, lequel ne peut etre autre que le cercle C de la 
eongruence issu de ce point. 

Les cercles de la eongruence sont meme les seuls qui soient invariants 
par l’operation ü pour une valeur determinee quelconque de Langle a 
autre que -k. II ne peutpaaser par un meme point de Tespaco deux cercles 
dilFerents invariants par roperation fl pour une valeur determinee de son 
angle, pourvu que cette valeur ne seit pas im multiple de n : car on aper^oil. 
immediatement ä ces deux cercles trois points cornmuns, 

II en resulte que les decompositions, en nombre doublement infini, de 
notre Operation en deux rotations conjuguees sont les seules qui existent. 

II y a lieu egalenqent d’etablir que la decomposition en- deux rotations 
conjuguees est unique toutes les fois que les angles de cos deux rotations 
ne sont pas egaux, c’est-ä-dire que le produit de deux rotations conjuguees 
ä angles inegaux et non multiples de •n ne laisse invariant aucun cercle de 
l’espace autre que les axes. G’est k quoi on arrive saus difliculte en distin- 
guant les cas d’un cercle perpendiculaire ä Tun des axes, puis (en utili- 
sant 885) d’im cercle paratactique aux deux axes, et enfin d’un cercle no 
presentant aucune de ces deux proprietds. 

Dans le^meme ordre d’idees, deux cercles distincts de la eongruence ne 
sont Jamais cosphdriques et, par consdquent, un cercle de la eongruence 

na, dans celle-ci, qu’un seul conjugue. 


896 bis. Ce conjugud se construira d’ailleurs comme cercle ortbogonal 
commun ä trois spheres, savoir la sphere imaginaire principale et deux 
spheres passant par le cercle donne C. ' 

On a ainsi une transformation s’appliquant ä tont cercle G ortbogonal 
ä 1 Inversion negative principale et en deduisant un autre cercle analogue G', 
transformation qui est, en outre, reciproque. Cette transformation n’est i)as 
ponctuelle. Supposons que sans connaitre complbtement G, on en corinaisso 
seulement un point a et, par consequent, un second point ä opposd du 
Premier. On connaitra des lors un faisceau de spheres orthogonales ä C, 
ä savoir celui qui a a etä pour points-limites. L’une de ces spheres passe 
™ conjugue cherche G' et, par consdquent, conti ent G' tont 

en ler. ne teile sphere doit etre orthogonale ä l’inversion negative prin- 
cipa e : ces conditions la determinent corapletement. Ainsi, ä tout point a 
par^ equel doit passer le cercle G correspond non pas un point, mais une 

sphere sur laquelle doit dtre situe ie cercle C'. 

7 ®a«on consideree se rapproche dvidemment ä ce point de vue' 
nripfp pplaires reciproques, mais eile posshde une'pro- 

cercles «sp nappartient pas a cette derniere, savoir que deux 

supplementaire^l^eSt^tiT^t ou sous un angle 

, si Gl et Gj sont deux cercles secants en a et ä; 
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C'i, G'ä, leui's conjugLies, lesquels sontjsitues sur la spliere ^ döterminee 
ci-dessus et so coupent en deux poiatsa', ä\ les points a, ä, a', ä' sont (670) 
sur iin meine cercle P, lequel est orthogonal kA, puisqu’il passe par a et ä : 
l’angle des cercles C'^, G'a n’est autre que celui des spheres (P, C'^). (P, G'g), 
lesquelles sont respectivement orthogonales ä Gi ,et ä Ca- 

897. D’apres le n“ 882, un cas-limite de congruence paratactique est 

fourni par Tensemble de toutes les droites paralleles entre eiles, ou, ce qui 
revient au mhme, par Fensemble de tous les cercles tangents entre eux en 
un meme point, . ’ 

Ge cas degenere mis a part, la figure formee par une congruence paratac- 
tiquo est anallagmatiquement unique: deux congruences paratactiques (non 
degenerees) quelconques peuvent dtre transforinees Tune dans Pautre par 
une suite convenable d’inversions. 

Le meine cas degenere mis ä part, deux cycles de la congruence sont 
enlaces, a^c un sens d’enlacement determine, lequel ne peut changer (866) 
lorsqu’on fait varier continüment ces cycles et, par consequenl, est lememe 
de quelque inaniere qu’oii les chcisisse ä l’interieur de la congruence^ ce 
sens d’enlacement ne change pas non plus lorsqu’on renverse le sens sur 
tous les cercles en question. 

Ainsi, il y a des congruences paratactiques de deux especes, savoir les 
congruences directes et les congruences retrogrades. 

898. Une congruence paratactique d'espece donnee est deßnie : ■ 

1° Par deux cycles conjugues entre eux; 

2 " Par deux cycles paratactiques entre eux; 

3“ Par un cycle G et Vinversion negative principale, supposee orthogo¬ 
nale ä G (le coiijugud de G s’en ddduisant comme il a 6te dit au n^SSG bis,) 

Par consöquent aussi : 

4" Par Vinversion negative principale et deux points (non opposes) 
d'un mime cercle. 

Gorollaire. — Il existe une Operation paratactique, et une seule- 
d'inversion principale donnee et d’espece donnee, qui change un point 
donne a en un point donne b. 

Getto proposition reste exacte lorsque a et b sont opposes, l’operation qui 
repond ä la question etant necessairement Pinversion principale. 

899- Il peut etre utile de 'definir chaque cercle de la congruence prece- 
dente, non plus comme liou d’un point variable, mais, au contraire, par 
Pensemble des spheres qui le contiennent. 

L'Operation paratactique, lorsque son angle n’est pas multiple de %, ne 
laisse invariante aucune sphere, reelle ou imaginaire pure, autre que la 
sphere imaginaire principale, comme on le voit immediatement en consi- 
derant les points-Iimites d’une teile sphere et de la sphere principale, et 
noLant que Poperation en question, lorsqu’elle ne se reduit pas ä Poperaticu 
identique, ne laisse aucun point rdel invariant. 
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Toute sphere S orthogonale ä Vinversion negative principale conlient 
un cercle de la congrnence (et evidemnient un seul), cerc'le que Ton deter- 
minera comme intersection de la sphere donnee avec iine de ses Irans- 
formees. 

Transformons, en efl'et, 2 par Foperation w d’angle |; la sphere 2' aiiis 

oblenue el la primitive se couperont sulvant un cercle (necessairernent reel, 
puisqu’elles sont orthogonales ä une merae sphere imaginaire), lequel sera 

invariant par Foperation d’angle ^ (puisque 2 coincide avec sa transformee 

par l’operation d’angle et, par consequenf, appartient necessairement ä la 
congruence. 

900. Qu'arrivera-l-il si, au contraire, 2 n’est pas orthogonal ä la sphere 
principale? Dans ce cas, toutes les transformees de 2 ne passeront plus par 
un cercle fixe; mais eiles seront encore toutes orthogonales ä un mdrne 
cerc/e., Aulrement dit, il existera un cercle, et meme un cercle reel, de la 
congruence orthogonal ä 2. 

Pour le deterininer, appelons 2' et 2" les transformees de 2 par Fopd- 

ration w d’angle ^ et par Foperation d’arigle v: (Inversion principale). II 

existe un cercle y orthogonal ä 2, ä 2' et ä la sphere principale : cercle qui 
est merae necessairement reel, par le fait que la sphere principale est ima¬ 
ginaire. Un tel cercle pourra 6tre aussi defmi (^) comme orthogonal ä la fois 
ä 2, 2', 2". II sera egalement orthogonal ä la sphere 2'" qui derive de 2 par 

Foperation d’angle -j- (c’est-ä-dire de 2' par Finversion principale): donc, il 

sera invariant par Fopöration w. 


V. — Gyclide de Dupin. Puissance reduite. 

901. Tore. Cyclide de Dupin. 

On nomme tore, la surface engendrde par la revolution d’une circonfd- 
rence C autour d’un axe A situe dans son plan. Toutefois, en general (et 
c’est ce que nous ferons dgalement dans ce qui va suivre), on reserve plus 
specialement ce nom pourle cas oü Faxe A ne coupe pas le cercle. Notons 
seulement que, dans le Cas contraire (axe secant ou tangent ä la nieridienne), 
la surface peut etre transformee par Inversion en un cone ou en uncylindre 
de revolution (*). 

(1) 11 est aise de voir que I’une ou l’autre de ces definitions doniie un cercle unique du 
moment que Sn’est pas orthogonale ä la Sphäre principale. 

(2) Le Heu des points d’oü l’onvoit un segment de droite donnd sousun angle donne, non 
droit, est engendrd par la revolution d’une circonference autour d’une de ses cordes. C’est 
donc un tore improprement dit. 
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901 bis. Toute surface inverse d’un tore est ce qu’on appelle une cyclide 
de Dupin. Gelte generalisation anallagmatique consiste evidemment ä 
prendre Taxe A circulaire et cospherique avec G. Si, en outre (comme dans 
le tore proprement dit), A et G sont sans point commun, il existe un cercle A' 
axial ä la fois ä A et ä G et, par consequent, aussi ä toutes les positions 
successives que vient occuper G dans sa revolution autour de A. On voit 
Immediatement dejä que la surface contient deux senes de .cercles, ceux 
(paralleles du tore) que decrit un point dans sa rotation (d’angle variable a) 
autour de A et ceux (meridiens du tore) qu’il decrit (rotation d angle a) 

autour de A'. , ... , . 

Les axes conjugues A, A' (dits encore axes pnncipaux ou cerdes prin- 
apaua;) jouent donc un role absolument symötnque dans la generation de 
la surface. En particulier, une inversion dont le pöle est pris en un point 
de A' transforrae la cyclide en un tore dont Taxe est transformd de A . Si la 
cyclide primitive etait un tore d’axe A, les meridiens du nouveau tore corre»- 
pondront aux paralleles de rancien, et inversement. . 

On peut definir la cyclide en. se donnant les deux axes A, A et un 
point Wo de la surface. Tout autre point m se deduira du premier par une 
rotation d’angle arbitraire a autour de A, combinee (permutablementl avec 
une rotation d’angle arbitraire a' autour de A\ 

902 Si maintenant nous faisons intervenir les resultats des sections pre-' 
prccedentes, nous voyons qu’on peut encore tracer, sur le iore ou sur la 
cyclide, deux untres systemes de cercles. On les obtient en assujettissant 
a et a' ä l’une ou l’autre des deux relations 


En effet 

donne une Operation paratactique dans laquelle, h variant, le point w, parti de 
la Position Wo, decrit un cerclp. 

■ C’est le celebre theoreme du ä Yvon Villarceau. 

Le cercle representd par la premibre equation (2) decrit la cyclide soit 
lorsqu’on le fait tourner d’une maniere continue autour de A ou de A , soit 
lorsqu’on lui applique une transformation paratactique d angle variable qui 
conserve les cercles de la seconde famille (2). Nous montrerons plus loin 
(916 6is) que ceci s’applique ä n’importe quel cercle cospherique commun 
a deux cercles paratactiques donnes; en operant comme il vient d’etre dit 

sur un tel cercle, on engendre une cyclide de Dupin. 

903. Nous avons admis (438) qu’en un point d’une surface de revolution, 
il e,xist6 un plan tangent, lieu des tangentes aux diverses courbes que 1 on 
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peut mener par ce point sur la siirface et qui est perpendiculaire au plan 
meridien en passant enoutre, conforraement ä sa definition, par la tangente 
ä la courbe meridienne. 

II en resulte que le long de chaque parallele, il y a une sphere inscrite 
ä la surface, c’est-ä-dire qui lui est tangente en tous les points de ce paral¬ 
lele. Tonte surface de revolution admet ainsi une infinite de telles spheres 
inscrlles. 

Dans le cas du tore, le plan tangent est egalement comraun ä la surface 
et ä la sphere qui a pour grand cercle un cercle meridien. On a donc une 
seconde Serie de spheres inscrites, lesquelles le sont suivant les meridiens. 

La cyclide de Dupin admettra donc, eile aussi (^), deux series de spheres 
inscrites orthogonales, les unes ä Taxe principal A, les autres ä A'. En tont 
point m de la surface, le plan tangent pourra etre defini comme normal ä la 
Ibis aux spheres (m, A), (m, A'). 

Gonsiderons maintenant les deux cercles de Villarceau (cercles construits 
au n° precedent) qui passent en m. Ges deux cercles C,, Ga auront leurs 
tangentes dans le plan tangent ä la cyclide. Donc, la sphere S qui les 
contient est necessaireraent tangente {^) ä la surface en m et, de ineme au 
point oppose m. 

Ainsi, les cercles de Villarceau peuvent Atre considdrds comme obtenus 
en coupant la cycli^ par une quelconque S des spheres bitangentes en deux 
points opposes w, m. Une teile sphere ü ne coupe d’ailleurs la surface que 
suivant les cercles G,, Ga en question : car eile n’a, avec un « parallele 
transforrae » (cercle trace sur la surface et axial ä A) que deux points 
comniuns, Icsquels ne peuvent dtre que les points d’intersection du parallele 
avec Gl et Gg. 


904. Soient deux cercles determines Gi, Gg de la premiere famills, 
esquels se deduisent Ihm de Fautre soit par une rotation d’angle 20 autour 
de A ou de A', soit par Foperation Q? (902) d’angle 0; et soit y un cercle 
variable de la seconde famille. Les spheres (y CJ, (y Gg) se deduisent Fune 
de l autre par 1 Operation üj : donc ces deux spheres - c’est-ä-dire les 
splieres(m, GO, (»m, Cg), endesignant par munpoint quelconque de la sur- 
face - se coupeni sous Vangle constant 0. On a ainsi, sur la cyclide, Fana- 
nTm classique de Fangle inscrit, Fanalogie etant completee 

mnift spheres (m, GO et (m, C.) est la 

f-ief r ° n ^es axes de la sur- 

lace pjourl araenersur Go. 

aueiV nernendinil ™ cercles cospheriques (et, par conse- 

q G perpend.culaires)communs aux deux axes A, A'. En appliquant la coiis- 

conelusions corresponLnles^pour la^clfde^*^ sphere inscrite entrainent (673) les 

port ä la Sphäre (mj) qu’ä fa'^fphlTe inverses l’un de I’aiitre taut par rap- 
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'tniction du n” 881 le long de P, ä partir de A, par exemple, et dans un sens 
determine, avec une valeur donnee de Tangle V, on a un cercle determine 
d’une des deux congruences paratactiques (A, A') — ce cercle etant remplace 
par son inverse relativement ä la sphöre (A, P) si Fon change Fespece de 
cette congruence. Tons les cercles de la congruence admettant avec A le 
meme angle de parataxie V se deduisent de celui-lä, et meme d’un point de 
celui-la, pardesrotations arlntraires autour de A ou de A'. Donc, le Heu des 
cercles de la congruence admettant, avec l'un d'eueo k, un angle de para~ 
tasoie donne est une cyclide de Dupin. 

Considerons encore les deuoe eongruences paratactiques d’especes diffe¬ 
rentes defmies par les memes cercles conjugues A, A'. Par un point arbi- 
traire a de Fespace passe un cercle de chacune de ces deux congruences. Le 
Heu des points a en lesquels ces deuoe cercles se coupent sous un angle cons~ 
tant est une cyclide de Dupin : car cet angle est evidemment double de 
l’angle de parataxie de Fun de ces cercles et de A. Si Fangle en question 
est droit, c’est-ä-dire si Fangle de parataxie est de 45“, chacune des series 
de cercles ainsi obtenues est evidemment une serie droiie de Villarceau, 
teile que nous les avons considerees au n“ 887. Une cyclide-lieu de pareils 
cercles, c’est-ä-dire en chaque point de laquelle les cercles de Villarceau se 
coupent ä angle droit, est dite cyclide equilaiere. Dans le cas contraire, 
chacune des deux series de cercles est ce qu’on appellera une serie de 
Villarceau oblique. 

Une autre propriete analogue dela cyclide derive d’une notion due, comme 
plusieurs des pr6c§dentesT M. A., Bloch, celle de puissance reduite. 

905. PuisiBance reduite d’un point pan rapport d «ne 
sphdne o« d un cencle. 

On appelle puissance reduite d’un point m par rapport ä une sphere, le 
quotient ^ de la puissance du meme point relativement ä la meme sphere 

par le diametre de cette^ sphere. 

On appelle egalement puissance reduite d'un point m par rapport ä un 
cercle C, leproduit des distances maxima et minima du point w k la circon- 
ference, divisepar le diametre de celle-ci, soit : 

, , ma. mb 

W -2R“ 

La propriete remarquable de chacune de ces puissances reduites est 
qu’elles sont invariantes par une mrersion, ä im facteur prSs qui depend de 
celle-ci et du point w, mais non de la sphere ou du cercle. Pour le 
demontrer, nous utiliserons la reraarque suivante : 

Le rapport anharmonique de quatre points m, m', n, n' Sun mßme cercle 
est donne par Vexpression{'-\ 

(1) Nous ne nous occuppns ici que de la valeur absolue de ce rapport. 
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mn _ 7i'n mn’7n‘n' 

mm nm mrn'-nn' 


c’est-k-dire la meme que dans le cas de points en Hgne droite. Les deux cas- 
se ramenent, en effet, Tun ä Tautre, comme dans la demonstration du theo- 
reme de Ptolemee (PL, 237), par une Inversion. 

Cela pose, pour evaluer la piiissance reduite d'un point m par rapporfc h 
une sphere S, nous considdrerons d’abord une tres petite sphere auxiliaire o 
passant par le point donne ou le-contenant ä son Interieur. Nous couperons 
cette sphere et la sphere donnde par iin cercle orthogonal commun y, sur 
lequel est determind un rapport anharmonique X donnd par l’expression ( 4 ), 
les poiuts m, m'dtant situds sur o-, les points n, n' sur S, rapport constant. 
(858) quel que soit le cercle orthogonal commun. Formons le produit 


A< mm': 


mn • m'n' 

n7i' 


et faisons tendre le rayon a de er vers zero. La limite du produit preeddent, 
egale ( ) a celle du produit 2a; X, est alors 

(5'i mn • mn' 

n?^' 

d’intersection de S avec un cercle ortho- 

dZid nas dr.V''’ limite formee ne 

m treafi ''' Lorsqu’on prend pour celui-ci le dia- 

n tre qui passe par m, on trouve la puissance reduite. 

sancTT U ^ Inversion de pole 0 et de puis- 

^ ^ est conserve et ladongueur mm' (672) multipliee par 

e facteur ou ä la limite, lorsque o- tend vers le point m, 

k 


(6 


Om' 


veSol tSsidlrtr “ans rin- 

cercle C ä ced JA ^ ^ point m par rapport ä ur 

cercle (867) ortho^onaU rapport anharmonique (4) sur ui 

la C»tre de ia P “ 9“ Par Taxe de C e: 

LH cercle perpendiculaire ä G et DassflTl^ \ t . 

(m, C) et coupe ä angle droit la ^nhL ? ^ f 

am uroit la sphere S qu’on peut mener par G orthogo- 


'1} Le rapport 2o 
seol en nt, m', on a 
i’are mm'. 


t • mm' tend vers i • ^. 

ia : imn>=tg «?; sin o nyons de tr qui aboiitii 

m q>, ou esu angle au ceutre correspondant, dans y, 
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nalement ä celle-lä. Donc, La puissance reduile de m par. rapport ä G est 
egale ä la puissance reduile de m par rapport ä la sphere S. 

Corollaire. — Le rapport des puissances reduites d'un mime point m 
par rapport ädeux spheres, ou par rapport ä deux cercles, ou par rapport 
ä une sphere et ä un cercle quelconques, est conserve dans l'inversion. 

906. L’expression de la puissance reduite par la Hraite du produit (5) 
sub^iste lorsque la sphere devient un plan P ou le cercle une droite D : eile 
donne la distance du point m ä ce plan ou ä cette droite. 

Par la droite D, soient inends le plan qui passe par m et un autre plan 
quelconquefaisant avec lepremierl’angle V. Le rapport des distances de w ä 
ce dernier plan et ä la droite est sin V. Donc, moyennant une Inversion, nous 
pouvons generaliser le dernier enonce du numero precedent par le suivant: 

Entre les puissances reduites p, po d'un mime point par rapport ä un 
cercle G et par rapport ä une sphere S qui contient ce cercle, existe la 
relation 

p = Po sin V 

en designant par V Vangle de S avec la sphere [m, G). 

907. La remarque du numero precddent est evidemment susceptible de 
rattacheräla theorie actuelle certaines propridles des droites ou des plans. 
G'est ainsi qu’elle permet de demontrer une propriete fondamentale des 
focales d’un cöne ou d’un cylindre. 

Soient G, G' deux cercles paratactiques. Soit Gole conjugue de G dans la 
congruence paratactique ainsi ddfmie. Si S est une sphere determinee, 
orthogonale ä Co et m un point variable sur C, le rapport des puissances 
reduites de m par rapport ä Co et a S est constant, puisque m subit une 
rotation autour de Co- D’autre part, si l’on soumet la figure aux operations 
paratactiques correspondant ä notre congruence, on voit que le rapport des 
puissances rdduites de m par rapport ä Gq et ä G' est aussi constant. Donc, il 
ensera de meme du rapport des puissances reduites par rapport ä s et ä C . 

En particulier, GCpourra fetre une droite D, focale de G; S, un plan 1 
passant par Taxe de Gq et qui coupe D en un point s. Le rapport des distances 
de m et, par consdquent aussi, d’un point quelconque du cöne (ou du 
cylindre) qui a G pour base et s comme sommet, ä la droite D et au plan P 
est constant: proprietö analogue ä celle des foyers et des directrices (495). 
Le planP n’est autre que le plan polaire de D par rapport au cöne ou au 

cylindre, d’apres ce que nous verrons au n” 920 (Remarque II). 

908. La relation de cette notion de puissance röduite avec la cyclide de 
Dupin, engendree comme il a etö dit au n° 901 bis, est evidente. Du theo— 
reme du m 905 il ressort que le rapport des puissances reduites d’un point 
d’une cyclide de Dupin par rapport aux deux axes principaux est constant. 
Pour affirmer que le Heu des poinls tels que le rapport de leurs puissances 
reduites par rapport ä deux cercles fixes A, A' conjugues entre eux soit 
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constant^ est une cyclide de Dupin (au lieu de se conaposer de plusieurs 
cyclides), il n’y a qu’ä partir de la formule 

(7) X=cotV, 

qul exprime le rapport X des puissances reduites en fonction de l’angle de 
parataxie entre le cerele Aet le cercle yde la congruence(A, A') qui pa'Se en 
m. Le Premier membre X devant fester constaot, il doit en etre de meme de 
V, d’oü la conclusion demandee. La formule (7) se verifle sans difficulte en 
admettant, comme cela estpermis moyennant une Inversion convenable, que 
A est une droite et m sur la sphere S de grand cercle A', auquel cas le cercle 
C du m 881 devient le diametre de S qui passe en m, V etant Tangle que 
ce diametre fait avec A. • 

Une generation de ce resultat sera demontree plus loin. 


909. La cyclide de Dupin est en relation etroite avec le Systeme des sphbres 
tangentes ä trois spheres donnees. 

Il existe quatre familles de spheres de cette nature, suivant l’espece des 
contacts ou, plus exactement, suivant l’espece comparee des contacts (car on 
ne change pas de famille en changeant simultanement les especes des trois 
contacts): chaque famille correspond ä un axe d’homothetie (462), par lequel 
doit passer le plan des trois points de contaet. Nous allons supposer qu’on a 
choisi une famille determinbe, par exemple, celle pour laquelle les trois 
contacts sont de meme espece. 

Les spheres donnees Sj, Sg, admettent, d’autre pari, un faisceau de 
sphferes orthogonales communes. Si, pour fixer les idees, nous supposons les 
sphferes donnees sans point commun, ces spheres orthogonales S sont toutes 
celles qui passent par un cercle determine A. Dans ces conditions, d’une 
premiere sphere quelconque S' tanpnte a Sj, Sg, Sg, on enddduira une infi¬ 
nite d’autres, savoir a l’aide d’une inversion par rapport a Tune quelconque 
des spheres S ou, cequi revient au meme, d£une rotalion quelconque autour 
de A. 


Il est d’ailleurs aise de voir qu’on obtient ainsi toutes les spheres (d’une 
meme famille) repondant ä la question. Le point de contact avec une des 
spheres donnees decrit un cercle, ainsi que nous l’avons dejä constate (685); 
de plus, nous voyons que les trois cercles ainsi oibtenus sont tous axiaux 
aA. 


Mais, d autre part, nous avdns vu (684) que toutes les spheres S' sont, en 
tant que tangentes ä Sg et ä S^, orthogonales a une meme sphere S'i et, en 
tant que tangentes ä Sg et ä S,, orthogonales ä une mdme sphere S'g, la 
piemiere dounant une inversion qui echange Sg et S 3 , la seconde une Inver¬ 
sion qui echange Sg et S^. L inversion d'une des spheres donnees par rap¬ 
port a l'une quelconque des spheres du faisceau S'J donnera une 
fiouvelle sphere S tangente, comme sont les spheres donnees, d toutes les 

En un mot, nous sommes conduits ä deux familles de sphbres — les 
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sphcres S et, les spheres S' — tolles que chaque sphere S seit tangente ä 
chaquo sphere S'. 

Nous ne dirons qn’un mot des cas oü les spheres S'j et S'g seraient sans 
point ootmnun ou tangentes. Dans le premier cas, nous pouvons les supposer 
concerilriques, et alors les trois spheres donnees deviennent homothetiques 
lesunes des aulros pnr rapport au conlrc commun de S'i et de ü'ä. Les spheres 
S' sollt alors les plans langents li un memo cöne de revolution, et toutes les 
spheres S sont inscritcs ii co memo cöne, qui est lo lieu des points de con- 
lact d’uno sphere S quoleonque avec une sphere S' quelconque. Pareille- 
ment, si les spheres et S'a etaient tangentes, le lieu des pomts de 
contact pourrait etre Iransforine par Inversion enun cylindre de revolution, 
do Sorte que, daus Tun et Taulro cas, le lieu serait anailagmauquenient 
oquivalent a un tore improprement dit. 

Admcltons, au contrairo, que S', et sont secantes suivant un cercle AL 
Alors toutes les spheres S scront a leur tour transformees les unes des 
autrospar ro'ation autour do A'ot lo Heu des points de contact sera lacyclide 
consideree plus liaut^ donc un tore si A ou A' est une droite. Les spheres S 
et les spheres S' iio sont autre chose que les deux familles de spheres ins- 
critos (903) ä la cyclide. 


VI. — ReDRIJISENTATION SPIUiRlQÜE DE LA CONGRUENCE 
PARATACTIQÜE, 


910. Le lieu des transposes d’un point donne a de Vespace par rapport 
(lux cercles d’ivfiß niidmo scne droite de Villcircoau est un cercle. 

Soiont, en eilet, C^, G doux cerclcs de la sdrio. Tun pris une fois pour 
toutes, l’autre variable; a«, a' les transposes de a par rapport ä ces deux 
ccrclos. af derivo de doux transpositions successives autour de Cq et 

do C, c’ost-h-diro par une transformationparatactique autour de deux cercles 
conjugues y, y de laserio perpondiculaire, avec un angle 2 u egal au double 
de Tangie do parataxie de C^y et do G. Donc, lorsque a varie, le lieu de a est 
bien un cercle appartenant h la meine congruence paratactique que y et y'. 
Sur ce cercle Yi, d’aillours, a' peut cncore etre considerd cornme deduit de 
a'o par une rotaüon unique d^anglo 2 a autour du conjugue y'y de Yh on par 
une Inversion par rapport hune sphere menöe parYi et faisant avec la sphere 
(Yi, a'o) rangle a. 

En consequenco, le rapport anharmonique de quatre posihons succes¬ 
sives du point a' est (860) le mevne que celui que formenty dans un plan, 
quatre directions definies par les valeurs correspondantes de a. 

Enfm, les transposes de a par rapport ä deux cercles.conjugues sont deux 
points opposes {'&12). 

911. Le lieu des transposes d’un meme point a par rapport aux cercles 

diune mime congruence paratactique est une sphere. 
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En effet, une Iransposition par rapport ä un cercle G de la congruence 
pout se representer par le produit de deux inversions, Tune par rapport ä 
une sphere S qui passe par a et, par consequent, aussi par son oppose, l’autre 
par rapport ä une sphere S' orthogonale ä S. Gelie-ci, derivant dela premiere 

par Toperation d’angle^» passe par les deux points ö, b que Ton deduit de 

Ja o 

TC TC 

a par les deuxoperations d’angle-p - et ~ - respectivenient. 

Le lieu cherche est donc le lieu des inverses du point a par rapport ä 
toutes les spheres qui passent par h et 6 , ä savoir la sphere S qui passe par 
a et qui appartient au faisceau determinepar les spheres-poinls h, b. 

On peut aussi rattacher le mcnie resultat ä celui qui vient d’etre obteiiu au 
nuniero precedent. Soient le cercle de la congruence qui passe en a; G',, 
son conjugue; C, un troisieme cerclearbitraire dela congruence deterrninant 
avec les premiers une serie droite de Villarceau. A cette serie correspond 
(niimero precedent)'unpremiercercle appartenantau lieu, et qui passe par« 
ainsi que par son oppose ä. Ce cercle est invariant par la transposition C,, 
car une teile transposition conserve la serie de Villarceau ; il est donc per- 
pendiculaire ä en a et en ä, d’oü rdsulte en particulier qu’il est cosphe- 
rique avec C^. 

II suffira de faire tourner autour de Ci la serie droite et, avec eile, le 
cercle qui vient d’dtre construit, pour obtenir tonte la congruence et, par 
consequent,-tout le lieu cherchd. On voit donc non seulement que ce lieu est 
une sphere, mais que cette sphere est celle qui passe par a et par G',, 
resultat que Ton aurait pu aussi obtenir en partant de notre premiere 
demonstration. 

En particulier, pour a pris ä Tinfini, on voit que le lieu des centres des 
cerclesG est unplan, \e plan du cercle G, cönjugue ä la droite (unique) que 
contient la congruence, c’est-ä-dire ayant cette droite pour axe. 

912. Plus gdneralement,si l'on fait tourner un mime point a^d’un mime- 
anale donne 6, autour des divers cycles d'une congruence paratacLique 
donnee, le lieu des points a' ainsi ob!enus est une sphere. 

La premiere demonstration donnee ci-dessus pour le cas OC^^reste, en 
effet, valable pour lecas actuel. a et a etant les transformes de a et de son 

oppose par l’operation d’angle le point a' sera l’inverss de a par rapport 

ä une sphere variable passant par a et a et decrira, par consequent, la sphere 
qui passe par a et par rapport a laquelle a et a sont inverses Tun de Fautre. 

On remarquera que si, apres avoir construit a' par rotation de a autour de 
C, on fait tourner ä son tour ce point a' du meme angleO autour du conjuguo 
de C, on obtient un point aj. independant du choix de C dans la congruence, 
ä savoir le transforme de a par Foperation paratactique d’angle 6 . Le lieu du 
point a' ne change donc pas si Fon remplace a par Uj en renversant en meme 



649 


PROPRIETliS ANALLAGMATIQUES DES CERCLES DE L’ESPACE. 


temp'; le sens de l’angle derolation. C’est une sphere qui peut, d’apres cela, 
etre döfinie comrae passant par les points a, et orthogonale en ces points 
au cercle dela cörigruence qui les contient. Les points a, 5 peuvent etre consi- 
deres comme los a milieux », en un sens generalise, des deux arcs deter- 
mines sur ce cercle par a et «i (ils en seraient les milieux au sens ordinaire 
du mot, si le conjugue du cercle en question etait une droite). 

913. Les points opposes derivant Tun de l’autre par Finversion negative 
prlncipale, on peut soumettre la sphere S, lieu des transposes du point a, 
ä une Inversion ou ä une Operation spherique teile que ces points opposes 
deviennent des points diametralement opposes(*) : c’est ce que donne la 
methode du n“ 857 appliquee a S et (861 bis) ä la sphere imaginaire princi- 
pale. Surla sphere Sq, transformee de S par er et dont nous pouvons sup- 

poserle rayon egalä Funite de longueur : 

1 “ Toutes les series droites de Villarceau appartenant ä la congruence 
seront representees par des grands cercles, puisque les cercles d’une teile 
Serie sont conjugues deux ä deux; 

2 ” La distance spherique de deux points representatifs est double de 
l'angle de parataxiß des deux cercles C auxquels ils correspondent. 

Gelte distance spherique 5 est, en effet, liee au rapport anharmonique h 
dos deux points en. question et de leurs opposes par la relation 

(3) /i=~tang*^ 

et nous savons, d’autro pari, que h n’est aulre que le rapport anharmonique 
des quatre directions defmies par les azimuts o, V,| + V, c’est-ä-dire a 


~ lang® V, 


914. Une consequence du resultat ainsi obtenu est tout d’abord que la 
fujure spherique ainsi obLenue finalement est la rneme, quel que soitle 
point a dont on a pris les transposes successifs. Si, en effet, on s’est arrange 
pour donner k la sphere finale le rayon 1 , les deux figures correspondant ä 
deux positions differentes du point a ne peuvent etre qu’egales ou syme- 
triques, puisque les distances des points homologues sont egales chacune ä 
chacune; et c’est evidemment le premier cas qui est realise par raison de 
continuite. Une represeniaiion spherique de notre congruence est ainsi 
parfaitement defmie, repr 6 sentation dans laquelle nous savons dejä que les 
series droites de Yillarceau donnent des grands cercles et que la distance 
spherique de deux points representatifs eöt double de l’angle de parataxie 

correspondant. _ 

XJm Serie oblique de Villarceau, engendree par la revoluüon d im cercle L 
dela congruence autourd’unautrecercleAappartenant egalement ä celle-ci, 


(1) Cette condition sera remplie d’elle-meme et, par consdquent, 
tairo c 7 inutile (ou, du moins, rdduite ä une homothdtie), si 1 on a prib pour a 1 un de:, pö 
cercle Cn sur la sphere quiace cercle pour grand cercle. 
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donnö un petit cercle de la sphere : c’est ce qu’on voit iramediatement, 
moyennant la possibilite que nous venons de constater de preiidre ä Hotro 
convenance le point a, en choisissant celui-ci sux’Taxe de revolution; et, 
i'eciproquement, tout petit cex'l;le de la sphere est representatif d’une serie 
oblique. 

II resulte de lä que trois cercles quelconques (Tune meine congruence 
paratactique sont siir une meme cyclide de Dupin. 

915, La meme remarque vanous permettre decompleter notre resultat du 
11 ° 913 en trouvant ce qui, dans notre congruence, correspond ä l’aiigle de 
deu.x des grands cercles en question, correspondant ä deux series dx'oites 
ayantdeux cercles conjugues commims 0^, C\. II est clair que Tune des deux 
series peut etre amenee sur l’autre par ime rotation d’uü angle convenable 
aulour de Gj et que cet angle peut etre considere eomme celui que forment, 
suivant Gi, les deux series en question (L’angle suivant C'j[ serait, d’apres ce 
qui precede, egal au precedent et d’ailleurs de sens contraire, en tenant 
compte des sens pris sur Gj et Cq). Or, en clioisissant encore le point a sur 
G„ nous Yoyons immediatement que c’est cet angle, ou angle diedre des 
deux series, qui est egal ä l’angle des deux grands cercles sur la sphere. 

A chacune de nos deux series coirespond une serie perpendiculaire. Soient, 
dans chacune de ces deux dernieres, r^, Tg les deux cercles qui partent d’un 
point a de Gj : l’angle (Fj, Fg) sera I’angle plan du diedre qui vient d’etre 
definij et niesürera, par consequent, l’angle des deux grands cercles. 

Avec les notions fondamentales precedentes, nous avons le moyen de tra- 
duire en proprietes de la congruence paratactique toutes les proprietes de 
geometrie spherique, aussi bien que Ton peut faire eventuellement l’inverse, 

G est ainsi que deux s4nes droites appartenant ä une mSrne congruence 
paratactique ont toujours en coniniun deux cercles conjugues, puisquo 
deux grands cercles d’une meme sphere se coupeiit en deux points diame¬ 
tralem ent opposes. 

A un couple quelconque de cercles A, B de la congruence correspon- 
dent deux bissecteurs conjugues G, G', Considerons la serie droite qui 
jiasse par ces deux bissecteurs et par un troisieme cercle G dela congruence; 
et, de meme, les series droites qui passent par B et les bissecteurs de A, C, 
par A et les bissecteurs de B, G. Ges trois series droites ont deux cercles 
conjugues commims. Si l’on modifie Tun des couples de bissecteurs, le 
Premier, par exemple,^ en rempla^ant Tun des deux cercles A ou B, et un 
seul, par son conjugue, on a six bissecteurs qui appartiennent ä une meme 
Serie droite. 

A et B ont aussi des faux bissecteurs obtenus en faisant tourner d’un 
ang e roit autour de G des cercles perpendiculaires ■ commims et rencon- 
trant tous, par consequent, la serie droite H qui se deduit, par la meme 
rotation, de la Serie droite (A, B). Operant de meme sur B, G ; G, A, on a 
•rois series droites qui ont deux cercles conjuguds communs, les axes de la 
cyclide mentionnee au n° precedent, etc. 
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916. Nous avons trouve ce qui, dans la congruence paratactique, corres- 
pond aux et aux angles d’un triangls ABC de la representation sphe- 
rique. Deinaiidoris-nous ce qui correspond aux angles du triangle rectiligne 
qui a les raenies somrnets. 

Seien t, sur la sphere (donfc nous designerons par Sq le centre), A, B deux 
somrnets du triangle {fig. 668) auxquels correspondent deux cercles de la 
congruence : entre ces derniers, soit trace un arc a h de cercle perpendicu- 
laire commun — d’une maniere plus precise, celui qui correspond au cöte 
AB (arc mineur) du triangle spherique, c’est-ä-di're celui qui ne rencontre 
pas le conjugue de A. Nous opererons, d’ailleurs, de meme en partant de A 
et du troisieme sommet (ou du Iroisieme cercle congruentiel) G. Prenons, 
jusqu'ä nouvel or'dre, corame plan du tableau le plan des deux rayons SqA, 
S„B de la representation spherique, en plagant cette figure de maniere 
ä ce que le rayon S^A soit parallele ä la tangente en a au cycle A de la 
congruence, la tangente Aß ä Parc de grand cercle AB etant parallele ä la 
tangente en a ä Parc ab (prise dansle sens ah). 

Gonsiderons la sphere (a, B) : eile se deduit de (6, A) par une rotation 
autoLir du cycle n6, d’angle egal ä Pangle de parataxie de A et de B et de 
sens retrograde si, comme nous le supposerons pour fixer les idees, notre 
congruence est directe. La direction de son plantangent en a, transporte 
parallelement h lui-ni6me en A, s’obtiendra donc en faisant tourner le plan 
du tableau de Pangle en question et en sens retrograde autour de Aß. 

Faisons tourner le plan P ainsi obtenu autour du rayon SoA, d’un angle 
droit, en sens direct. La droite Aß deviendra une perpendiculaire AH au 


plan du tableau, orientee dans le sens 
oü il faut se placer pour que Pangle 
ASoB paraisse retrograde (perpendicu¬ 
laire dirigde en avant du plan du tableau, 
dans le cas de la fig. 668) et la nouvelle 
Position de notre plan sera devenue 
celle qu’on obtient en faisant tourner 
autour de cette perpendiculaire AH le 
plan AHSo, en sens toujours retrograde, 
d’un angle egal ä Pangle de parataxie. 
On obtient ainsi im plan perpendicu¬ 
laire k la corde AB : car Pangle de 
parataxie, moitie de la distance sphe¬ 


rique AB, est egal ä ßAB. Si, de plus. 



Fig. 668. 


nous avions divisd le plan P en deux demi-plans par une droite passant par 


A et choisi celui de ces demi-plans qui contient Aß, le demi-plan transforme 


serait celui qui contient AH. 

De meme, le demi-plan tangent en a ä la sphere (a, G) et qui contient la 
demi-droite tangente ä Parc a c perpendiculaire commun ä A et ä G donnera, 


apres transfert parallele en A et rotation directe d’un quart de tour autour 
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de SqA, un demi-plan perpendiculaire ä la droite AG et contenant la perpen- 
diculaire AK au plan SqAG prise dans le sens oü il faut se placer'pour que 
l’angle ASqC paraisse retrograde. 

Donc enfin, Tanp/e rectiligne'^'^est egal ä celui sous lequel, d'unpoinl 
quelconque a ducercle A, on voü les cerclcs B et G, les spheres qui forment 
entre eiles cet angle etant limitees ä leur sphere d’intersection de manicre 
que les hemispheres conserves contiennent respectivement les arcs perpen- 
diculaires ab, ac (ceui-ci etant limites de maniere ä ne pas rencontrer le 
conjugue de A). 

916 bis. Si, par exemple, on reprend le theoreme du n° 904, on voit que 
non seulement ce theoreme est analogue ä celui de l’angle inscrit, mais 
qu’il n’en est pas distinct ä notre point de vue actuel. 

Nous avons precedemment note que deux sphferes orthogonales passant 
respectivement par deuxcercles paratactiques donnes Ci,Cjrestent orthogo¬ 
nales lorsqu’on les fait tourner d’un meme angle quelconque autour des 
deux cycles Cj, Gj. Plus generalement, deux spheres quelconques passant 
respectivement par G^ et C, se coupent sous un angle qui reste constant 
lorsqu’on les fait tourner respectivement, autour des deux cycles en question, 
d’un meme angle arbitraire a, puisque cela revient ä leur faire subir l’ope- 
ration paratactique d’angle a. 

D’apres ce qui precede, le Heu decrit par le cercle variable lorsque a. 
varie^ autrement dit, le Heu des points m de Vespace leis que les spheres 
passant par m et respectivement par deux cercles parataciiqu.es donnes 
se coupent sous un angle donne (en grandeur et sens), est une cyclide de 
Dupin : c’est la reciproque du theor&me du n“ 904. 

Remarque. — Le lieu cesse d’exister lorsque l’angle donne cesse d’^tre 
cnmpris^entre l’angle de parataxie et le Supplement de cet angle, comme on 
le voit d apres le n“ 878, Rem., ou sur la representation spherique. 

917. Quant aux cotes du triangle rectiligne ABC, ou, plus exactement, ä 
leurs Rapports mutuels, ils s’exprimentä l’aide de la notion de puissance 
reduite. Le rapport A C • A B est egal au rapport entre les puissa^ices 
} eduttes d un point a, pris arbitrairement sur le cercle A, par rapport aux 
■cercles B, C. . 

G’est ce que l’on voit en rattachant, comme nous l’avons fait, au n“ 903, 
la puissance reduite ä un rapport anharmonique. Soit mene, par le point a, 
le cercle y perpendiculaire commun ä A et ä B, lequel coupe B en 6, b.' 
La sphere tres petite c du n“ 905, laquelle coupera y en m, m', pourra etre 
prise orthogonale ä A et ä y. Dans ces conditions, le cercle analogue ä y, 
ort ogonal äet perpendiculaire ä A et ä G, s’obtiendra en faisant tourner 
y un angle convenable (l’angle en A du triangle spherique) autour du 
cercle A et les pomts n, n' oü ce deuxieme cercle perpendiculaire coupe <j se 
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deduirontde w, mf par cette mäme rotation. Les points m, m', 6, b sont les 
transposes de a par rapport ä quatre cercles convenablement choisis de la 
Serie droite (A, B), dont les deux derniers ne sont aiitres que les bissecteurs 
vrais de A et de B, et qui sont representes sur la spliere So par quatre 
points [ 1 , ix', G, Gl du grand cercle A ß. Les points G, Gj sont les milieui 
{ßg.QQS, p. 651) des deux arcs AB et les points ix, p.' sont tous deux-voisins 
de A. Le rapport anharmonique (mn' nm') qui figure dans la formule (5) 
du n“ 905 est egal (910) ä celui des quatre points que nous venons d’intro- 
duire, soit : 

pG. p'^Gj 
ppL G Gj 

et, par consequei\t- la puissance reduite de o par rapport k B est; 


AG. AGj 

GGi 



A = lim. 


mm' 

pp' 


Operant de meme sur la puissance reduite de a par rapport k C, nous la 
Irouverons egale ä 4 AG, avec A'=lim. ^ = lim. —, ; car les points 
V, v' analogues a p., p' sur A C se ddduisent de p, p' par rotation autour de A. 

Or (‘), on a h'—h et le rapport des puissances rdduiles ainsi dvaluees est 
des lors AB : aTi ; car le rapport nT? : m mf. tend vers 1 (862, Rem.) 
lorsque le rayon de a tend vers zdro. 

CoROLLAiRE. — Lß Ußu dßs points dont le rapport des puissances 
reduües par rapport d deux cercles paratactiques (et non plus conjugues, 
comme au n“ 908) donnes soit egal ä un nombre donne, est une cyclide 
de Dupin. 

Le rapport en question est, en effet, constant le long de tout cercle de la 
congruence qui contient les cercles donnes et, sur la representation sphe- 
rique, le lieu considere a pour image une circonference Cdecoupee, sur la 
sphere Sq, parla sphere d, lieu des points (447, Corollaire) tels que le 
rapport de leurs distances aux deux points representatifs donnes ait la 
valeur donnee. 

Remarque. — La sphere S coupe k angle droit tout cercle passant par 
les points representatifs donnds et, en particulier, tout cercle trace sur la 
sphere par ces points : untel cercle coupe donc aussi äangle droit le cercle G. 
II en resulte(915) que le Heu qui vientd’etre obtenu coupe toujours ä angle 

(1) Le coefficient A, rapport de la puissance röduite ä la distance rectiligne des points repre- 
sentatifs, s’eyalue aisdment d’apres les donriees du n® 920 lorsque A est I’axe D de la con¬ 
gruence et o le Centre 0: il estalors dgal d Sa valeur pour toute autre position du point a 

R“ 4- p* — 

s’en ddduit gräce aui donndes du n* 905 et du n* 929, sjvoir —jqp" p = 0'o, 

Geometrte. II, 
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droit celui qui a ete obtenu au n“ 916 6is, quelles qu'e soient les valeurs 
de rangle donne et du rapport donne. 


i:.. i '.'- 'tioii »—< ' . de fäit correspondre ä chaque point de 

i’e ..,.— passant par ce point et, parconse- 
qn-id. i'i' ..M,:, 1 Ui u nble des projetantes formant une 

congruence. 

De meme’, on peut projeter leri siivor. points de Tespace sur une splifere 
donnee par projeclion pjzomojatgue, c eäi, it u . ’ par demi-droites issues du 
Centre 0 de ia sphere. 

La reprdsentation spherique considereo iii;:' -. Ci; ini precede est, eile 
aussi, une Sorte de projection de l’espace, pu'^ iu'i'Ue t jurnit, pour chaque 
point, une projetante, ä savoir le eercle de la cuug’ uc-nre ipii passe par ce 
point, et up point correspondant sur la sphere. 'i uuierüi.p dang ce cas, la 
projetante ne passe pas, en general, parle point projeciioa. 

Mais la congruence paratactique presente avec celles duni noiis > iüoPsde 
parier une autre difference importante. Dans la projection orthogoiia'ic, ips 
projetantes sont toutes orthogonales ä une Serie de plans, tous i£;5 jdür 
parallMes au plan de projection. Un prisme quelconque ayant pour .'iWii.: 
des projetantes aura, ^ns l’un quelconque des plans en question, unc ?, C' 
tiondroite, polygone ferme dont chaque cöte sera, en chacuii de ses poinis, 
perpendiculaire ä la projetante correspondante. De m^me, dans la projection 
gnomonique, les rayons projetants sont tous orthogonaux ä toutes les 
spheres decentre 0, sur chacune desquelles n’importe quel angle polyedre 
de sommet 0 decoupera, par consequent, un polygone spherique ferme dont 
chaque cöte sera partout normal aux projetantes qu’il rencontre. 

^ Nous allons voir qu’il en est tout autrement pour la congruence paratac¬ 
tique (‘). Considerons, a cet effet, trois cercles A, B, G de la congruence. 
Les points qui leur correspondent respectiyement sur la sphere — et que 
nous designerons encore par les menies lettres, aucune confusion n’etant ä 
craindre seront, en general, les sommets d’un triangle spherique, dont 
les cötös correspondront respectiveinent ä trois portions de series droites 
joignant deux ä deux les cercies donnes. j 

Sur les cercles donnes, ainsi que sur ceux des series droites qui leur sont 
perpendiculaires, nous aurons ä mesurer des arcs. Mais, pour avoir une 
signißcation anallagmatiquie, la mesure d’un arc mn. ne sera pas prise ä la 
maniere oi dinaire. ce sera, par deflnition, l’angle de la transformation para¬ 
tactique qui admet l’myecsion negative principale donnee et qui permet de 
passer de m an ensuivamtl’arc ä mesurer. Gelapose, partons d’un point 
arbitraire « du cercle A : a partir de ce point, traqons un arc de cercle per¬ 
pendiculaire communäÄ et ä B, jusqu’a rencontre en b avec B, arc qui sera 


CO dSiS congruence s'etudie en Calcul infinitesimal. Ls 
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determiue d’ime faga© precise par la condition que les cercles de la sene 
droite (A,B) rencontres par cet arc aoieni ceiix, et seulement ceux qui cor- 
respondent snr la representation spherique aux points du cötecorrespondant 
du triangle (d’oü resulte'que sa mesure, moitiö du cöte en question, est 

inferieureä | )• A partir du point 5, nous pouvons tracer, dans des condi- 

tlons toutes- semblables, un arc hc perpendieulaire commun äB et ä G; puis 
ä partir de c, un arc perpendieulaire commun ä C et ä A, aboutissant sur A 
en un point a. La question est de comparer ce point a au point de depart a. 
La mesure (au sens indiqud plus haut) de Bare aa est d’ailleurs indepen- 
dante du choix du point a sur le cercle A, car un changement de ce point a 
evidemment pour effet de faire subir k toute la figure la transformation 
paratactique correspondante et, par consequent, de deplacer le point a d’une 
quantite equivalente (toujours au meine sens). 

Pour une raison tout analogue,. le resultat ne change pas si on permute 
circulairement les cercles donnds, c’est-a-dire si, au lieude les prendre dans 
l’ordre A, B, C, on les prend, par exemple, dans Tordre B,C,A,^ ce qui 
conduit, k partir de h, a revenir au point a sur A et k tracer k partir^de ce 
dernier point l’arc perpendieulaire ab jusqu’ä rencontre en b avec B. Cet arc 
ab sera homologue de ab, en entendant par la qu’il derive de a 5 par une 
des operations paratactiques attachees k la congruence donnee, et l’angle de 
cette Operation representera aussi bien la mesure de Bare b b que celle 
de aa. 

Ce « decalage » entre ä et a sera d’ailleurs mesurd en grandeur et signe, 
puisqu’il a lieu sur un cycle. Si, comine nous le supposerons pour fixer les 
iddes, notre congruence est directe, il sera positif lorsque, dans 1 opdiation 
paratactique qui fera decrire au point aBarc aa, une sphere passant par A 
tournera en sens direct, et nögatif dans le cas contraire. 

Par contre, il n’est, au moins jusqu’a nouvel ordre, d6fini quk un mul¬ 
tiple pres de 2tc. 

Si, au lieu de conserver Bordre A, B, C ou de le permuter circulairement, 
on le renversait— soit G,B,A —le decalage changerait evidemment de 
signe puisqu’il correspondrait au meine cliemin abc decrit en sens inverse. 

Nous conviendrons, sauf aviscontraire, de decrire le perimetre du triangle 
spherique en sens direct,, de Sorte que, par exemple, 1 angle dont il faudra 
faire tourner, autour de B, par Bare bc pour Bamener sur 6 a, sera direct 
pour Bobservateur place le long du cycle B., 

On peut voir aisement de quoi va dependre le decalage en question (s il 
n’est pas nul). Soient, sur la sphere Sg, toujours supposee de rayon 1, deux 
triangles adjacents ABC, ACD, dont les cotes BG, CD se prolongent de 
manierea former un triangle unique ABD. Si, partant du point a pris sur A, 
nous effectuoiis la construction precedente sur A,B,C, ce qui aboutit k un 
point a, puis (en partant de ce point a comme nous en avons le droit) sur 
A, C, D, de maniere a aboutir a un nouveau point a', les decalages ainsi 
obtenus a a, a a' auront pour somme le decalage relatif au triangle total 
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ABD : car, dans le trace que nous venons d’indiquer, l'arc ca est decrit 
deux fois en sens contraires, et l’arc crfprolonge b c. 

Plus generalement, la construction dont il s’agit peutevidemments’operer 
aussi bien sur un polygone spherique d’un nombre quelconque de cötes, 
correspondant ä une suite de n cercles successifs de notre congruence, que 
sur un triangle, et la remarque precedente nous montre que deux polygones 
adjacents conduiraient ä des decalages ayant pour somme celui qui est 
relatif au polygone forme par leur reunion. Gomme, d’autre part, deu.x 
polygones spheriques egaux ou symetriques conduisent au meme döcalage 
au signe pres (car, sur la congruence, ils correspondent k des figures anal- 
lagmatiquement equivalentesV), nous prevoyons que le decalage cherche — 
toujours s’il n’est pas nul — doit 6tre proportionnel ä Faire du polygone 
spherique (2), et c’est ce que nous allons verifier. 


919. Par les sommels A, B, C de la representation spherique, faisons 
passenm cercle, ce qui correspond a faire passer par nos trois cercles A,B, G 
une cyclide de Dupin. 

Un Premier cas se comporte d’une maniere particuliere : celui oü cette 
cyclide est equilatere, de Sorte qu’il y aura un cercle unique r perpendi- 
culaire aux trois cercles donnes et que le point final a colncidera avec a. 
Sur la representation spherique, il n’y aura pas de triangle, les trois points 
representatifs etant sur un meine grand cercle. On peut, dans ce cas, avoir 
k parcourir simplement un arc de ce grand cercle deux fois en sens inverse 
(par exemple, aller de A en C par B et revenir de meine) auquel cas le 
cercle r sera parcouru aller et retour d’une manifere analogue. Si, au 
contraire, sur la representation sphdrique, on fait le tour complet du 
grand cercle correspondant ä notre serie droite, l'arc correspondant du 
cercle r sera (913) d’un demi-tour seulement et aboutira au point ä, 
oppose de a. 

Supposons maintenant, au contraire, que la serie de Villarceau (A, B, C) 
soit oblique. Il passera encore par a un cercle de Fautre serie de Villarceau 
appartenant k la meme cyclide, cercle dont nous designerons par hj, les 
points d intersection avec B,G respectivement, apres lesquels ce cercle 
revientcouper A au point ä opposd de a, de sorte que le decalage angulaire 
correspondant est multiple impalr de i!. G’est k lui que nous allons com- 
parer celui que nous voulons evaluer. 

Par le point bi, soient menes les deux arcs b^c^^ ^ißi, le premier perpen- 
dieulaire commun ä B, G et homologue (n“ precddent) de b c, le second 
perpendiculaire k B, A et homologue de 6 a. Gomme nous Favons vu tou t a 
1 lieui e, on a aja = 6j6=:CtC, d’oü 6-j-CäC^. Le decalage CgC se 


(I) Voir ci-aprtis, 929. 

Göoraötrie plane (PL, 243), les deux propridtds menlionneps dans- 
eile«? cpiUm wiser, a unfacteiir constant pres, les aires des poly^^ones spheriques: 

fn quiän. ® de l’unitd du n‘ 692, dansla deteminalion des aires 
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preseiilo ainsi comme decompose en deux ddcalages partiels analogues Tun 
Ii Tautre, ruii 6,6 — ^ relatif au passage de A ä B, l’autre CaC, = a relatif au 
passagß de ß ä C. II est evident qu’un troisieme terme analogue ß viendra 
s’ajouter aux deuxpremiers lors du passage de G ä A et que c’est la somme 
de ces tvois termes qui donnera (ä un multiple impair de u pres), le deca- 
lage final cherche. 

Gonsiderons maintenant une calotte spherique variable limitee ä B et 
tournant autour de ce cercle, en sens direct (dans nos hypotheses) äparlir 
de la Position (B, Cg), Une premiere rotation, qui l’amenera ä passer par c,, 

/\ /N 

sera de l’angle a; une seconde, jusqu’ä la position (B,«,), de ßangle ß, pns 
positivement dans nos hypotheses; une troisieme, jusqu’ä la position (B, a), 
de y. Comme, au total, notre sphere a manifestement tourne, dans le sens 
direct, de tc, on a 

( 8 ) Y + a = 7: — ß 
et, parelllcment, 

A. A 

(8') a-|-ß=7i: — G, j ß+T —^ 

d’oü la rotation, dont le premier membreest laquantite cherchee, 

(9) a + 

Toutofois, il faut nous rappeier que les formules (8), (8') ne sont vraies qu’ä 
2 Tt prbs et, par consdquent, notre derniere formule, qui s’en deduit par 
addition et division par 2, qu’ä i: pres. En la supposant cependant exacte, 
on voit que la conclusion est : 

Le decalage angulaire correspondant aux passages successifs du cercle 
k ä B, de B ä C, de C ä A par arcs perpendiculaires communs est, au 
signe pres^ mesure par la moitie de Vaire du triangle spheHque dont les 
soimnets sont les represenlations de ces trois cercles, 

II est clair que cette conclusion s'etend d’elle-Tnenie ä un polygone sphe- 
ricjuß dhin nombre quelconque de cdtes, correspondant ä un noinbii^ quel 
conque de cercles successifs de la congruence, 

919 bis. Voyons maintenant si la formule (9) doit Atre laissee teile quelle 
ou modifiee par un multiple de tc (s’il s’agissait dun multiple pair, la chose 
serait, au fond, ä notre convenance). Pour cela, commenqons par supposer 
le triangle spherique träs petit, c’est-ä-dire les trois cercles A, B, G voisins 
les uns des autres. Dans ces conditions, le poinfa sera forcdment lui-meme 
. Yoisin de a et il sera naturel d’admettre quele decalage (qui, theonquement, 
pourrait avoir une valeur voisine de n’importe quel multiple de 2 tc) est tres 
petit. Assemblons m^ritenant plusieurs triangles de ce genre, adjacents 
les uns aux autres : nous formerons un polygone spherique (qui pourra etre 
. lui-meme un triangle) et, d’apres ce qui a dte dit ä la fin du n“ 918, nous 
pourrons convenir de prendre pour decalage correspondant au perime re 
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de ce polygone la somme des decalages relatifs au-t divers triangles dont dl 
se eompose. 

Les conventions etant aiasi fixees, la conclasion du n° precedent a lieu 
Sans modification pour un tel polygone. 


VII. — CONSTRÜGTION D UN CERCLE QUELGOWQÜE DE LA CONGRÜENCE. 

Forme nouvelle des conditions de par.ataxie. 

L’etude de Ja congrueiK^ parataetique nous permettra de donner une 
forme nouvelle et tres simple, due ä M. Robert, k la condition de parataxie „ 
de deux cercles, A cot effet, revenons d’abord :sur la construetion d’un 
cercle quelconque d’une congruence parataetique donnee. 

920. £llements caracteristiques d’une congpuence para- 
tactique. 

La congruence contient une droite orientee D {axe de la congruence) et 
uneseule. Le conjugue de D sera un cycle Cg (cycle central) dont le centre 
sera un point 0 de D [centre de la congruence), le plan P perpendiculaire 
ä D [plan central). On achevera de defmir la congruence en se donnant le 
rayonR de Cg: Finversion negative principale aura alors pour pöle 0 et 
pour puissance - R*. L'espece de la congruence resultera de l’orientatLon 
comparee de Faxe et du cycle central. 

Un cycle G de la congruence aura alors pour centre en un point w de P ^ 
en commencera par le tracer dans P, de maniere ä couper Cg (sous un cer- 
tain angle V) aux extremites du diametre perpendiculaire ä Ow, en Forien- 
tant comme Cg par rapport ä D, puis on le fera tourner autour de O'j, dans 
un sens deternaine par Fespece de la congruence, d’un angle 6gal ä V. 

PtEMARpuEs I. — Le plan de chaqiie cercle de la congruence passe par le 
centre de celle-ei, ce qui, d’ailleurs, etait dejä evident, puisque ce centre est 
Foppose du point ä Finfini. 

^ II. — Le conjugue C' du cercle G a pour centre le transpose m' (dono, ici, 

1 inverse) de 0 par rapport ä G, comme on le voit par le fait que le produit 
Aes deux transpositions C, C', c’estä-dire Finversion negative principale, 
fait correspondre ä 0 le point A Finfini. L’axe de G' dpit etre perpendicu- 
aire ä ©m et Mre situä dans le plan de C ; c’est donc la polaire du point O 
par rapport ä G. 

921- Cela pose, on peut convenir de representer iin cycle quelconque de 
iespap par mi vecteur ® L deüni de la maniere suivante i 

l origine du vecteur sera le centre® du cerclei * 

son sens sera celui dans i^uel ü faut se plaeer pour yoir le cycle tourner 
damsle sens direct; 

sa loügueur sera, egale au rayon du cercle. 
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,.., ,■ .) D-i vi'fti'ur surtU ä tüiisiruirft Io cj'clc ; yl, invei'se- 

, ,i ,, >i-- D;‘S tirnji/ils sont utTonlya) peil- 


nifut t"'’ ’ ^ ^ **^pi¥ *‘ |aVi'r irs uiuid auE-v-u.D; 

vcjit tHi'y *!’** il>Hdvu«'ryiii eil d^s druilt*s. 

Uaini'duii;« (|*.>' i ^ u>'>itnr(riqn>' «lo dtnix vcclfurs se definit: cn 

t'-ü«:U!l. feid-ät' nun irattsfiiDoii U;iU‘. que, soll c)ri|i:nH5 vioniio coin- 

fidcr Mvee i ' nu* r : la iliilV-rtaief? gi'-uiuetritine sera lü vocleur ayanl 

]\ ,>.. .i-J> du v.Hdeur aiiisi transjMirli'. ei, pour exlrömiid, 
l'ülle du piviue )• duunr. Ou saiii'itiue les suniiues ei les difie- 

!luv^-H.ite-lnyo- ■>.» J a.diinei suiveni les reglos urdinaires du calcul 

ulgelirique. 

922 i’h'ii‘ti!i *!•' li;i(iislruils eutuuio li a tdo dit au ii 920, ooi" 

re^pund aiis;^! uit nr. t*ruj.d:ml ee vecteair sur le idaii central 1*. üu 

voll uii'i! e>f la - n:i:.r r''Mutdtriq!!eC*|: _ 

■■d.idn daus r, dgal.^ ei perpendir.ulairo a (Do (D*. saus 

(If ftiluütui de i'*-' u iu»« lii, e*eHl»a-'dir« le wns da rangle 4&*’ «()/,^eianilo 
uiriiieV*“*'' depeiidiuii ilu seiiH du cydo i’.« aiiisi que 

du l’fspkc de la eoii- 

gnieiiod, tf fi ^ 

d'iine rufnpe'.sayte n. \ N» ^ 

deur cotisianle D. \ 'n/i \l X^^^ 

OpäroiiH aiiid 1 '«»«? j '*1^ \ x^^ 

daiix ci:;releH ijHelteUi- t * \i\ 

inia« iE. (ii »ie lUilre. p \ i'\___ 


corigruiuire, iiyaui pont* , | t tCi>[ 

ot’uiras detix |oiiuti , i | ' | i 

w,j sli! plan f nu'eieai‘i | /»t t | I | 

la düTereiire pn-fuiirlr!- t i | i I 

qua des ferieurs uD»' | \ | | j [ 

ieiiiu;, «n ltati:q*nil3nl I / Vj i j j 

le f.fe.ftüil treu! re e»ii, Ij | i ^ 

parallelemeiil a liii'» \ l ’ 

itiätiie an w» A^. Sur * / 

la jUj, 669, <m a prts ' '/ '' 

jiour plan Inuizuntal du > / ■ 

prüjaeümi l« plan l% In !/ 

plan veriirul efatd, par 

conseipiuid, parallele i 

D : ln poiiit Aj i-.'d pro- Ki«. ü«ö. 

jcle eil ).* «I le Vi rt(‘Uf 

tion unelftniio tion MnijUe . le vmt.ii iir r« iin wom ui , j,. ™« «nL'ulairß 1 autour 

point (0 dam« au monuuneut loUln.idnl c«mp<md d une rotalion de «itü«bO »nt, 

du 1) et d’nne irau-l.'dn.n de ftraudeur R paralldl« ä U. 
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Li-Vj, difrerence geometrique cherchee, est projete en vraie grandeur sui- 
yant lil.,. Or, les coraposantes horizontales forment un triangle 

egal ä OwpDa et de cotes respectivement perpendiculaires ä ceux de OuiOa. 
Ainsi: 

La chß^erence geometrique des deux vecteurs est perpendicuiaire ä la 
droile qui jomt leurs origines (ä savoir les centres des deux cercIes) ei 
egale en longueur ä cette droile. 

Gelte condition est reinplie par deux cercles paratactiques quelconqiies, 
puisque deux tels cercles font partie d’une meme congruence paralactique. 

Reciproquement, deux cercles dont les vecteurs representatifs remplis- 
sent la double condition precedente font partie d'une meine congruence pa- 
ratacliqiie el, par consequent, sont paratactiques entre eux. Le plan cen¬ 
tral P de la congruence sera le plan mene, par la droite qui joint les ori¬ 
gines ö)j, « 2 , parallelement ä la difference geometrique; les extreraites des 
deux vecteurs seront alors ä la meine distance R de ce plan, et c’est cette 
distance qui sera le rayon du cercle Cq; enfin, le point 0 sera tel que Ow,, 
Oms soient respectivement egaux et perpendiculaires aux deux composantcs 
situees dans P (ee qui est possible d’apres l’hypothese faite sur la diffe¬ 
rence geometrique), et D sera la perpendiculaire elevee en 0 ä P. La con¬ 
gruence paratactique ainsi definie (et d’espece convenablement choisie) 
contiendi'a bien les deux cycles caracterises par nos deux vecteurs. 

923. Apres avoir forrad les conditions de parataxie de deux cercles pro- 
preinent dits, ajoutons celles qui concernent un cercle G et une droite D, 
savoir (toujours d’apres le m 920): une droite D et un cercle de cenlre w 
efim par un ixcteur »L soni paratactiques si la perpendiculaire com¬ 
mune aux droites wL et D a son pied en w et est egale ä la composante 
peipendicuknre d D du vecleur mL. 


924. Gr.ke aux conditions ainsi formees, nous ßbuvons, d’une infinite de 
mameres, trouver une transformation (i) qui, de tout cercle, deduise un 
ceic f en cunseryant la parataxie, c’est-ä-dire de maqiere que deux cercles 
paia ac iquos soient toujours changes en deux cercles paratactiques. On 
0 ^ len ra une teile transformation, ou transformation de parataxie., en 
ajou an tous lea vecteurs representatifs un mdme vecteur w constant en 
grandeur et en direction: une teile transformation possede bien la propriete 
annmcee, puisqu eile ne change pas les differences geometriques qui, 
seules, mterviennent dans les conditions de parataxie formees ci-dessus. 

defmir la transformation lorsqu’on l’applique ä 
une droite D, au heu dun cercle proprement dit. Pour ne pas troubler la 

On poiat ne se prösmite ^^fnurcomme^^un ’ s’agit pas d’une transformation ponctuelle. 
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parataxie eiilre uiie teile droite et un cercle quelconque, on devra (‘) faire 
subir ä D une translation ooj perpendiculaire ä la fois ä D et ä lo et de 
grandeur egale, ä la composante de lo perpenJiculaire a D, translation 
qui (coci fait connaitro son scns) se deduit de iüq par une rptation d’un 
angle droit clans le meine 
sens que celiii qui a ete 
considerö au n" 922 (sens 

des angles mOl). G’est ce 
que Ton roconnalt sur la 
(lg. 669 Ms, oü la ligno 
brisee w ooi se deduit de 
la ligne w l Wq par une teile 
rotalion autour dupointco. 



tu 


Fig. 669 bis. 


925. On resout ä Tai de 
de la transforniation pre- 
cedente plusieurs proble- 
mes que pose la'notion de 
cercles paratactiques. 

Seit d’abord ä werter, 
par deux points domies, 
un oycle paratacliqiie ä 
un cijde donnil Renvoyant 
l’un des doux points don- 
iiös ä rinfini, on sera _ . 

ramenö ä trouver une droite issue d’un point donne et paratactique k un 
cercle donne; c’est ce que nous avons realise au n° 883 par la conslruction 
des focaies d’un ebne a base circulaire. _ ^ 

Soit maintenant a mener, par un point donne, un cycle paratactique^ a 
deux cgcles donnes. On cominencera, ici encore, par faire passer le^ point 
donne ä l’inflni, de sorle qu’on aura ä chercher une droite paratactique a 
deux cercles donnes. Or, la Iransformation du n“ precedent {transformation 
de M. Robert) permet de reduire Tun des cercles ä un point : il suttit de 
prendre, pour lü, un vecleur egal et oppose ä celui qui caracterise ce cercle. 

On est donc ramene au Premier Probleme. ^ ^ ^ -d-j • 

Soit enfm k trouver un cycle. paratactique ä trois cycles donnes. Kedui- 
sant encore, par la transformation preceüente, Tun des cercles a un point, 
on est ramene au second probleme. 

Le Premier de ces problemes et, par consequent, chacun des deux autres, 
admettent deux Solutions reelles et deux seulement, correspondant ä des 
parataxies d’especes opposees. 

(1) En Cinömatique, tel est le döplacement qu’il g 

I. ölicoulal lorsqu'on ajoute ä celui-ci la translation w (on do.t de plus ajouter 

II, parallele A D, la composante correspondante de la). 
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VIII. — Relations entre congruences paratactiques 

DE MEME INVERSION PRINCIPALE. OpERATIONS PERMUTABLES. 

926. Theoreme. — Deux congruences paratactiques de meme Inversion 
negative principale et d’especes di[ferentes oni tou^aurs deux cercles 
conjugues communs. 

Par deux points opposes quelconques a, ä, tragons le cercle C qdi appar- 
tient k la premiere congruence et le cercle Gj qui appartient ä la ■seconde, 
puls, par les deux mdmes points, le cercle T perpendiculaire a tous deux. 
Ceci fait, les cercles appartenant respectivement aux deux congruences et 
rencontrant r se dedüisent (881 bis) de G ou de G^ par la construction du 
n“ 881, laquelle fait intervenir un angle arbitraire 6, celui dont tourne 
autour de r une sphere variable passant prirnitivement par G ou par C,. 
L’angle 0 est d’ailleurs determine lorsqu’on se donne Tun des points 
opposes m, m oü le cercle variable coupe F (il est lie au rapport anharmö- 
nique dämm par la relation du n* 881). Gela pose, puisque les deux con- 
gruences auxquelles appartiennent respectivement G et' G^ -sont d’esp.e.ce3 
differentes, la rotation de la sphere variable s’effectuera, pour un meme 
deplaceraent des points m, m, en sens contraires; et Ton pourra, par oöb.- 
sequent (de deux manieres differentes), disposer de Rangle 9 de manifere 
que la construction ä laquelle nous venons de faire allusion donne le mdme 
cercle de part et d’autre. 

Remarque I. — On a ainsi les axes principaux de la cyclide qui (916 &fs) 
passe par deux cercles paratactiques donnes et un de leurs cercles cosphe- 
riques communs, et ceci constitue meme une seconde demonstration du 
fait que le lieu considere en cet endroit est une cyclide. 

Remarque II. — Si Ron tient compte des sens, le resultat precedent doit 
4tre modifie ^ une seule des deux valeurs de 0 est teile que les sens (sup- 
poses donnes) sur Gj et sur Gj donnent, apres rotation, le meme sens sur le 
cercle obtenu. Ainsi; 

Deux congruences paratactiques de meme Inversion principale et 
d’especes differentes ont en conimun un cycle et un seul. 

927. Deux operations spheriqnes de meme axes conjugues sont evidemnaent 
permutables : leur produit se forme, quel que soit rordre des facteurs, en 
additionnant (algebriquement) les deux-angles de rotation autour du preraier 
axe, ainsi que les deux angles de rotation autour du second. Donc-aussi : 

Deux operations paratactiques de meme inversion principale et d’espeoes 
differentes sont permutables. 

928. Nous sommes ainsi-conduits ä nous poser Je probleme suivant : 
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Proih.kme. Trouver tous les cas dans lesquels deucc operations sphe- 
nqut'H snnt.'pt‘t'i>iui(.iblcs, 

Nous pour lo resoudre, le principe general du n“ 895. 

Soieal. w, les doux operations considcrees. Supposons d’abord que 
l'unc au inoiu.s dNmtro ellns, seit Wj, ne seit pas paratactique. Alors eile 
auni, suii an axo (cas d’uno Operation simple), soit deux axes conjugues, les 
aiiglcs de rolalion autour de ccs axes ctant inegaux. Des lors, chacun de 
ces axes dovra ftlrs) invariant par w; les conditions pour qu’il en soit ainsi 
ilccoulcnl, si f'> n’csfc pas non plus paratactique, des resultats du n 869. 

Si, au coniraire, w est paratactique et w,, non, Taxe ^ou les deux axes 
conjugues de doivent faire partio (^) de la congruence (G) ä laquelle est 

allaclic w. _ 

Venons maintenant an cas oü les deux operations considerdes sont 
parataetiques. G’est lo cas des deux operations correspondant aux con- 
gruencoB (G), (G,) des nuuieros precddents, lesquelles sont bien permu- 
Uildos oniro eilt s. Nous allons voir quo la reciproque est vraie, c’est-ä-dire 
quti deux operatiuns parataetiques permulables entre eiles sont attachees a 
l!, cnuKi-uim™ (Jo s»rlo' iIi.'cUos different tont au plus par 1 angle) ou 

onlcntro oüe.s los rolatious conslderces au numero precedent, c est-a-aire 
nouvont sfs iiedulro d’un couple cornmun de cei'cles conjugues. 

Tont d’abortl, on (dTot, roporalion doit laisser invariante 1 Inversion, 
„egalivo prindpaln do o. et, des lers (899), eetto invorsion negatwe prmei- 
pale doil Otro la memo pour los deux operations. Soiont alors C et C, dera 
Lies rcspootivon.ont invariants par les deux operations et ayant un pomt 
«n.inun a. U y a iiecossairo.nont un socond pomt cornmun, 1 oppose a de g. 

Si iloiii: los deux operulious sont ossonlielleiuent differentes, et . 1 , par 

IsLient, les doui ocrelos Ci et C. le sont (sauf pent-Mre P»- 

lioiis parliculidros de u), la congruence oorrespondant a 

«rdo 0, CQSpU.iriquo a fi et tous sos transformes par » “tsqu on lait 

l'-iuele rle eellfi-ci. KUe est donc tormee comme il a ete dit ci dffisu . 

Ü itix “pirations », sout, d’apres cola, 

d-aillo.irs otl conslalo dircctement que lo sens ^ “r^ent enkcTsTotre 
Milacte CSt inverse de colui de deux autres cycles egaloment enlaces eo 

'"lleux muctuLm^^ <1o mSme sphere prineipale et de meme 

rspiirno so.:r.;;L iamais pirmutables Des lors, eljes n'ont aucun cercle 
mimiiun, commo il nous est dojii oonnu depuis lo n 898. . 

Uno opiiraUoii spMriquo quelconque »„ en general non pwi^tactrque 
„ennntablo avec », a necessairoment son axe ou - '^L- 

grueriee (f.). On voit que eelte c.onclusion 

tinne movonnant un choix convenable des axes en questioi. ■ 

^(^opfeE “ supposde pennulable a ne perd pas oe caractere, si on 

iij IfL SfrSSa ivanslr „u „•.st »tro u„. finverdon „.*.11,. priaC.i.le, .. 

alte h pari, et d’ailleurs est d’dvideiice imraddiate. 
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la multiplie par une Operation w d’angle arbitraire. Moyennant cette modi- 
ücalion, on voit qu’elle peut etre reduite : 

de deux maniöres, ä une rolation unique autour d’un de ses axes; 

d’une maniere unique, ä une Operation paratactique ü autour de ces 
deux axes a la fois. 

929. Soit ((2) une congruence paratactique, supposee, par exeinple, retro¬ 
grade. Une Operation paratactique directe ayant mfeme Inversion princi- 
pale 3 que ((3) laisse invariante toute Operation m attachee ä (C2). Elle devra 
donc changer tout cercle de ((2) en un cercle qui, comme le premier, se 
conserve lorsqu’on lui fait subir l’operation w, c’est-ä-dire en un autre cercle 
de (Uj. 

« 1 , qui ne peut conserver tous les cercles de (£), permute donc ces 
cercles entre eux. Comme les angles de parataxie sont conserves, par le seid 
fait que Wj est une Operation spherique, on voit que, sur la representation 
spherique du n“ 913, «Oj setraduit par ime rotation, le cas oü Uj so traduirait 
par une symetrie etant exclu par le fait qu’on peut faire varier continüment 
1 angle a qui caracterise lorsque Ja congruence correspondante (CJ est 
donnee. Les poles A, A' de cette rotation s’apergoivent d’ailleurs immediate- 
ment: ils correspondent aux cercles conjugues communs ä (C) et ä (GJ- 
langkde rotation est egal ä 2a (chacune des rotations autour des cercles 
A et A', dont se compose faisant tourner de a une Serie droite passant 
par ces deux cercles). 

II exjste, par consequent, une infinite d’operations paratactiques w, conser- 
vant (G) et changeant un cercle donne A de (G) en im autre cercle (ß). 
Mais il en exisle une et une seule qui, changeant A en B, change un point 
donne a de Aen un point donne b de B •. cette seconde condition dispense, 
en effeU de la premiere, du moment qu’il s’agit d’une Operation directe 
d Inversion principale 3; et, d^s lors, le fait enonce resulte du corollaire du 
li 898. Par exemple, il existe une Operation de l’espece consideree qui 
Change le centre 0 de la congruence (G) en un point donne a de l’espace; 
ehe apour axes la droite Oa et un cercle d’axe Oa et orthogonal ä 0, 
c est-ä-dire de rayoii R et de plan perpendiculaire ä Oa en 0. 

930. Theoreme. — Deua; congruences paratactiques de meme innersion 
innncipate et de meme espece se coupent sous un angle consiant en tout 
point e tsjjöce. Soient, dans l’espace oü Ton considere deux congruences 
paratactiques (G), (G') de meme sphere principale et de meine espece, deux 
pomls quelconques a, ü, par chacun desquels nous ferons passer des cercles 
qm apparliennent respectivement aux deux congruences. Par a et b, d’autre 
pari, il passera (898) un cercle orthogonal ä la sphere principale et qui 
pourra sernr ä defmir une congruence paratactique d’espece opposee h la 
premiei e. uisque, dans ces conditions, il y a permutabilite, l’operation 
paratactique resultant de cette construction, et qui permet de passer du 
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poiiii « tnmsformp la (isurc traceo en a en la figure correspon- 

(lanlf ;s h. 

C. Q. F. D. 

93 i, S-.ieul (c:'') (loux congruoncea paratactiqiies de meme sphere 
iiiHiuaii.'ür»* priiifipalo el. de memo osiiöcr). Autour d’un cercle G quelconque 
, 1 ,. la pr.-iu!<d-o, laisDü!-! iounior lii soecmdo d’uncertain angle 0, de inaniere 
11 oblenir mie lnn;Giömo cnngnmneo analogue ä la promiPre. La congruence 
nltft'nue est indepmdiinle du choix du cercle G dans la premiere 

rontjri>vnct\ 

l'renou ■, ftt olTot, doiix posiUons auccossives quclconques (Gj, G^) de ce 
coiYlit liaie* la otiiigiaumcc A hupudlo il appartient et, sur Gj et Gg respec- 
iivt'm' tii d«*ux poinGwi,, fig par los(juels rious l’orons passer les cercles G'i,G'a 
(iniappaiiieuiiout a (c’*) (U, qiii coupoiit les premiers, d’apres ce qui vient 
iretiT ilemmdiv, KiHiH im möme angl(i a. Si maintonant nous faisons tourner, 
(](! raiiplf iS, G'i uiituur do (h et G'a autour de Gg, nous obtenons deux 
cerdcs t'G, oi t:".^ leis quo los Lriödrns aiusi formös en et en Og par les 
taiigeates aux ilitlVjrtiiiis cercJßs qui partout soit de Tun, seit de l’autre de 
«US [luiuls, SMient. ögaux, AppUquant ii nouveau le thborbnie du numero 
prm'.udtMit aux eorigruoiio.es d*mn6es et A la congruence paratactique de 
mÜHu* itu'Cfrsijjti principalo ot ile meme osjiftcoqui contlent C",, nous voyons 
quu le, cerrlM qui appartipnt A cetie oongruonce nouvelle et qui passe par 
nu ticiil ölre autro tpio G"*. 

On vuit douc tpio le fait de /'aire tourner d'un angle donne (en un sens 
doiiiie) unr congrurnrc parnlaaliqua auinur d'une atdre(d6 m6me sphöre 
et d« mdme osju'uje) « un mis bien däßrmine{^). 


932. Nous avoms vu (914) quo la figuro formco par les points a', trans- 
posb» d'im mfmm point a par rapport aux divers cercles d’une mAme 
«(tiigrutme« [Ku-ai;ud;i(nm (e), ölait analiagmatiquoment equivalente A la 
iigurc aualogim formö« en partaut non plus du point a, mais d un autre 
point b. 11 didi donc cxistor utio oiiöration spherique qui pennet do passer 
(leruim do OOS ligurus A Tautro. Ge qui prdcöde nous permet de trouver 
ipudlo ost eotte ftperalioii. Il existo, on (dlbt, une Operation paratactique bien 
(lulurmiiico do memo, iiiversion principtalo ot do meme especo que (G), qui 
chaiigü (I Oll h. L’optVraliou domaudöß, egalemont paratactique, s obtienten 
fiuxant tmirnor la jirecddento do tt autour de (G), On a un resultat analogue 
Iiour los rolations d’un angle constant quelconque, considerees au n“ 912. 


933. Tböoröme. — Toutes les operations paratacliquos de meme invem 

sionftrhicifude et dt! meine espece forment ungroupe. 


in- ir, la tldtnonslratioti nout .se donnersous ime 
symilriiiH« (G'o) do la engnumoo (G')l.ar rapport ä nn prenuer S double 

parrupporU im eulro cercle analogue arbilraire C so ‘^'^dinra de la preraid^ 
synoUiie mlativo A (!„ ct ä «, c'cst.&-diro_ (893) par ime 
laipuillii esl d’espcV.« oppo.sfe ä celle quo ddlinit (G) et, par consdque , P 
voiioiis ds voir, permutable avcii eile. 



6Ö6 GEOMETRIE. 

p effet, toutes les operations paratactiques direcLes ddaivereian prima- 
pale 3 transforment en elle-m^sme n’importe quelle con-ruonco paraSa.-. 
ique relrograde(e') de meme Inversion principalo. II on osl. denc da mmim 
üü produitD de deux pareilles operations. Si eetto transfoi-iuatioinproduii 
nelait pas elle-meme paratactique, eile aurait un axo ou doux axe.s cmim 
.■ut. deijmmes, lesqueJs devraient (928) faire partio de fe'). Or, cela mi 
oss.b e pu.sque (e^ designe n’importe quelle congruonee pumtarflim! 

et common principale 3. Donc, O est uno opej-ation puralactifjue 

, omme nous le savons, necessairement directe. 

.I^bt doVdh!!.«?v1“ ”■ “ ““"o ■><= roprö.s<,.,(,,di.„. ,,.„K,r. 

tc-I cvdp r r i drthogonaux a une loeiiie invorsion ndgalii-a .1. Pa 

I . edca cot“’ “ «““b d’apros co ,h6o,a,,;.,,,,.! ,|, 

cöastruciion indi,„^„rn™erdtr‘'’ l«“’ 1^' 

^’obtient e« proeant „our I,., 

oppose le point h l’infini) Les P^'^cjpale (et, par consequfmt, jionr mi 

ass-rr-Ä E:r.;r;r: 

1 sng'le aOß tiinsi fnrma ^ 

l'meleetparlaMssetlriceffo|”d?™° 

sur celle bissectrice “t’ Ti" T T' '' 

H- la Puissance de I’inversion ^ ^ “ <.I<.!wipMa.nt par 

par rapport au point 0; et lademAL sytiötrique f/ de q 

derm-droife parallele ä Oa et de positive en g so dödriit d’un.; 

droit en sens retrograde autour de i'otation d’un augp. 

rotation en sens direct). ^ parallele iT 0 p par une 

«i Ton renversait le sens du cvoTp r t 
droifes Oa, Oß. Le cercle coniLui clianger ögalement ccux des 

i.imt,lesenssurunesenl6de ce!äeSrT“L“™®'’™‘' ^ '''“‘'B'-- 

s adöpte sur ce second cercle). 1 ou rautro. suivaiit io 


«iffi *7'°“ CanL d, Z T’“’ f I>uisque 3 ra( 

, cf i-’^'^d'ogrades La icai soii egal d 

ces,deuxa4.': 

«rertes ’if 2 antre commnn aux 
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TROPRIETES ANALLAGMATIQUES DES CERCLES DE L’ESPAGE. 

Pour demontrer que cette condition est süffisante, menons, par deux 
poiiits opposcs quelconques a, ä du premier corcle C, le cercle C’i de la 
seconde congruence directe et le cercle C'i de la seconde congruence retro¬ 
grade, lesquels, si la condition enoncee est reinplie, couperont G sous des 
angles egaiix. Si maintenant noiis deplagons sur C le couple des points 
opposes a, «, co qui revient ä appliquer une Operation parataetiquo directe 
d’angle variable 0. au cercle Gj, et une Operation retrograde du meine angde 
au cercle G'j, il y aura, comme au n“ 926, une valeur de 0 pour laquelle ces 
deux cercles viendront en coincidence. 

C. Q. F. D. 

936. Le cas de deux cycles paratactiques est evidemment celui oü Pune 
des deux congruences' de definition, donc Tune des deux focales, sera la 
meine de part et d’autre : la parataxie sera direcle ou retrograde suivant 
que la focale commune sera elle-meme directe ou retrograde. 

Seit, par exemple, une congruence relrograde, de. sorte que la ideale 
retrograde 0 ß est flxee une fois pour tou tes. Un cercle de cette congruence 
sera des lors determine par la connaissance de la focale directe ou, ce qui 
rovientau memo, du point a oü cette focale coupe l’a sphere de centre 0 et 
de rayon 1. 

On a aiiisi une reprüsentation .spheriquo des divers cercles de la con¬ 
gruence .• il est aise de voir que cette representation n'esl pas distincte de 
ceile qui a ete etiidiee dans la section VI. Soient, cn effet, Cj et Cg deux 
cercles de nolre congruence rölrograde, intersections de cette congruence 
avec deux congruences direetes ddflnies l’une par Ta focale Gaj, l’autre par 
la focale Oa^. L’angle de ces deux dernieres congruences, egal lila distance 
sphöriquti a^, s’obtient en menant par lui point m de GL, ün cercle de la 
congruence 0«!. Or (904 bis), l’angle ainsi obtenu en m est double de 
1 angle de parataxie de Gj et de Gg. La distance spherique dos points «jczg 
ost donc egale ä la distance analogue mesuree sur la representation splie- 
rique du n” 913. Geci ayant lieu quels que soient les cercles Cj, Cg dans 
la congruence donnee, ces deux representations splieriques sont Lien deux 
figures egales ou symetriques. 
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12ÖG. Sur trois paralleles donnees, ä parlir de Irois poinls k, R, G donnes respec- 
üvement sur ces droiles, on prend trois lougueurs Aa, B6, Cc donl la somnie esl 
donnee. Le plan abc passe par un point fixe G. Trouver ie lieu de la projeciion d'un 
poiüt donne H sur ce plan. 

li' etant un second point donne, lieu de l’intersection de deux plans tels que abc, 
sachant que la projection de H sur Tun comcide avec celle de IT sur l’autre. 

Lieu du point G quand on mit varier la somme donnee. Trouver, sur ce lieu, la 
Position du point G de maniere que Tangle IlGIT ait une valeur donnee, II et JT 
designant deux points tels que la droite qui les joint seit perpendiculaire ä la 
direction commune des paralleles. 

p07. On coupe un triedre par un plan variable suivant un Iriangle ABC. Lieu du 
■point de rencontre des medianes de ce triangle : 

1“ Lorsque le point A reste fixe; 

2° Lorsque les poinls A et B reslent fixes; 

3° Lorsque les ditfez'ences OA — OB, OA — OG restent constantes. 

1208. On donne, dans Tespace, trois droites (A), (B), (C). On mene un plan II 
perpendiculaire ä (A); soient P, Q, R les oints oü ce plan rencontre röspectivement 
ces droiles (A), (B), (0). Soient (}' le point oü la droite (A) est renconlree par le plan 
perpendiculaire ä (G) mene par le point Q, et R' le point oü la mönie droite (A) esl 
rencontree par le plan perpendiculaire a (B) men6 par le point II. 

Demontrer que la longueur du segmenl Q'R' reste la meme quand le plan II sc 
deplace parallelement ä lui-mGme. 

Existe-t-il un plan coupant les droites (A), (B), (C); en trois points A, B, C, tels 

respectivement ree lang ulaires avec les droites (A), 
(b), (G) ■? b il existe un pareil plan, il en existe une infinite. 

Existe-t-il un point M tel que, si on designe par M' son transpose par rapport ü la 
»ür* ^ transpose de M' par rapport ä la droite (B), les points M et 

a soient transposes Tun de Tautre par rapport ä la droite (C) ? — S’il existe un tel 
en existe une infinite. Quel est alors leur lieu?— On examinera le cas 
par icu ler oü les droites (A), (B), (C) ont un point commun et le cas, plus par- 
liculier encore, oü elles forment un triedre trirectangle. 

Dans le cas particulier oü les droites (A), [ß) ont un point commun 0, et oü G 
es peipen icu aire ä leur plan sans passer par 0, on determinera le lieu des pieds 
es lau eurs du triangle ABC (Tun de ces pieds est fixe) et le lieu du point de 
rencontre de ces hauteurs. 

triedre, une face est egale au diedre oppose bu ä son Supplement. 
supp^ZS aiissi egale au diedre qui luiest oppose ou ä son 

nossöL 'Qn tetraüdre quelconque donne en Wtraedres partiels dont chacun 

e syme ne (le centre de la sphüre inscrite sert de sommet commun 
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ä douze telraedres repondant a la question; le centre de la sphere circonscrite 
egaleraent, s’il est Interieur au tetraödre). 

Monlrer que deux polyedres - symetriques peuvent 6 tre deconiposes en parties 
superfiosables chacune ä chacune. 

1211. 1" Si deux faces d’un letraedre sont dquivalentes, la droite qui projette, sur 
I’aröte qui leur est commune, le milieu de l’arete opposee, est perpendiculaire'ä 
celte derniere; 

2“ Si trois faces sont equivalcntes, la droite qui joint le centre de gravite au 
centre de la sphöre inscrite passe par le sommet commun ä ces trois faces; 

3“ Si les faces sont equivalentes deux a deux, le parallelepipede P, que l’on deduit 
du tetraödre donne par la construction indiqu(^e ä l’exercice 550, est droit. Les faces 
equivalentes entre eiles sont egales; 

4“ Si les quatre faces sont equivalentes, le parallelepipede de l’exercice 550 est 
rcctangle. Les ardtes opposöcs sont egales deux ä deux. 

1211 62 s. Trouver, en fonction du volume d’un tetraedre et des aires de ses faces, 
le rayon d’une sphere inscrite ou exinscrite (ex. 6 Sft). 

En deduire la discussion du nombre des Solutions du probleme. Les plans des 
faces, prolongös indefiniment, divisent l’espace en quinze regions, dont liuit seirle- 
menl poiirront renfermer les centrcs des, spheres chercbees (tenir cornple du Lemtne 
I du n“ 822). Ge nombre de huit devra, dans certains cas exceplionnels, Otre reduit 
d’ime ou de plusieurs unites. 

1212. Le volume du paralleldpipöde qui a ses ardtes suivant trois droites donnees 
de l’espace (ex. 521) est une troisieme proportionnelle au parallelepipede rectangle 
qui a ses ardtes egales respecLiveraent aux perpendiculaires communes que l’on 
peut mener aux droites donnees prises deux ä deux, et au parallelepipede (genera- 
lernent oblique) qui a ses arötes respectivement egales et paralleles ä ces mdmes 
perpendiculaires communes. 

1213. Parmi tous les tetraedres consideres k l’oxercice 552 (D et D' etant deux 
droites donnees), quel est celui pour lequel la sorarne des aires dos quatre faces est 
la plus petite? 

1213 6 is. Construire un tetraedre ABGD, connaissant I’ardte AB en grandeur et 
Position, les aires des faces ACD, BGD et deux droites, paralleles ä AB, sur lesquelles 
doivent se trouver les points G, D. 

(On remarquera que la connaissance de la difference 5 des carres des aires don¬ 
nees fall connaitre un point de l’arete GD.) 

La quantite B etant choisie une fois pour toutes, pour quelle position de GD les 
aires ACD, BGD sont-elles le plus petites possible? 

1214. Parmi tous les tötraedres dont les faces ont respectivement des aires 
donnees, celui qui a le plus grand volume est ä ardtes orthogonales (ex. 535) (*). 

(Appliquer l’exercice precedent et ex. 548, 551 a un tetraedre qui sera suppose 
fournir le maximum considerd.) 

(1) La construction de ce tetraedre, lorsqu’on connalt les aire.s de.s quatre faces, ne peut 
s’effectuer, en general, par la rcgle et le compas. 

Geomethie. II. 43 
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Si on a donne toiites les ai’eles d'jin letraedre, moins deiix opposees, le volume 
esl le pliis grand possible lorsque les diedres suivant les aröles inconnues ,sont droüs. 

1215. Dans un*tetraedre ä arete.s orthogonales, les ceixles 4es neuf poinls (PI., 
ex. 10)) des quatre faces appartiennent ä une meme sphere. 

Dans les mömes conditions, les-centres -de gravite des quato faces et les pieds des 
quatre hauteurs sont huit poinls d'une meme sphere, laqaelle .coupe en outre chaque 
hauteiir au liers du segment qui joiut le sommefc correspoadant au point de rea- 
coatre (ex. 535) de ces hauteurs. 

1215 bis. Si deux tetraedres A'BCD, A^B^G'D' soat tels gue les perpendiculaires 
abaissees des sommets du premier sur les faces du secoud concourent ea un poiatE 
et, par cons4queat (ex. 559), que les perpeadiculaires abaissees des sommets du 
secoad sur les faces du premier coacourent en un point E', on peiit decrire, en pre- 
naat pour eentres A, B, C, D, E, d’une part; A^ B', G', D', E' de Pautre, des 
spheres telles que chacune d’elles soit orthogonale ä toiites celles de Pautre sörie 
qui ne lui correspondent pas. 

1216. Trouver, dans un plan donne P, un point tel que la somme de ses distances 
ä deux droites doanees D, Di soit minima. 

Soient mnii la perpendiculaire commune k D et ä Di; mhn'i, la perpendiculaire 
commune a D et ä la symetrique D'i da Di par rapport au plan P. Si le point 
■chercM n’est pas sur imrit ou sur m'm't, il est (utiliser ex. 471, 471 bis) le pied de D 
Oll de Dl : savoir de D si mmi et m'7n\ sont de part et d’autre du plan P; de Di 
dans le cas contraire. 

1:217, Etant donne le carre ABGD, on considere le triaugla dquUatöral gef tel que 
g est en A et que f sont sur les deux qötds BG, CD gut nlaboutissent pas en A. 
fivaluer le volume du solide oompris entre le carrd ABGD,, le triangle GEE (dont le 
plan est parallele ä celui du carrd et qui se projette sur celui-ci suivant gef) les 
Plans AGB, GBE, BEG, ECF, FCD, FGD, GDA. 

1217 bis. La proposiüon qui fait l’objet de l’exercice 345 de I«, Gdometrie pkae : 

« Si, sur chaqv.B c6tS diun quadnlalhre inscnptible, cöimne corde, on decrit 'uan segment de 
« cercle quelconque, les quatre nouveauxpoinls oü chacune des cii 'Conferences ainsi Iracees 
« renconire la suivante fomnent egalementun quüdrilaiere inscriptible. » 

est figalement vraie en geometrie spherique. 

1218. Une sphere variable est tangente 4 deux plans .fixes et passe par un point 
fixe. Trouver : 

1“ Le lieu du point de conlact avec Tun des plans fixes; - 

2“ Le lieu decrit par la droite qui va du point donne au centre de la sphere. (On 
rleraontrera que le plan qui passe par le point donne et l’intersßction des deux plans 
donnes coupe la sphere variable sous un angle constant.) 

1219. Trouver le minimum de la somme des longueurs des tahgentes mendes 
d’un point a deux cercles qui n’ont aucun point commun. 

1220 . Sitrois droites Dl, Dä, D^ sont dans un meme plan qui coupe trols spheres 
Si, Sä, S 3 SOUS le meine angle, les plans menespar Dj tangentiellement 4 Si,par Da 
tangentiellement ä Sa, par D 3 tangentiellement 4 S 3 , sont six plans tangents d’une 
mötne sphere, laquelle coupe le plan DjDaDs sous le radme angle que les premi^res. 
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1221. A, B, C, D, E etanl ciuq poiats de raspace, ;on prend las inverses das .points 
B, G, D, E par rapport au point A comme pole, la puissance d’inversion dtanl 

\/(ÄB. ÄG. äd.äe)^ : 

ces poinls sont les somrnels d’un certain tetraedre. On forme da meme un 
tötraedre avec les inverses des points C, D, E, A, le pöle d’inversion etant B et- 
la puissance 

etc. 

Montrer que tous ces tdtraödres ont möme volume, lequel est egal ä MÄ^ (ABCDE) 
+ Ml^{CDEA) + MC®(DEAB,) + MD^(EABC)+ ME^(ABGD), quelle que soit la Posi¬ 
tion deM; (BGDE), ...dfeignant irespectivement les volumes des tetraedres BCDE, ... 
affectes du signe + ou du signe — siüvant la disposition de ces tötraedres. 
(On operera comme pour l’exei'cice ,875). 

Montrer directement que cette derniere quanlite est nulle si les points A, ß, G, D, E 
appartiennent ä une meme sphere. (.On mettra le point M.au centre de la sphere.) 

1222. Si une droite invariable se meut de rnaniere que trois de ses points A, k', A" 
döcrivent trois splieres dont lescentres 0, 0', 0'' sont enJigne droite,, chaque point 
de la droite se meut sur une sphere, A l’exception d’un qui se meut sur un plan. 

Soient M le point dont on cherche le lieu; N, le point de la droite mobile situe A 
l’unitd de distance deM. On menera les .pai-allöles NP, NP', NP" AOA, O'A',0", A", 
jusqu’A rencontre en P, P', P"‘avBC OM, O'M, 0'"M respectivement; et on appliquera 
aux poinls P, P', P", M, N, dont les quatre premMers sont situds dans un mAme 
plan, le premier thöorAme 'du üi» Ml, 'en expdmant les coordonnees barycen- 
triques A Vaide du thöoräme du n» 601, cop^me ona fait pour l’exeroice 875). 

Le point qui decrit un plan est celui qui forme avec A, A', A" un rapport arihar* 
0"0 

moiiique dgal A 

D’une .maniere gdnArale, le centre de la sphere decrite par le point M est dAter- 
mine pai' la relation. 

(OOWw) = (AA'A"M). 

1223. Les deux cönes qui ont pour sommet coramun un point limite (ex. 690) de 
deux spheres et pour bases respectives les sec.tions des deux surfaces par un mAme 
plan ont mAme direction de sections antiparalleles. 

1224. On considAre, sur une sphere dannee, tous les cercles C qui, vus d’un point 
donnA S de l’espace, se projettent sur un plan fixe P suivant des cercles, saus avoir 
eiix'-mAmes leurs plans paralleles A P. 

1“ Montrer que Jes plans .de ces cercles passent par ume droite fixe D; 

2“ Inversement, A nne droite D donnee (le plan P Atant fixe) correspondent une 
infmitA de points-.S. Lißu de-ces points.; 

3" Soit Gl un cercle orthogonal A tous les cercles G. Lieu des sommets des cönes 
qui passent par Gl et Tun quelconque des G. 

On fait eh mAme temps que le cercle G, varier le cercle Gi, de fagon qu’il passe par 
ces deux cercles un cylindre. Lieu de la parallele menAe par un point donne A faxe 
de ce cylindre. 
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1225. Une sphere variable S est orthogonale ä une sphere fixe S et tangente k une 
autre sphere fixe Si. 

1 “ Lorsque S est assujettie a la condition cl’avoir son centre dans un plan fixe P, 
le lieu de son point de contact ayec Si est iin cercle. 

Le lieu du cenlre de 2 est une conique. Si P est tangent ä S, cette conique a pour 
foyer le point de contact de S et de P. Gas oü P est tangent a S sur le cercle d’in- 
tersecLion de S et de Sj; . 

2“ On peut ddterminer, sur la ligne des cen' r -S de S et de S), un point / Lei quc la 
sphere 2o concenlrique ä S et passant par /‘soit touiours tangente ä une sphere fixe 
D. ayant mßme centre fi que la sphöre Si; 

ti“ Si m est le centre de 2„, m' son puint de contact avec D et que m' decrive iiii 
cercle de D, m reste dans un plan fixe et decrit une conique. Discuter cette derniöre, 
en supposant que !o plan du cercle se deplace parallelement a lui-meme 
4 “ Si le plan T, meuc perpendiculairement au milieu de/in', passe par un point 
fixe (j, Ic lieu de m'cstun cercle y?* ^1 <? varie dans un plan fixe, yq reste orthogo¬ 
nal a un ccrclo fixe de D.Cas oü q decrit une droite ; 

5° Soit c le milieu de ff^. Le lieu du point dfintersectioii des droites cm et fm', 
lorsque la sphere 2o varie, e?t un plan. 

1226. 0 6tant unpoint fixe du plan, M un point quelconque, on mene labissectrice 
de rangle formd par 01.1 avec une demi-droite fixe passant par 0 et on fait corres- 
pondre au point M le point I.I' obteiiu en portant sur cette bissectrice (dans un sens 

ou dans !’autre)une longueur OM' = y^a.ÖM (« dtant une longueur dornige). 
Prouver les proprietds suivantes: 

1 ° Si M' ddcrit une droite, M döcrit une parabole de foyer 0 (se ram^iie, par une 
rotation ot une homothölie, ül’ex. 802); 

2 ” Si ÄI decrit une droite, M' döcritune hyperbole öquilatere de centre 0; 

3° Si M decrit successiveraent deux courbes qui se coupent, M.' decrit deux courbes 
qui se coupent sous lem&me angle que les premieres. Ddduire de lä. l’exercice 1076. 

1227. On m^ne, par un point fixe 0 d’une circonference, des rayons paralleles a 
deux droites variables issues d’iin point dtitermind A du plan et conjuguees par 
rapport ä la circonference. La droite qui joint entre-eux les points oü ces rayons 
coupent ä nouveau la circonference passant (664) par un point fixeS, on demaiide 
le lieu de ce deniier lorsque A decrit une droite, et le lieu que doit decrire A pour 
que S decrive une droite (ex. precddent). 

1328. Lorsqu’une flgure plane invariable se meut de maniere que deux de ses 
points ddcrivent des droites fixes, les ellipses decrites par les diöerents points sont 
telles que la ditfererice de leurs axes soit constante. 

Trouver, sur une position deter'minöe de la figure mobile, le lieu d’un point M tel 
que l’ellipse qu’il decrit soit semblable Aune ellipse donnee, ou ait un axe parallele 
ä une droite donnee. 

Trouver le Heu du point M tel qu'un foyer de Eellipse ddcrite soit sur une droite 
donnee. 

Trouver le lieu des foyers de l’ellipse ddcrite, lorsque M prend toutes les posilions 
possibles sur une droite donnde (exercice 1226). 

1229. Le mouvemeni d’une figure plane invariable considdrd aux numeros 740- 
T43 peut elre considdre coranie engendre par le roulement (voir page 254, note) 
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d'un cercle li 4 a la figuve mobile sur un cercle fixe de rayon double (lequel 
comprend constamment le premier ä son interieur)- 

1230 Dans le mouvement considerd aux numeros 740-743 et ä l’exercice pre- 
cedent on determine l’homologue Do d’une droite fixe quelconque D daus une figure 
fixe egale 4 la figure mobile. Montrer que Do est tanpnte 4 un cercle fixe. 

(On nrendra d’abord le cas oü D passe par le pomt 0 (n 743) . ^ 

Ce cercle est le lieu des points de la figure mobile tels que les elhpses quils 

d4crivent soient tangentes 4 D. 

1231 La courbe L, projection d’une helice circulaire sur im plan parallele 4 faxe 
du cvlindre de revolution auquel eile appartient, dlant enroulee sur un cylmdie de 
rdvolution C dont le rayon est moitie de celui qu’il conviendrait de prendre (exer- 
Gice 8211 pour la transformer en une courbe plane, montrer que la noux e 

lasectionde C par un certain ebne de revolution ayan 
pour axe une generatrice de C, ou encorc par une certaine «Pl^^re dont le cen le 
appartient a la^ierpendiculaire abaissee du sommet du cone sur 1 axe du cyl 

1232. Lieu des points de contact des tangentes menees, 
direction donnde, 4 une serie de cercles ayant mOme axe rad.cal (se ramene 

VoxGrcicö 10*74;^. . ■ 

1233 Si deux des points d’intersection d’un cercle et d’une hyperbole 
sont opposfe sur lo cerclu, .es .ieu. ^ 

Oiamaralementopposessorl-hjperbole. La taugenle ® 
laireaa diamto du cercle qiiijolul les deurpreroieis. IMupioqne. 

1234. Oo prend la figure polaire rdolproque d^üu triangle ABG par ■'W'' | ^ 
pm.Mo oAT-int «on centre au point 0' considdre 4 1 exercice 3be (Pb, page 2« ). 

Mental qui le cercle drconsorlt 4 ABC se ““ 

Eoceren 0' et qui touohe les cdtds du nouveau mangle ABC, pola.re iCcpioque 
de ABC, en leurs milieux (ellipse maximum inscnte a A B C). 

1235. On donne deuA cercles, sScants en A et B, et on consiMre le» coniques qui 
sont tangentes 4 ces cercles et les coupent, d'autre ivart, en A et B- 

1 . ces coniques torment deux series, la ligue qui jomt es deux ,^on de contact 
passant, dans chaque Serie, par nn centre de s.mthlud 

2- Le Heu des centres des coniques de chaque sene est un cercle par lappo 
auquel le centre de similltude correspondant a pour . 45 . 

3 . Les coniques de l'une des sdrles sont des hjperbo es dont le “ ^ 

sent respectivement par deux points Sxes (les milieux 

cercles doimds). Les coniques de l'autre sdrie sont des ellipsea ^ ^ 

conjugnds dgaux (exercice 1072) vont aussi passerpar clenx points ” 

coniques de chaque sdrie vont «galement passer par des points flxe». f , ' ^ 

les dllpses sont semblahles entre eiles, et de mdme les l7P»:''^»''V2'eu, d! l angle 
des asjmptoles d'une quelconque de ces derniSres est le demi-suppldmeut de 1 angle 

des tangentes communes aux cercles donnds. i, rbnnp «isrie 

Le rapport de similltude de deux ellipses ou de deux hypei o 
est laracine carr^e du rapport des distances de leurs cei^tres 4 AB ; ^ ^ ^ 

4” Les coniques. d’une meme s4rie conpent une hyperbole equilatere quelconq 

M\TpntPrni« cette nartie de l’enonce n’est entieremeni. vraie qu’ä condition de considerer 
»SlISlÄ h!P»b.l.s dvat ran. .st s.mbld.1. H* d. l»l™ 

<.730 Ws). 
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ayant Ä et B pour points diametrarenient opposös en deux points G et D sitttös en 
ligne droite avec un centre de similitnde des cerdes donnds (exercices 1137, 1233). 

1286. Etant donnes deux plans secants P, Q, montrer qu’ä ehaque point M de 
l’espace correspo id un point M' tel que toute figure tracdei sur le plan P ait poar 
perspectives sur le plan Q, avec M et M' pris respectiveraent eom-me points de vixe, 
deux figures egales, mais de sens eontraires. 

Les points iM et dMvent Fun ded’autre par symetrie oblique (exercice 604). 

1237. Un point variable M d’une conique est joint k deux points fixes donnes A, B 
de la courbe. Quelles soni les droites sar* lesqueües les rayons ainsi traces determinent 
lies di\d 3 ions en involution? 


1238. Lieu des points de contact des tangentes mcnees parallelement a une 
direction donnee, aux cerdes bitangents ä une conique donnee G et ayant leurs 
centres sur l’axe focal. (La conique G etant regardee cornine la se';tion plane d“’un 
conede revolution, le lieu cherche est la section d’un certain cöne ä base circulaire.) 

Möme Probleme lorsque les cerdes bitangents out leurs centres sur Faxe noa 
focai. (Se ramene, par une homogTapbie, ä l'ex. 1232, en vertu de Fex. S47,3'’.); 

1239. On donne deux droites OA, OB et deux points A, B, respectivement situds 
sur ces droites, et on considere les secanfes D qui coupent les droites en deux 
points M, N tels que MN soit la somme ou la difTerence des Segments AM, BN. 

Trouver les droites D qui passent par ün point donne P. Distinguer (selonTes 
positions de P) si MN est ögal 4 la somme de AM et de BN ou ä leur difference. 

Enveloppe du cercle circonscrit au triangle OMN. Lieu du centre de ce cercle. 


1240. On donne un triangle T. Soit T' le triangle qui a pour sommets le.s pro- 
jections dun point M du plan sur les c 6 tes de T. 

D dfeitune droite A, les cötes du triangle T' enveloppent trois paratooles 

i‘ äj .i- Ges paraboles sont inscrites dans le m4me angle. On construira leurs 
oyeis et leurs directrices. Quelle Position doit ooGuper A ipour que ces paraboles- 
soient tangentes entre eiles en un meme point? 

" Comnient faut-il choisir A pour que les trois directrices soient concourantes? 
Lieu de leur point de concours; 


3 Si A tourne autour d’un point fixe K, les directrices des trois paraboles passent 
par tnjis points fixes I„ I 3 ; Enveloppe de KIj, lorsque K ou I, decrit une droite ; 

xrlfL ff positions de K les trois points-1„ I 3 sont-ils en ligne droite? 
Alontrer qu alors cette droite passe par un point fixe. 


i ? symötriques d’un point M du plan par rapport aux c 6 tes d’un 

am IG T . hoit M ie centre du cercle qui passe par ces trois symetriques. 

d^crrt une conique S. Discuter le genre de S 
f ou liyperbole) lorsqu’on fait varier A. Positions de A jiour 

lvw]ue!Ies cette droite est tangenteä S; ■ 

Dir-ili uü-'f f parallelement A elle-möme, la conique S a ses axes 

s! n ff ^ “oc lons fixes. Le lieu du centre de cette conique est une eoniq-ue? 
remir Tiifn fpf* ^ differentes ,äirections que pent prendre^ A. (On 

3«' l4r nn f ® 1 

P' ä son rniTPc'” i 6 ^conique S, on peut faire passer, oulre la droite qui joint 

uiqups par rannoiff ' *■ deux droites sont conjuguees harmo- 

q P rappoit A celles qm joignent P aux points de rencontre de A avec S. 
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M'i-U-r • *' * *'i! ..ui.tltli« M ti<‘ ft !;i {lruil(^ PM 

Cfii.'M.j'!. . • . * ■ ' ' , * \ •! (|m jutiiit'N au point M', 

c.in-' j t ' ‘5 ^ ‘ i «-»J . 

i (i<; ■ • ■ .. i -1 •■■■'Tun .•fff!i> insurit ä T. Trouvor alor« 

i',' ■'» ‘i 'i ‘ ti! lifuitiiui'fni, tiuu (•.utitMlfoiiu (liUor- 

'• •' -i’ ‘‘S |‘l» " 

M li'i' ! • ■ ■ • *!’ ^' iiHli’t“-; ft'fflt,“? insi'.ritrt :'i T et los 

j.oKis i-* >: I’i-t I (rti *!'i'f ftiHniift qui a patif futfs T ot iit 

SDhf US’ ‘ ' ! *•' 

", . ' • t > !'.; • .;<? t t-!!(.• ilircfÜMti fiin*es}si>nil lino, (Iroito 

qh.uui'tn' ■ >■** ' ' '* • fhatnnio des coimIiss pai’al- 

l^q,, !!.<). .-sopt* *ui .Ifiiifstitrent sueci'SHivt'iiUiiit: 

j, it,„ . u-, ns, ” f i.f'«.! 4 “4 .•Mini" , !>' • fiiiujiiises eiitre. eluieuu (bß 
I: , Ji ■ Iiit <i'- e.jirlif siutt epales; 2” (pi’iui [.leut 

, , .n; !f‘ 4 ,-U' ,l..uf tf;'-ta'itfs upiKises Hoioiil paralleles; 

;p ipii: (r d'-d!»-;;. <• t ' i»f * f» pu uii iJiftiu' pHiiii iiij sunt {larallehis; 4" daus 

li' ps'iiiU’ r > 1 , q 4 s 4sr» etikiiH de f lusqut* duiiiu’dre et !a «liiajutiun (aiiijup'ut'ic sont 

rayeifi Htiiu> 'i * »»*•; uieiu# »i*V*dutiMli. 

hqa, la lus d, ^.u nie- paraP-d»- p et mi ewle »(ui n avet*. eil« un deiildo efintact, 
idei i*(i lUM,.',» elf 4»!i5i'riui''ni tht i"«ni »If-. eereleH i’(iiiniil<'‘ri'‘s au i'i" 724 <‘t it l’exoi*" 
fii 4 < ;.t ..fj.f. d* ■ »‘Ui'as:! ‘d.iitf iq ia p;iiitlt*de l" qui a iiii puiiit/'qutslcuiiquo du 

isci'iie p«'?!r {«ty.'r »•? U i<>mf *'*.)q«* la preiutere eii detix [suints sitiies sur la 

laiuaatP' au es* n W> spi- pu’ «u» patiiitif d'iitu* purahuli! P' et lu'euaul, pour P 
«de [.etiupMlf q»s*dr>:u#*|iiu‘ pa ’'4Ut pur Irs t‘\fridudes d’uiie runb focale. 

P.'il S( MJii p‘'iiw.;''4e’ de n >• -fr » j|t'''fit d l'ellipse u b' pi'riuidtrij lo idus pnauid 

jinssilitf. ...’ ,, 4 sj -1 mente eltip-e lit»uii)fiieale ü la premii'u'o. 

l’niii'H '■ 4. f"’■ dtt pfsH*asr' '^utt bff> pt'duls d*' i',(,)iil:u't dt*. ia.U‘fteiiteh ti-il- 

mau! i'itire t-|ä*'-.Ui 4 Peiapr-sqiteituitl, l'a-, ptduli^ de lajutaet ilen e.utes dun 

rCfetaujfle ejr<'i‘)e'‘ ti* qs»et»'*>Hqiie »up P-h siuiuitelvi il uii ipiadi'ilalei'e ayatit lo 

pefuitetre ji! 4 sjtimim, ifspiel <‘'vl •txulde du diatiuUi’e tlu etsrchs (irthupliipie,. 

Itjpi. psuts l'tut’i'esve UPi (stt pettl (Hi l'exeiuitrieito de la ei.»idipio dmube 
es! etiittpri 4' hüIjv dt-, Itrittle', efUtveijitliles« slispiiser dt* la graildeur de buig'I« 
eeii'laid, de iu.:t«tJ*’»'e qte la fejuqne i*. tdtfeuut* etiliuue lio« alt suii ooutre au toyar 
1'" iutii»' ipt«' i'epii .i'jIm'Uv fpitpiel t4ii it. tiUi piviitt*r eei aup’U). 

qie- 1 P, n deii\ (»Msiit*. lii.-diietraleuunii itpjiuses pm sur^ la^coviiijue 
r: iuii itleiti'umt e -el ?4 iiPn».i!r, aUu-e le «piadrilattTe PgUS IViViue d, roxerdoo 
8:lfi buit t!.- tnic,', „ .atÄi'‘e'» aux esereiueslS?, 788. 

Pii iviuar.pl. r,. .IdP.att »pie, si les p.titJls P, H li’uno meine coni.pie G, corres- 
Jimebni a uu- ...air .pielrumjut' de rangle rumUaid, swit Bynidlriques l’un do 
ratdrepar rapjittrs a l*", *:tda pt'Ut !-.< prt.iluirt* : 

«; smt pan-e .pi’iis -»ait '.yiuetriijues par rapiiort A l’axo focal de la coiiique 
dutUH'e; h] '»«tii p.uve tpi** latutuiqne tlaF’ pour i'eiilre* 

Oll uitiurrera, «ranire pari ■.•n preiiaut les syinetritiues dß F par rappor 
atix tpiatre .Pie- .itj qimt!n!ater.-j. .pie st P, E sunt synuHriquos Tun de I autre par 
rajiport A ¥\ lesaiipltsH «Jii e»'s ptdotsHmif egntix mi supplemontaires- Dans un üe. 


(i) Its’ftfdt de ptdvf'eie''« pr..prei.e*Ht ddliiiiitaiit titio porUon rßcruia 

(4 n., vdl tpiil y «ne Jei.tdd de pt.ly ueneH ayant^ ifmHvo ‘f 

Mo« dgnli'HtOHl (wur » tpudeaiiqiie'etnuparop Fl.( ox. ot voir pl 
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ces oas — le premier, si la comque donnee est une-ellipse, que le quadrilatere PQRS 
seit convexe et comprenne l’ellipse ä soii interieur — c’est l’hypothese a) qui est 
r^alisee. Dans !e second cas, letheoreme est demontre. 

Les deus sommets Q, S, sont, de merne, diamdtraleraent opposes sur une conique 
analogne de centre F. Lieu du point ddntersection des diagonales PR, QS. (Appli- 
quer ex. 1119 Ais.t Lieu du centre du cercle circonscrit (ex. 836) au quadrilatere. 

1246. M est un point d’une ellipse de centre 0 et d'axes 2a, 2b; R (n“ 741), Pexlrdmite 
d une longueur portee sur la normale en M et egale au diametre conjugue de OM : 
1“ Montrer que le demi-diametre de l'ellipse, dirige suivant OR, correspond au 

rayon du cercle homographique parallele ä RM, et est egal ä. —: 

^ RM ’ 

2° En deduire que chaque point du cercle P qui a pour centre 0 et pour rayon 
fl + 6 (Ou du cercle P' qui a pour centre 0 et pour rayon a — b) est le centre d un 
cercle tangent a l’ellipse et admettant, en outre, avec cette courbe, deux tangentes 
communes paralleles entre elles. 

1246 6is. Les notations dtant les memes que Uans l’exercice precedent : 

1°^ Si R et R' sont deux points du cercle P, correspondant ä deux points M et M' 
de 1 ellipse, et que la tangente en M passe par R', la tangente en M' passe par R; 

(On montrera que les points M, M', R, R' sont sur une meme circonfdrence ayant 
pour centre le centre w de rotation de deux positions de la droite mobile); 

2» Quelle relation y a-t-il entre l’angle des normales MR, M'R^ en M et en M' 
dune part, l’angle de OR, OR' de Pautre? 

3 Lune des normales MR, M'R' et la symätrique. de l’autre par rapport au 
centre 0, se coupent sur le centre T' de centre 0 et de rayon a — b; 

4 L une des tangentes MR', M'R et la symdtrique de l’autre par rapport au centre, 
se coupent sur le cercle P ; 

5» De R, soient menees k l'ellipse, les tangentes RM', RM'i. Soient N, P les symd- 
triques de M', M'j, par rapport au centre. Les tangentes en M, N, P forment un 
riange circonscrit ä t ellipse, inscrit ä P, et dont les hauteurs sont normales k 
e ipse (le pied de chacune d’elies dtant symetrique, par rapport ä 0 , du point de 
correspondant); le lieu du point de rencontre de ces hauteurs est P'; 
i’q entre elles un triangle isoscele. La bissectrice 

angle ORM est la mfirae que celle de l’angle des tangentes RM', RM',. 

T Tom** e une parabole ayant son axe parallele 4 OR, son fover en M et bitangente 
a 1 ellipse en M' et M',; " ” 

w! ^ par R, R', passe par l’intersection de MR', M'R; 

M ,R est vu de R SOUS un angle droit; 

^ H ^envel oppe une ellipse E' homofocale d la premiere (d’axes 

laqueHe couop p'”«! Pa’’ 1® Point R', une nouvelle tangente k E', 

contoÜLinrfrra ™ menant de celui-ci une tangente a E', etc., le 

?ef cTdsT circonscrit 4 E'. La somme des carres 

des cötds de cet hex^ne est constante. La calculer en fonction de a b • 

S“ Ona2(a + A). MM' = RH'*. ’ ’ 

l’eilipse envelonnAi^ ellipse e' (figure homographique de 

pMque corresDoLan^t I m n homogra- 

P ique correspondant 4 M et 4 M'). Cette ellipse est ögalement homofocale 4 l’ellipse 

donnee (ses axes sontPt /rrr7r7\ r 

a+ö ^' a*'Les points M,M',M/i et 
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leurs svmetriques pai* rapport au centre sont les sommets d’un hexagone (*) H 

CL^ 4 " 

circonscrit k e', dont le perimetre est constaut et egal ä 4 — 

1247, Reciproqiiement ; * n- „„ 

1" Si «ne parabole est bitangente ä une ellipse et a son foyer M sur ce te e ip , 
le pöle de contact est le point R considere aux exercices precedents, ou le poin 
analogue R, du cercle T' (se ramene pai' polaires r^ciproques aux exercices ‘ J ’ 

2" Si un cercle est tangent ä une ellipse et aclmet avec eile deux g - 
communes paralleles entre elles (distinctes de la tangente au pomt 1 

existe une parabole ayant le point de contact pour foyer, et bitangente a e ps 
avec le centre R du cercle comme pöle de contact. Le point R appartient 
au cercle r ou au cercle V (se ramene h la rdciproque proposde ä 1 exercice 
3" Si un triangle est circonscrit k une ellipse et que chacune de ses hauteurs soi 
normale 41’ellipse (en un point M sitüe sur la tangente symetrique du cote 
nondant par rapport au centre), les sommets de ce triangle sont des points analoaiies 
a 11. (On transiormera encore par polaires reciproques, en ptecant le centre du cercle irecteur ^ 
ea M et se donnant la parabole transformee de rellipse, ainsi que la polaire p du sommet du triangle 
con-espondant ä M et colle du point ä l’infmi sur un des deux cötes qui passent en ce sommet; on, 
canstatora que le probleme qui consiste ä chcrcher le point M n’a qu’une soiution, laquelle est 
nesessairement un point du cercle bitangent qui ap pour corde da contact.) ^ 

Trou-ver une ellipse inscrite äun triangle donnd et normale aux trois hau eui , 

mais non pas en leurs pieds. 

1247 bis. On donne une conique S et deux points a, b de son plan. Prouver que 
les coniques bitangentes k S, tangentes k ab et telles que les secondes tanpntes 
meiries par a et ö ä chacune d’elles se coupent sur S, forment deux series distinctes, 
le lieu du pöle de contact dtant, pour chacune des söries, une conique passant par 
fl et 6. (On trouvera la corde de contact en construisanl deux positions au point s 
de l’exercice 919, lesquelles decrivent respectivement les ^polaires de a et de j.) ^ 
Lorsqu’on prend pour a et 6 des points imaginaires convenables (les pomts 
cycliguos de l’exercice 1147), on retombe sur l’exercice precedent (1“). 

1248. La somme des inverses des carres de deux diametres rectangulaires d une 
ellipse est constante Cexercice 1246,1°). 


Propriitis des c6nes d base cii'culah e. 

im Dans tont c«ne i base cimtlaino, le produH f'f ““ '°’rSle 

conque de la surface aux deux plans (plans cychtf uesj m i p constant 

pariaemet« aux deux sdrles de seetlons circula.res est dans un rappo, 

avec le carre de la distance du möme point au sommet distances ^comptöes 

Reciproqiiement, le lieu des points tels que le de 

en grandeur et signe) ö, deux plans soit dans un ^ ^ circu- 

leur distance k un point fixe de l’intersection de ces plans est un 

laire. (Revient ä. l’exercice 927.) 

Dans tout ■cSneit base elrculaire, les £e cdnot 

,uel«miues avec les deux plans cycllques sont quaüe atetes dun 

( 1 ) Cet hcj... H e.t l'b.»g«oe d« pSrimit» m.-i»»» (««•K™ '“)■ 




GEOMETRIE 

res ulution, lequel a pour axe la perpendiculaire au plan des generatrices de conlact 
des plans langonts considiires. 

Coiiclure de lä (ex. 649) que la somtne ou, la dilierence des angles que fait ua 
i'-lnii taiig'üiit avec les deux plaus cycliques est constaiite. 

CtiÄ trois plans determinent sur une sphei’e ddcrite du sommet du cöne comrae 
centreun trianglespherique d’aire constante. 

Inversement, si uii grand cercle d’urse sphöre forme avec deux grandS' cercles fixes 
un triangle spherique d’aire constante, son plan eaveloppe un cdne ä base circulaire. 

1351. Si deux cones de mörae sommet, ayant pour bases deux cercles d’un mßiue 
plan, ont meine directionde sections antiparalleles (cönes homooyc^iques), un plan 
quelconque mene par le sommet Ics coupe suivant deux angles ayant mömes 
riisseetrices. 


Daus un cöne a base circulaire : 

lequel deux gdEieratrices sont vues d’une focale fexercice 1161) a 
ratrices- P^^l’iatersecttoa des plans tangents suivant les genä- 

coupe deux plans tangents fixes suivant d aix droites 

planstan^ents mu nnT i®® mene'es par le sommet aux diffdrents 

du Premier) las ^ circulaire (dit supplemmtmn 

Ibraies du prem'ier. ^ '^® ®® perpendiculaires aux 

peäic tos ?nv ^®r ®^"®® 

4“ Deux Doints fw«* u second cöne sont les göndratrices du premier. 

cespottL"r olanT..r“^ sur les deux focales, le produit des distances de 
5“ Fp diäfiKa f quelconque est constant (exercice 12'4f)V,' 

teur que le diddre'^ii tangents queleonques k mörae plan bissec- 

6“ ZI Platt aui n s! ""f“® ies faces passent par les deux focales;' 

fo.fiesson^t 

ave^c les deuxtLttfetttotstnt? gendratdce. quelconque 

det^Lütrtates detande-^%''r'f" “^''®®® et faisant avec 

cOoa ä bas. circulaire aya'arccs lr„L““„rTalr “ 

1254. ön c«aBTbfs!!i)fT 

auGiiii triödre trirectancie ou niontrer qu’ou ue peiit lui iuserire 

1«. ü„ 

triedre trirectangle ou on nent ini a • >°^_^epei-it lui circonscrire aucun 
prdcddent en veä^tude i’exercice 1258, infinite. (Se vamene au 

angle droit d'unpoiMdonndde^espra^ 1 «*°?** '°u *““* ’™'’®““® ““ 

P^laa rar rapporfau c«o f “'-a- « ieurs 

bleu des eentres des hvperholes dnnititir.fl > ' 

circulaire donne. Peut tracer sur 

1257. I-a li«. des pointsMa que lari4.port de Ieurs dUtaces tone droite flae et 
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It jit.t'i i ' 4 j, Ik*.»! S'« ti-k! |t:u'la ttoliiii'f* 

thMf'Jk*' l i' i' * , I ^ s (, ■».»?« t/nüjjjjjk'i-t j'i'itr !t‘ hartniaiiqitt' 

i|k‘ ,l |f,sf S 5 ‘ fl I , 

lJt>i L> ' tf ' tisj iH.} Mrilri' t|iti tt»! tktu ptaii« t.'iugsjtjts 
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luirraoniques de A, par rapporf. aux seginents inlerceples par la quadrique siir leg 
diverses secantes issues de A, est un plan ('lil playt. palaire de A par rapport ii 
la quadrique) ou une portion de plan (se rarii ‘iie au tlieorüine correspondiiiit siir las 
coniques en vertu de 321). Si le point B est dans le plan polaire de A, invcrscmf'iil A 
est dans leplan polaire de B (points conjiignes par rapport ä la quadrique) ('), 

Les plans polaires des difförents points d’un plan P passent ton» par un na'uiui 
point (2) qui a P comnie plan polaire. 

Les plans polaires des diCferents points d’une möme droite I) passent toiiles par 
unemöme droite D' {reciproque de la premiere) qui est aussi le lieti des [uAles de 1) 
relatifs aux sections de la surface>par les differents plans que l’on pent niener par 
D, de Sorte que la relation entre les deux droites est recipro((ue. 

Le plan polaire de A passe : 1“ par le point de contacl de loule tangonl.e nieai'Cpar 
le point A ä la surface; 2“ par deux points de concours des rotes oppos<''s de tont 
quadrang'te (643) inscritä la quadrique et tel que le troisieinc point de concours seit A 

Reciproquement, si le plan polaire de A passe par un point B de la, quadrique" 
AB est tangente eu B ä la surface, sauf si celle-ci est un cöne (^) de sorninct B (uii 
cylindre si B est ä rinfini). 

I'26o. Le lieu des tangentes menees ä une quadrique en un de ses poinls Aast 
(sauf si la, quadrique est un cune de sommet A) un plan, dit p(an tmujeyit en A, rl 
qu’il convient de considerer comme plan polaire de A. 

126G. Le lieu des tangentes menees ä. une quadrique par un point donnö A non 
siLue sur la surface est un cöne (un cylindre, si A est ii rinfini) du s( 5 Cond ordrr. 

Los plans tangents menes par A ä la surface enveloppent co meine cöne lodne 
circonscrit k la surface). 


1267. (Gas particulier des pröcödents). Le lieu des milieux des cordosd'uno quadrique 
paralleles ä une droite donnee est un plan (dit pUm diametral) ou une porlion de 
plan. Le plan .diametral est le lieu dos diamelres conjuguös de la direcliiui donnee 

dans es differentes comques sections de la surface par tous le» plans paralleio.s ii 
cette direction. i i 

Le lieu des centres (s’ils existent) des sections de la surface par des plan» parul 
leies entre eux est une droite {diamelre conjuguö de la direclion de crs .dans), 

^ ' ? de rinfini est ä distance finie, il est cenlre de la surface 

cest-a-dire que toute corde qui passe par ce point a ce point pour rnilieu. 

^ ^ de l’ex, 1050, qm les sorlions d'mlo 

molhetl!,ees gSLSS.'’ ™ m l.e- 

r““ est en ce’rcle, lonlcs los sec- 

P p ■’P^^3.11eles au preraier sont egalement circulaires.) 

coeres!e"!™t‘»s'frencontrent Irois droite d,.nieles, dnnl, deus qecl- 
conquesne sont pas dans un mSme plan, rencontrent une inflnUd d',nut..e» droites 

loSteS”,'r"mm>rrar'uE°''i'c'tlonnir7 

coniques (768). ’ ^ convenable, au tliöoreme corrospondant sur los 

une^droite commune ^ sommet du cöne, les plans en question onl toute 

Ite t“(r.„‘lr"“.riS.'”“ P" 1- divers plsns 
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fixes, et le rapport anharmonique intei'cepte par quatre de ces droites fixes est le 
möme, quel que seit D. 

Si les droites donnees ne sont pas paralleles ä un meme plan, la surface engendree 
par D est dite hyperbolo'ide ä une nappe. 

Si les droites donnees sont paralleles ä un möme plan, la droite D est aussi paral¬ 
lele ä un plan fixe (exercice 433). La surface est dite parabolo'ide hyperboligue. 

Un hyperboloi'de a une nappe ou un parabolo'ide hyperbolique ont deux systemes 
de generatrices rectilignes. 

Dans les deux cas, les plans menes par D et, respectivement, par deux quel- 
conques des droites donnees, engendrent des faisceaux homographiques. En deduire 
que le parabolo'ide hyperbolique et Phyperboloide ä une nappe sont des surfaces du 
second ordre. 

Reciproqueraent, le lieu de la droite d’intersection de deux plans qui tournent 
autour de droites fixes en decrivant des faisceaux homographiques est un plan, 
un hyperbolo'ide k une nappe ou un parabolo'ide hyperbolique. 

1270. Le lieu des aretes des diedres droits dont les somraels passent respective- 
luent par deux droites donnees est un hyperboloide ä une nappe. CVoir exercice 462.) 

Le lieu des points egaleraent distants de deux droites donnees de l’esoacc 
(ex. 454) est un parabolo'ide hyperbolique, ainsi que le lieu des points tels que la 
difference des carres de leurs distances ä deux droites donnees soit constante 
(exercice 519). 

1271. Quo sont les droites D consideröes ä l’exercice 1269 lorsque deux des droites 
donnees sont dans un möme plan? (Comparer exercice 423.) 

1272. Tout plan P qui passe par une gdnöratrice rectiligne D d’un parabolo'ide 
hyperbolique ou d’un hyperboloide ä une nappe contient egalement une genera- 
Irice A du Systeme oppose. Au point de rencontre de D et de A, ce plan est (ex. 1265) 
tangent ä la surface (consequence iminddiate de la definition). La position du plan 
tangent est donc (contrairement ä ce qui a lieu pour les ebnes et les cylindres) 
variable le long d’une gdndratrice lorsque le point de contact se deplacc sur cette 
generalrice. Le faisceau decrit par le plan tangent en tournant autour de D est homo- 
graphique de^la division decrite sur D par le point de contact. 

Tout plan tangent A un hyperboloide d’une nappe ou ä un parabolo'ide hyper¬ 
bolique coupe la surface suivant deux droites, 

1273. Dbduire de l’exercice precedentune secohde solution de l’ex. 1266. (On mon- 
trera que les seclions de ces plans par un plan determine quelconque ne passant pas 
par A enveloppent une conique.) 

1274. Le lieu des points tels que le rapport de leurs distances ä deux droites 
donnees D,„ Da (exercice 734) soit egal k un iiombre donne /c, est un hyperloloide k 

une nappe (ou un paraboloide hyperbolique, pour/c = l). 

(Si l’on mene les deux plans dont chacun est parallele aux deux droites donnees 
et divise leur perpendiculaire commune dans un rapport 6gal ä±/c, les points des 
cerc.les Gl ou Ca (exercice 734) situes dans ces plans dberivent quatre droites fixes, 
dont deux perpendiculaires au plan de Gi et deux perpendiculaires au plan de C^. Le 
lieu cherche n’est autre que le lieufdes arbtes des diedres droits dont les laces 
, passent par deux des quatre droites en question.) 

Inversement, tout hyperbolo'ide ä une nappe dans lequel il existe des generatrices 
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perpendiculaires aux plans de secUons circulaires peut utre considcni, (ruue infiiiito 
de manidres, conime le lieu des points tels quo le rapport de Icurs distaiices a deux 
droites fixes seit constant. 

1275. Deux cercles sont situes dans des plans paralleles. On joirit eiiLre oux les 
points M, M' de ccs cercles tels que les rayons y aboulissant fasscnt entre c;ux uii 
angle constant. Montrer: 1° que les droites ainsi tracees sont generatrioes d'un liyper- 
boloide ä une nappe, les generatrices du second systöme etanl les droites analogues 
obtenues en changeant le sens de Tangle constant; 

2" Que toüt plan parallöle aux plans des cercles donnes coupe la surfuco suivant 
un cercle. 


1276. En particulier, la surfaae gauche de revolulion (exercice 1031) est un hyper- 
boioide ä une nappe. 

1276 bis. Ihversement, la surface engendree par une hyperbolo lournant aiitour de 
son axe non transverse est une surl'ace gauche de revolulion. Elle est coupdo .suivant 
deux droites par son plan tangent en un somiuet de l’byperbole nuiridiemifi. (Uliüser 
exercice 788. — Voir une autre demonstration plus loin, exercice 1283.) 

1277. Deduire de 1 exercice 1275 et de Texercico 1273 quo, deux corcl(i.s etant 
'onues daiis un meme plan, la droile obtenue en menant, dans ccs deu.x cerolos rcS" 
peclivement, deux rayons faisant entre eux un angle constant doime et jniguanl los 
extrdinaites de ces rayons-, enveloppe une conique fixe. 

Dans le cas o.ü l’angle donnd est droit, demoutrer lo möme fait et, en outre, 
trouver les foyers de la conique, en utilisant i’e.xercice 827 6is, ou l’e.xorcicc 877, sui¬ 
vant que les deux cercles donnes sont egaux entre cux ou non. 

1278. Lexercice 1275 s’etend : 1» ii deux ellipses lioinothdtique.s E, E’situces dans 
es plans pa.rallöles, les points M, M' etant tels quo les diamötres qui abouLissent on 

ces pömts aient des directions conjuguees (Utlliser exercice 1086); 

2® ä deux hyperboles homothötiques II, F, les points M, M' etant pris de inaniCsre 
que le rapport des distauces du preinier ä une asymplote de II et le sccond h l’asyinp > 
tote parallele de F seit constant. (Utiliser exercice 1084.) 

Etendre, dans des conditions analogues, l’exercice precödent. 

1279. -Etant donnees deux coniques situees dans des plans differents, mais ayant 
en comniun deux points A et B sur l’intersection de leurs plans, on considöre, sur 
ces coniques, deux divisions homographiques Lelles que chacuii des iioints A et B 

joint deux points homologues 
SiV^nt) m ^ '''' parabolol-de hyperboliquc, ou (exercice 

iJ bomologues pris respectiveinent sur 

UH point pris arMtrairement sur la premibre conique; n' le 
rifli I ^ ^ P^^^ P“ coupe la seeonde. On montrera que La droile va¬ 

riable rencontre constamment tonte droite teile que gp^')- 

Eexercice prec^dent (Vöir exercice 1145.) 

deduire une g6neralisation analogue de rexercice 1278. 

"“® S^^eratrice mobile d’un hyperboloide ä une nappe oud'un para- 
surface, ÄSre secUons planes Wes ,uelccn,uos Je la 

KSO. Pacdeux coniques qui ont deux poinU communs saus «Ire dans un usäme' 
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plan, bn peut faire passer deux cönes : il suffit, pour les obtenir, de choisir deux 
points bomologues de riiomographie qui vient d’etre consideree de maniere que la 
droite qui les joint aille rencontrer nne certaine droite (rintersection des deux plans 
dont Tun contient les deux tangentes en A, rautre les deux tangentes eu B). 

1281. Lo lieu des points tels (pie le mpport deleurs distances ä un point fixe F et 
ä un plan fixe P seit constant est la surface engendree par la revolution d’une 
conique autour de son axe focal. 

Cette surface est du second ordre. Le cöne qui a pour base une quelconque de ses 
sections planes et pour sommet le point F est de revolution. 

Les focales (ex. ,1161) de tout cone du second ordre circonscrit (ex. 1266) passent 
par les foyers de la surface (c’est-ä-dire par les foyers de la conique meridienne). 

Si le rapport constant est egal ä 1 [parabolo'ide de rSvolution)^ la meridienne est 
une parabole. Montrer que la projection d’une section plane quelconque sur un plan 
perpendiculaire a Faxe est un cercle (equivaut k l’exercice 1218, 1°). 

1282. Le lieu des points tels que le rapport de leurs distapces ä un point fixe eta 
une droite fixe soit constant et different de 1, est la surface engendree par la revolu¬ 
tion d’une conique autour de son axe non focal. 

(On montrera que la section par un plan quelconque perpendiculaire ä la droite 
fixe est un cercle, lequel a son centre sur un axe de la conique qui reprösenle la 
Partie du lieu situee dans le plan du point fixe et de la droite fixe.) 

II en est de möme du lieu des points tels que leurs puissances par rapport a une 
sphere fixe soientdans un rapport constant avec les carres de leurs distances ä une 
droite ü.xe. 

Si le rapport constant est bgal ä 1, les deux lieux prdcedents deviennent des 
cylindres ä bases paraboles. 

La surface engendree par la revolution d’une ellipse ou d’une hyperbole autour 
de son axe non focal tend vers un cylindre parabolique, lorsque cet axe s’eloigue 
inddUniment, tout eu restant parallele a lui-mfime, pendant qu’un sommet de la 
conique (non situd sur cet axe) et le foyer voisin restent fixes. 

Dans tous les cas, les lieux en question sont des surfaces du second ordre (Se 
ramöne ä l’cxercice 842 ou au n“ 724.) 

1282 bis. Inversement, la surface de revolution engendree par une conique tour- 
nant autour de son axe non focal peut 6tre consideree conime le lieu obtenu dans 
l’exercice precedent (lieu des points dont les distances ä un point fixe A et a une 
droite fixe A soient entre eiles dans un rapport constant), le point fixe etant un 
foyer de la conique meridienne. 

1283. Si le rapport considöre dans les deux exercices precedents est superieur ä 
l’unite, la surface consideree dans l’exercice precedent contient des droites D, pour 
ciiacune desquelles le probleme considere a Fexercice 472 bis est inddtermine (on 
construira, en particulier, celle qui coupe 4 angle droit la perpendiculaire abaissee 
du point A sur la droite donnee). Onaainsi une nouvelle solution de lexercice 1276 

bis. 

1284. Montrer que si on donne une surface du second ordre S et un point A, et 
que, sur chaque s6cante issae de A, on prenne'un point M tel que AM et le segment 
intercepte sur cette droite par la surface aient meme milieu, le lieu est une surface, 
qui ne change pas quand on remplace A par un autre point quelconque apparte- 
nant au lieu, et qui est egalement du second ordre (exercice 1060); 
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1285. Plus generalement, demonlrer la mame proposition en supposant le point M 
defliu par la condition que le segmeiit AM appartienne ä l’involution detei’minöe, sur 
la droite qui le porte, par deux surfaces du second ordre donnees (dont chacune peut 
se reduire ä un cone ou ä un Systeme de deux plans). 

1286. Lorsque^ dans l’exercice 1284, la surface S est un c6ne du second ordne et 
que le point A est exterieur ii ce cöne, le lieu du point M est un hyperboloide ä uno 
nappe. 

(On montrera que chacun des plans tangents au cöne menes par A contient une 
droite appartenant tout entiere au lieu.) 

(Si le point A etait interieur au cöne, le lieu se coinposerait de deux parties 
entiereinent separees, correspondant aux cas ou la droite AM coupe une nappe du 
cöne ou les deux. On donne ä cette surface le nom d'hyperholo'ide ä deux nappas.) 

1287. Toute quadrique est liomograpliiquc, soit d’un hyperboloide ä une nappe, 
soit d’un hyperboloide a deux nappes (exercice precedent), soit d’un cöne du second 
ordre. 

(Circonscrivantun cöne ä la surface, on choisira l’homographie de inaniere k faire 
passen ä l’inüni le plan de la courbe de contact.) 

1288. Deux divisions hoinograpliiques' etant donnees sur deux droites differentes 
(en general, non siluees dans un inöme plan), on peut, d’une iiiflnile de manieres, 
en trouver une troisieme qui soit en perspective avec les deux premieres. Lieu des 
centres de perspective. 

1289. Le lieu des soramets des cönes ayant pour base un cercle donnö et auxquels 
on peut inscrire des triedres trirectangles est une quadrique de revolution. 

1290. Un cercle etant donnö, dans quelles regions de l’espace dolt se trouver un 
point, suivant que le cöne qui a ce point pour sommet et le cercle donnö pour ba.so 
admet ou non des genöratrices rectangulaires? {Comparer exercice 1256.) Moulrer 
quela .surface qui söpare l’une del’autre ces regions estengendröe par la rövolution 
d’une conique autour d’un de ses axes. 


1291. Lieu des somraets des cönes circonscrits ä une sphöre et dont les cercles 
de contact coupent un cercle donne sous un angle donne. 


1292. Etant donnees une sphere et une projection stereographique de cette sphöre, 
le lieu des sommels des cönes circonscrits ä. la surface et dont les cercles de contact 
se projettent suivant des cercles de rayon donne, est une quadrique de revolution. 

1293. Le lieu des centres des perspectives telles qu’une conique donnee se projette 
sur un plan donne suivant une hyperbole equilatere est une surface du second ordre. 

(On traiterad abord le cas oü le plan de la conique donnee et un de ses axes sont 
perpendiculaires au plan du tableau : on a alors affaire ä une quadrique de revolu- 
lon. (Lf. e.xercices 1281, 1282.) Le cas general se raniene ä celui-lii par une homo- 
graphie convenable.) 


UH. {Iheoreme de M. B. Halphen.) Soient, sur une quadrique donnöe Q, deux 
sedions planes L, G'.ayant en comniun deux points A,. B, la quadrique etant supposee 
Sr r degeneraWees reelles (hypertololde i „ne nappe an parab»- 

lo.de hjperbolique) Sj,dnn poinl ,nelcon,ue S de Q, on projette la conique C'siir le 
plan de G, la projection coupant la conique G (outre A et B) en deux points M et N, et 
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qu'on designe par q, q' les rapports anharmoniques des quatre poiots A, B, M, N pris 
respectivement sur G et C (avec un ordre convenable des points en question), le quo¬ 


tient ^ est independant de la position du point de vue S sur Q ; il est egal au rap- 

port anharmoniquc que forment, dans le plan tangent en un des points A. B, les 
taugen les aux deux coniques et les deux generatrices, Aa et Aa' par exemple, qui 
passent par ce point (on remarquera que les projetantes SM, SN ne sont autres que 
les giinöratriccs issues de S et, par consöquent, rencontrent chacune une des genera- 
trices issues de A). 


1295. InlerprelaUon (anallagmatique) de la geometrie non-eudidienne. — Soit 
pris, dans un plan ou sur une sphere, un premier cercle determine F, dit cercle fon- 
damenlal ou encore ligne de l'infini{'-)^ dont l’interieur (R.(en appelant ainsi, dans 
le cas de la sphöre, l’une des calottes en lesquelles F divise la surface) sera seul 
connidere comme existant, 

On appelleradroiie non-euolidienne {~) tout cercle S orthogonal AF (y compris, bien 
cnlendu, les diamAtres de F si Fon est dans le plan); reßexion ou syrndtrie par rapport 
dS, l’inversion (spherique ou plane suivantles cas), qui a 6 pour cercle d’inversion; 
res non-euclidiennement Egales, deux figures F etF' (dela sphere ou du plan) quideri- 
ventl'une de Fautre parun nombrequelconque de reüexions non-euclidiennes(l’egalite 
non-euclidienne sera dite directe ou inverse, suivant que le nombre des röftexions sera 
pair ou impair, c’est-a-dire suivant qu’il y aura ou non Conservation du sens des angles); 
distance non-eudidienne de deux points A, B Interieurs ä (R, le logarillimo (pris en 


valeur absoluo) du rapport anharmonique r'gjQ determinA, sur la dreite non eucli- 


dienno 3 qui les joint, cntre eux et les points C, D oü S coupe la ligne de 1 inflni 
(on montrera d'aljord que deux points intdrieurs ä CR peuvent 6tre joints par une 
droite non euclidienne et une seule). 

Dans deux figures non-euclidiennement dgales, les distances non-euclidiennes sont 
conservdcs (688) ainsi que les angles. Montrer qu’inversement, si deux points A, B 
d’uno ligure F ont entre eux une distance non-euclidienne egale ä la distance non- 
euclidienne A'B', il existe deux figures F', F'i non-euclidiennement egales (1 une direc- 
teinent, l’autre inversement) A F, teile que les homologues de A et de B soient respec- 
tivemont A', B'. Montrer que toutes les proprietds dtablies aux numeros 23-26 de la 
GAomAtrie plane subsistent avec leurs' ddmonstrations lorsqu’on donne aux mols 
droite, distance, symetrie, dgälitd, leur sens non-euclidien. 

Au conlraire, la somme des angles d’un triangle compris entre trois droites non- 
euclidiennes est (PI., ex. 285) plus pelite que deux droits. Deux droites non-eucli-- 
dieniies peuvent, soit se couper (en un point unique, puisqu on ne considere que celui 
qui est Interieur A CR), soit Atre non seoantes, c’est-A-dire sans points communs A 
i’interieur de (R, soit 6tre « paralleles », c’est-A-dire avoir un point commun sur 
la ligne de l’infini. Il existe donc, d’un point ä une droite. non-euclidienne, deux 
parallAles, qui sont les cötes de « l’angle de parallelisme » a 1 Interieur duquel sonb 
les non secantes (Gomparer PL, 298). ^ —-- 

Les cercles traces sur le plan non-euclidien ne sont considAres cornme cerc es que 
s'ils sont Sans point commun avec la ligne de l’inflni. Dans ce cas, a circon erence 

(1) Les points de cette ligne sont tous considdrAs commeünfinlment eloignds. leur distance 

non-euclidienne ä un aulre point quelconque de CR etant iniime. , 

(2) Gomparer PI., Note B, n° 299. 
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du cercle est le lieu des poiats silues ä une distance non-euclidieane coostante d’un 
point fixe, que Ton determinera eii montranf, qu’il est common ä toutes les droiLes 
iion-euclidiennes par rapport auxquelles deux points de. la circoiifereiice peoventclre 
symetriqnes l’un de Tautre. Si, au contraire, le .cercle eoupe la ligne de l'infini en 
deux points {horicycle), il est le lieu des points situes ii une distance (non-euclidienne) 
constante d’une droite non-euciidienne fixe. 


1295 bis. Pareillement, dans I'espace, on partira d’une spliere fondarncntale 2 dont 
l’interieur seul comptera et qui sera la surfaoe de rinßni. Un plan nan-eucMdien 
sera n’importe quelle sphere 11 (y compris les plans diametraux de 2) orthogonale d 
2 Ql \& reßexion OM symetrie non-euclidienne correspondante coincide avec l’in- 
version par rapport ä II. Quant ä la transposilion non-euclidienne \)<xt vVi\^yoYl ii une 
droite, yion-euclidienne b (circonference ou droite orthogonale a 2), ce sera la Irans¬ 
position anallagmatique d'axe S. Auront encore lieu, dans ces eonditions, toutes los pro- 
priete.s independante.s de la notion de parallelisme et du Postuluturn d'Euclide. I’ro- 
prietes des cercles et des spheres analogues ä celles donnees k la lin de l’ex. [irecederit. 

1296. Deuxieme inierprcLation {projccHve) de la Geometrie non-euclidienne. — 
Lfi regionölde l’exercice precedent etant supposde liemispherique, on la projeLte 
orthogonalement .sur le plan du grand cercle qui conslitue la ligne de rinfini; le.s 
droit es non-euclidiennes deviennent ainsi des droites ordinaires. Sur la figiire ain.si 
projetee, une reßexion non-euclidienne devient une homologie (ex. 869) do rapport 
auharmonique 1 ayant pour axe Faxe de symetrie et pour centre son pöle par 
rapport d T; a, d etant les projections sur le plan de 'deux points A, B de riidini- 
sphere, montrer que le rapport änharnionique ddterminö jiar a, b et les ]i(:)inl.s k 
1 inüni (points sUues sur T) de a d est le carre du rapport auharmonique correspon- 
pant sur la sphere : on peut donc deflnirune distance non-eualidienne a b qui sera 
le double de la distance spherique analogue. 

L angle ne sera plus ddfini a la maniere ordinaire; Vangle non-euclidien plan 
sera, par delinition, l’angle sphörique dont il est la projection. Montrer qu’alors deux 
■droites non euelidiennement perpendiculaires sont deux droites conjuguees par rap¬ 
port ä P; que les bisseotrices non-euclidiennes ß', ß" d’un des angles formPs par 
daux droites secantes entre dies (i) sont les droites qui sont d lalbi,s conjuguees 
harmomques par rapport d l’angle et conjuguees par rapport a P, cliactme d’elle.s 
etant, pour 1 angle, un axe de symetrie non-euclidien. Si, en outre, on möne une des 
bissectnces y de l’angle (8j, ß'), la valeur Y de l’angle (6,, 5,) sera donnee par 

2 ~ P’ designant par p le rapport anharmonique (ß', ß", y, öj). 


La ligne de rinfini est toujours P. 

^ En meme temps quun pointAde l’hemisphdre est projetd orthogonalem ent enct. 
on le projette stereographiquement sur Pintdrieur du cercle P, la figure fotmee pai 
es points (A) ainsi obtenus donnant lieu dvidemment ä une Geometrie non eucli- 
dienne teile qu die a ete considdrde a l’exercice precedent. Trouver la relation qui 

existe entre deux pomts correspondants a, (A) : construire un de ces points connais- 
sanc 1 autrö» 


a(‘=°nsideree au pointde vue non-euclidien tel qu’: 
dnmpnHiA v. precedent) foiroee des points (A) intdrieurs ä une sphere fon 

— A chacuü d eux, on fait correspondre un point a, par la constructio 


1. C eät-ä-dire qui se coupent ä l’inlerieur de r. 
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qm vient d’etre ihdiquee. Montrer que, dans la nouvello Ojxure atusi obtejiu.\ plaas 
noü-euchdiens douneront des plans ordinaires et que Eangle nua-euclidieiu oii !/. .Ie 
deux droites ou de deux plans secants eii ce poiat (deliiii conuiie etani il-ea! a raiäele 
qui lui correspond^ en (A)) s’obtient d'une maniere analogue ä ceile indiquee plus 
haut. Une symetrie non-euclidieniie par rapport ä an plan (secaiit ä S) sera uue 
liomologie (ex. 8h9) de rapport anharmonique — 1 par rapport ä ce plan et ä son pöie 
rolatif ä 2. 


1297. Plus geAeralement, le passage de A ä a, daiis le cas de la Geoineirie plane, 
y>out s’operer en supposantle cercie V queleouque sur la sphere et projutant sur un 
plan avec un point de vue pris au sommet du soinmet du cüiie cireonscrit ä la sur- 
face suivaut P. La ligne de l’infini est alors la perspective de F. 

1298. (Notations des n«® 873-876). Deux cercles Cj, Gj etant donnes dans fespaee, 
une sphere arbitraire passant par est deQnie par l’angle Oj fcouipte en grandeur 
et signe si on a Oriente 0^) qu’elle fait avec la sphere S,; de nieme. une .<phere 
arbitraire passant par Co est deflnie par l’angle 63 qu’elle fait avec So. 

1° Montrer que la condition pour que ces deux spheres soient orthogonales «lire 
elles est 

tg 61 tg 0 .jr=:/i, 

COS V 

h etant une constante dont la valeur est —rr-. 

cos V' 


2“ Si Vi est l’angle sous lequel la premiere de ces deux spheres coupe Co; ro, 
Fangle analogue sous lequel la seconde sphere coupe Cj, on a 


cos iq = cos V 


cos 6 i 
sin Oä 


= cos 


y, sin 
cos Öä 


cos Co 


cos V 


cos Ö 9 
sin Öl 


cos V' 


sin Ö . 1 
cos üi 


(On operera comme au n“ 874, en reduisant C 3 a une droite), En deduire que : 


3° La relation entre Uj et tq est cos iq cos iq = cos V cos V; 

4° L’angle % s’expriine en fonc ion de &i par la formule 

cos^ Uj =: cos^ V cos- öl cos® V' sin - Oj. 

1299. Montrer que la construction du n®" 881 (focale d’un cereie par un point II 
Interieur ä ce cercie) donne bien les positions liniitcs des iocales qu on peiit tnener 
(883) par un point S exterieur au plan du cercie, ior.squc S lend vers II. 

(Pour comparer les longueurs Ss, /'i /’, on les evaluera dans les triangk« reclangles 
Sfg — ou, ce qui revient ou meme, s'/'p' —et/i os du n“ 883). 

Quelles sont les positions limites obtenues Inrsque S tend vers un {»int 11 silue 
dans le plan du cercie, mais exterieur au cercie? 

1299 6 is. Par un point H, situe dans le plan P d’un cercie C, on mene une droite D 
ocale ä ce cercie. Montrer que, lorsque le point H decrit, dans le plan l. une 

droite A, la droite D fait un angle TOttstant avec A. 

1300. A et B etant deux cercles paratactiques, avec angle de parataxie on fait 
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tourner B autour de A d’un angle 2a, ce qui l’araöne en B,. Trouver I’anglc de para- 
taxie de B et de B^. 

1301. Si, clans Tex. 1295 bis (georaetrie non-euclidienne), S est remplacec par vine 
sphere iinaginaire pure (861), la plupart des r 6 .siiUats precedeiits sulisisLenl; niais 
deux « droites non-euclidiennes » se coupent en deux points (les poinls opposus); 
et, d’autre pari, la sorame des angles d’un triangle T forme par de telle.s droites est 
superieure ä deux droits (geometrie riemanimne). Sur im plan non-euclidien, c’osl- 
ä.-dire sur une sphere orthogonale ä S, cette geometrie est identique ii la geometrie 
spherique, les cöles d’un triangle T s’evaluant comme au n“ 918 ou, ee qui revicnt 
au meme, etant lies par la relation (3) du n» 913 au rapport anharmonique formo 
par deux points et leurs opposes. 

1302. Un cercle c varie en restant tangent 4 deux cercles fixes Gi, G^, d’un plan. 
Trouver la courbe enveloppee par Taxe radical de ce cercle et d’un troisiöme cercle 
fixe to (appliquer PI., 128 öis). 

(D’urie maniere generale, lorsqu’un cercle c du plan varie en coUpant loujours 
orthogonalement un cercle fixe P, Taxe radical de c et d’un autre cendo fixe w enve- 
loppe une courbe semblable ä la polaire reciproquc du lieu du centre de c par rap¬ 
port ä w. Theoreme analogue pour une sphere de l’espace.) 

Prouver que le point de contact de Taxe radical avec son envoloppe est situii .sur 
la droite qui joint les points de contact de c avec Gj et G^ (PI., 139), 

Quel est le lieu des points s, centres de similiUuie de c et de w? (Projeter 
stereographiqueinent sur une sphere et appliquer exercices 986, 986 bis, 1172; nu 
encore, appliquer PL, 139, 144) et montrer ainsi que les droites qui joignent une 
Position quelconque du point s 4 deux positions determinees de ce point docrivenl 
des faisceaux homographiques.) 

1303. Une sphöre S varie en restant Tangente 4 trois sphöres fixes. Montrer (juo 
son centre decrit une conique. En deduire : 

1“ Que le plan radical de cette sphere et d’une sphbre fixe quelconque Ü resle 
tangent ä Tun ou ä l’autre de qiiatre ebnes du second ordre; 

2 ° Que le pole de ce plan, par rapport 4 Q, decrit l’une ou l’autre de qualre 
coniques; 

3“ Quel est le lieu des centres de similitude de S et de £2? 

1304. La conique lieu (ex. prec.) des centres des sphbres S est focale (722) de la 
conique analogue lieu des centres des spheres S'inscrites ä la möme cyclide et 
tangentes ä toutes les sphbres S. 

1305. Demonstration direcle du theorenie de Villarceau. 

1“ On peut mener une sphere tangente ä une cyclide en un point donne et tan- 
gente ä la mbme surface en un autre point opposd du premier. On montrera d’abord 
l’existence de plans bitangentsau toreproprement dit, puis ondbduirala proposition 
deraandee 4 l’aide des inversionsqui transforment la cyclide en elle-mbmeet en un tore; 

2 ° Si la sphere bitangente £2 ainsi oblenue coupe la surface, eile la coupe suivant 
deux cercles [4 savoir, les cercles de contact des ebnes circonscrits 4 Q et passant 
par la conique definie 4 l’exercice 1303 ( 2 °)] : cette conclüsion subsiste quand £2 est 
nn plan. 

1306. On donne une sphbre S et deux droites D, D' tangentes 4 cette spheie. 

1* Par un point quelconque de D, on mene 4 la sphbre deux tangentes G, G' 
xencontrant D'. Dembntrer que les points de contact decrivent deux cercles G, G'; 
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., 0 1.(*^ iiS «-u tlt!S I»»iuls <!» ct*rcle (1 !^<nit laugtiiiles ä unc 
iiiliiiiti; «i aui!' • i'iit't'. 1 j\ inntvt'r Irn rolutiun^ tiui ehanj^jutit l) en D'). 

Coiiila.-H-pivr- uu iiliui y? 

'i.'-i;'- U .|5i.uliiqiii5); df liHirri li'UCcR HiU'lö pUut O. 
i;si) 7 . O.i i -Ji-i'' d- iu (7, (’/ d'uii jiliui. 

i« Oll . Mil 1 l>'äi‘ !'■ rtif i i: «{ui ht.nt divwis luinm»iiiq««numt par ü et (V et qui 
dl» jitu’*, ».i fii*»,:»*;. us\ a um Uaiisiciue eereh* lisc i'. Le liöu duR ceulros de cos 

CPfi'ltiH fst «iH- »•an juf B. 

<1 I mh if< ir jdiiu i omnit! prajtndinu Hldreagraphiiiue d’unß Hpliere, Ic 

p.iittl da fUidt It'l y-,l)) i|u<* li-H eerclcs 0 et y daat L el F «out luspro- 

jpi.tioiiH. tJsiUrt (If; pliijis jdiriülideH, tu caijwpie B HOi'a (pur rapjiort au 

pttiiit dl' lujjai- pi'ftjv»* d'uii ret'ide silue daiiR tu pluu tle c (exerdceH 9HI, llfid). 

Si i,. piiiul O *:■ 4, au muU’Uin.*, tcl tpie len L el F/ .suiiutl projeclioas de 

daiti d>':. piatiH parat leiert, S seru lu p('rrt|MH‘live de la seclieu, [lar 
1,:; jdaii du y- d'iifie rertliine tpiadfiipie de revidutien (es. llG'i); 

a» 11 usii‘ iidiiitle de ei» uples de eereles {‘.„(m t<d« qwßj le« cereleR 

a r, erusqui r-tntl divirtUrt liurmtmitpiemeul par L el F' rttdeal au.ssi di- 
vis.-, l.anie.ui.pieia.-ist par F, .4, td r.-eit.njiiueiaeiil (HendralLsaüoii de l’es. B27)^. 
Quelle'- »'»at Ifcrt reialiuii-’ »pii esisleat (Uitre F, F' d’uue pari, (-] ell/ide 1 uulrc 

(Mnttlref .pu- tert rtnUiitiieiK d«‘rt cftues eii'i'ttiiserils i’i la rtpher« suivaiil tun eereleH 

(lui ..Hl paar lUHjertiuijs F,| et F.',, rtu deduiseiil ile« rtuiumelrt aiiati»Kuert relatifrt ÜF 
et ii F’ par d.-tiS iiuneduip,}!.: iuv.-rHüs, ayaul puur plan .HieiutduMie te plaudueerclo y 
t;l |iiiuf .'■'iiir.' le pide de i’«s ( 4 * 1 ». Lu dt'duii'ii lt!.rt relulieurt (•hereli.ie.s dans le plan); 

■'f rreiiver a umpteiert tie S. Muntrer que eluieuuß .relleK esl iieriiendieulaini 
ii l’tine d* !. taUi'.'tilert r, 1" itHnidert (nir le «•enlre de F k la ceiiispie considerde h 
l'evriYi.:.’ h'H et jai rte par le ♦anilrc radioal <1«« eerr.les F, F eldu (‘.erde Hymdtriiiuo 
dl* F' [»iU* ra}»j»*'<i't A *1" «*» A f', 

Triniver t.* tten du eefure de B : 1» Inrsipio lo rayon de V variii, son ce.ulre restant 
(ix.», idiiH! .(Ue ii“»* e**rele.rt F et F'; 2* lerKijue Firste (ist', aiiisi qoe los ccntres d(i F 
el F', ft qin^ la .miiiiH* d.is earrÖH d( 5 H ray.ms de Fel de F' eHt, eii nulre, conKlanle; 

4" F i*l F'elaid dtaiufS, (pudltHS rondilUiiiH doit reriqdir F poiir que Ick (iercleK S 
siiienUwifieutrta d.‘*ts »rrelert Ilses? 

FitlH. Si lri»!.Ni .'er. tt-a F, F', S siUds snr une mtoie Kpht'äre, sont Icds que le 
Iroisit'me esi »livi«.* harin.mtqtienientparlc.s deux aulröR,et sLpar C, S, onmönedeux 
s|ili<''rert 11, V «.rllitiemiiiles ä e.dl.i qui eealienl l.w treis cercsfos; par F', une siduire 
li'ijui'lt .mque, Vertlets»|Hk! |»ar II et par ll'suivantdeux cereleK orlhogonaux enlre eux. 

lHv.*is<f»it*nt, rti une «[»h.'r.:^ V est eoupde (»ar deuK Kpl)öre.K 11, U' sulvant deux 
.‘lir. les urllue^Mnaux eiiire eus, taute siihfere orthogonale ä V et k U (ou oncore ä 
V .;i ä F'J e.m|>e H, tJ% V Kuivanl trois cercles dont le dernier esl divisiS harmoni- 


qainuiuil («ar tes deux autreH. 

F.KiH Im, Itiiiiumtrer .pie la recdiorche des cercles S (ox. 1307) qui (sur un plan 
011 fuir un.» rtphere delenniji.'ß) sont divi.s6s harmoniqueinent par deux cercles 
dittniid d nrlliogonaux h un troisieme cerdo donnh peut se ramenor d’une infinite 
(Its raiiniere» au preldenio suivunt : * Treuver les sph6res qui sont coupijes pp ^eux 
spht-reH d.mn.U'H F, 1? suivant deux ctrelcs orlhogonaux entre oux et qm sont, en 
outre, dlt's-inÄim.'s orthogonales k une sphiire fixe W. » Ge dernier problöme peu , 
a son tour, «u raniener d*une infinite de maniöres au promier. 

ri,»lttir,. lii la coiiclmion d.i l'ox. .307 (2-) el la conclasioa imalogue pour le 
prolilmii, Ulli vioal a ulre liilüncS, aavoir: • Oa peul remplacer, d oiio inBai 
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'raanieres, ies spheres U, U' par un autre couple Ui, Ujs tel ,que toutes les spheres 
orthogonales ä W et qui coupent U, ü' suivant des cercles orthogonaux entre eux 
cüupent aussi Ui, \j\ suivant des cercles orthogonaux entro eux, et recipro- 
quemeiit. » 

Trouver, par cette voie, les relations qui existent entre U, U', U^, U'j et de inemo 
celles qui existent entre les cercles G, C', Ci, C'i de [l’exercice 1307 (2“). (Pour les 
spheres U, par exemple, leurs intersections avec W, si eiles existent, doiverit resler 
fixes, et une certaine expression formee avec les angles que ces spheres font Ics 
unes avec les autres doit conserver une valeur constante. Le rdsullat est de forme 
atialogue pour les cercles C.) . 

1309. Le developpement (811) d’un cöne droit dont l’angle au sommet est de 60“ 
ceconeetantlimite par une sphere quia lesommet pour centre. est un demi-cercle! 

1310. Partager un triangle, par une droite issue d’un sommet, en deux partics 
e es que eii tournant autour d’un axe donne passant par un sommet, silue 
dadleurs dans le plan du triangle et exterieur ä ce triangle, elles engendrent des 
vommes dont le rapport soit egaLä un nombre donne. Distinguer deux cas, suivant 
que le sommet par lequel passe Taxe est celui par lequel doit 6tre menee la droite 
cherchee, ou est different. 

Plus generaJement, resoudre le möme Probleme lorsque Taxe donne est entiere- 
ment exterieur au triangle et ne passe par aucun sommet (n° 819). 

1310. Si deux solides sont tels que tout plan perpendiculaire ä une droite donnde 
qui coupe le premier coupe le second et inversement, et que les deux sections 
aieiit toujours des aires egales, ces deux solides ont des volumes egaux. 

le secours des n 485-489) la mesure des volumes spheriques evaluds au livre VIIL 

d'nno Ornif (C’est-ä-dire engeiidree par le mouveraent 

Montrer oL^fe voTm^ pardldles, les sections dtant supposees fermdes. 

Montrer que le volume du solide ainsi delimite est donne par la formule : 

V = ^(B + B'-[-4B"), 

dLf efmf B'MV P^r ^ et B' les aires des deux sec- 

deux p emieres In' 1 *^«terminee par un plan mene paralldlement aux 

ux premieres et a egale distance de I’un et del’autre. 

onsi ererle .solide comme limite de polyedres etudies ä, I’exercice 575.) 

drait ''“f la ™iiid de celui qu'on obtieu- 

sominet dans le Dian b c’ ” 1 . base B + B' le cöne qui a son 

posilions succcssfve-de’/llIc plaii de B" et ses aröles parallöles aui 
pusraons succcssives de la droite qui eugendre la surface. 

iD.^E ?F“ofuTöL“7,*T,‘'!f“f'™ la* "dies laterales sont 

d un svsSe s J: f ^ (ea, lidS) qui a pour gönöratrices 

geoemtrices de IW Äömo 12 “"“Pu-dants des deux bases) et pour 

Si, en onli-e on rota. 2 u , P""““ ™dens solides equivalents, 

svstcme suivant 4C DE et f qui a dem göneratrkes d'un 

ck dlvisepar erde« l’autre snlvant AD, CE, le prisme 

pa les dem paiaboloides en qunlre parttes öqnivalenles. 

1315. Montrer que la porU,« d’une surface conique de rövolution comprise a 
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Tinterieur d’un prisrae ayaut ses aretes paralleles ä i’axe est quarrable. 

1316. Si, ä chaque point M d’une sphere, on fait correspondre un point M' d un 
cylindre circonscrit, tel que la droite MM' coupe a angle droit Taxe du cylindre, ä 
toute figuretraede sur la sphere correspond, sur le cylindre, une ügure de meine aire. 

(On remarquera que le theoreme est vrai pour une zone ayant sa hauteur suivant 
Faxe (ex, 714); on en deduira qu’il est vrai pour la portion de cette zone comprise 
entre deux plans quelconques passant par i’axe; puis on traitera le cas general.) 

1317. Un grand cercle G etant donne sur une sphere, on prend, sür le grand 
cercle mene par un point quelconque m de C perpendiculairement ä G, un point M 
tel que sa dislance au plan de G soit dans un rapport constant avec la distance de 
m ä un diametre fixe de G. Moiitrer que Faire comprise entre la courbe Cj lieu du 
point M, le grand cercle G et deux positions du grand cercle M?n est quarrable 
(ex. 638; ex. precedent) Montrer qu’on peut prendre en particulier, pour la courbe 
Ci, le lieu des points M cqnsideres ä Fexercice 742. 

1318. Deux cylinires de revolution egaux sont tangents entre eux exterieure- 
inent, On decrit, avec le point de contact pour centre, une sphere ayant un rayon 
double du rayon commun des cylindres. Gonstruire un rectangle equivalent ä la 
portion de la sphere situde ä Fexterieur des deux cylindres. 

1319. La rotation U = RTR -‘T (n” 839) a ses pöles h Fintersection du grand 
cercle AB et du grand cercle qui a G comme p6le (on decomposera R, S, T, en 
transpositions). Quelle est la distance spherique du point G ä son homologue, le 
milieu de BBi [ßg 656)? (Comparer ex. 1020.,) 

1320. ^ Trouver tous les groupes composes d’homographies sur une droite, ces 

horoographies dtant en nombre flni. " • 

(On procedera comme au numöro n” 835, les points doubles ou les points consideres 
aux exercices 908, 916 jouant le röle des pöles de rotation, Les groupes trouves 
correspondent ä une partie de ceux qui ont ete obtenus dans la note H, 

On demontre que, moyennant une introduction convenable des homographies 
imaginaires, le problööie actuel et celui de la note H se rdduisent l’un ä Fautre). 

Considerer, en particulier, la solution qui correspond au groupe diedral relatif 
au cas de n. = 2 (n* 837). Faire voir alors que le groupe cherche peut ötre obtenu 
de la fagon suivante : 

On prend, sur la droite, trois points fixes a, b, a et Fon fait correspondre, ä un 
point quelconque m de cette droite, un point m' tel que le rapport anharmonique 
(abcm') soit egal au rapport anharmonique des points a, b, c, m pris dans un ordre 
quelconque. En changeant cet ordre de toutes les fagons possibles, on obtient les 
difförentes homographies du groupe. 

1321. Trouver tous les groupes composes de deplaceraents, de symetries et de 
d'iplacementg suivis de symetries, en nombre fini (^). (On montrera que tout groupe 
de I’espece indiquee se compose soit exclusivement de rotations, soit de rotations et 
tle symetries en nombre egal, les rotations formant par elles-memes un groupe.) 

1322. Thdor&me de Morley. — On divise en trois parties egales chacun des angles 
d’un triangle ABG par les droites Uj, Ojissues de A; öj, 6g issues de B; Cj, Cj issues 

(l) Getto question est importante en mineralogie, les formes des cristaui etant precisement des 
ögures qui admettentdes groupes appartenaat ä l’espeoe indiquee. 
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de C, «1 etant celle des deux droites issues de A qu’on rencontre la premiöre en 
tournant autour de A dans le sens de AB vers AG; bt, celle qu’on rencontre la 
premiöre en tournant autour de B dans le sens de BG vers BA; Cj, celle qu’on ren¬ 
contre la premiere en tournant autour de C dans le sens de GA vers CB. Monlrer 
que le point R oü se coupent c^, le point S oü se coupent Cj, et le point T oü 
se coupent Ujj b^ sont les sommets d’un triangle equilateral. 

(On montrera d’abord, d’apres la reciproque du n" 777 et PI., ex. 197, que les six 
droites de division sont tangentes ä une mßme coniquej puis, en les rangeanl dans 
I’ordre a^, Cj, 6i, Og, Cj, h^, on appliquera le theoreme de Brianchon aux diagonales 
de l’hexagone ainsi forme; de plus, ces diagonales se coupent rhutuelleinent sous 
des angles de 120“, d’oü l’on deduit aisement le theoreme enoncd.) 






39-32. — SaiaUOerraain-16s-Corbeil. — Imp. Willaume. 






